MAT345 (2012-2013 Giiz), Alistirmalar VII

Ozer Oztiirk

Bu aligtirmalar: 14 Aralik Cuma’ya kadar ¢oz-
menizi bekliyorum.

1. X bir topolojik uzay olsun. Asadaki ifadelerin
denk olduklarini gosterin.

(A) X baglantihdir.

(B) X kesismeyen ve bog olmayan iki kapali kiimeye
béliinemez.

(C) X’deki kagik kiimeler sadece bog kiime ve X’in
kendisidir.

(D) X’de sinir kiimesi bog olan altkiimeler sadece
bos kiime ve X’in kendisidir.

(E) X’ten {0, 1} kiimesine, {0, 1} tizerindeki ayrik
topolojiye gore siirekli her fonksiyon sabittir.

(F) X ayrik ve bog olmayan iki kiimeye boliinemez.
(Birbirinin kapanigiyla kesigmeyen iki altkiimeye
ayrik kiimeler denir.)

2. Bu aligtirmanin amaci reel sayilarin baglantili
oldugunu gostermek.

(i) Reel sayilarin bog olmayan iistten siirli bir
altklimesinin supremumunun altkiimenin kapa-
niginda oldugunu goésterin.

(ii) Reel sayilarin baglantisiz oldugunu, yani R =

UUV,U#0#V,UNV = olacak sekilde

U,V agik kiimelerinin oldugunu kabul edelim.

Bu durumu reel sayilar1 boyamak olarak dii-

stinelim: U’daki elemanlar Springer sarisina,

V’dekiler Birkh&user yesiline boyanmig olsun.

Bu durumda her reel sayinin bir tek rengi var-

dir: sar1 ya da yesil. En az bir sar1 say1 oldugunu

gosterin. Bu sayilardan biri a olsun. En az bir
yesil say1 oldugunu gosterin. Bu sayilardan biri

b olsun. Ni¢in a < b kabul edebilecegimizi acik-

layin.

(iii) [a,b] kapal araligindaki sar1 noktalarmn kiimesi

A olsun. A kiimesindeki her eleman b’den kii-

¢liktiir. Dolayisiyla A iistten simirhidir. O zaman

a = sup A olsun (Burada reel sayilarin hangi

ozelligini kullaniyoruz?). Bu aligtirmanin (i) kis-

mini kullanarak o € A oldugunu gosterin.

(iv) Son olarak a’nin sar1 veya yesil olamayacagini
gostererek “Reel sayilarin baglantisiz oldugu”
kabuliinlin yanlis oldugunu gosterin.

3. Onceki alistirmadaki fikir Q icin neden ige ya-
ramaz? Q'nun baglantili alt uzaylar1 nelerdir?

4. X bir topolojik uzay olsun. Eger z1,z9 € X
noktalarimi iceren baglantili bir altuzay varsa z; ve
x9 denk olsun. Bunun bir denklik bagintisi oldugu
aciktir. Bu baglantinin denklik siniflarinin kapali ol-
dugunu gosterin. Agik olmayabileceklerini bir 6rnekle
gosterin.

5. X bir topolojik uzay ve f : X — R siirekli bir
fonksiyon olsun. Her # € X noktasinin &yle bir U,
komgulugu olsun ki her z¢ € U, igin f(z) = f(xo)
esitligi saglansin. Boyle bir f fonksiyonu hakkinda
ne soyleyebiliriz?

6. R??de v = 1 ve x = 2 dogrulariyla her n tam-
sayist igin (1,n) noktasini (2,7n) noktasina baglayan
dogru parcalarindan olusan “sonsuz merdivenin” bag-
lantili oldugunu gosterin.

7. Agagidaki yollari ¢izin.
(a) f:]0,1] = R% f(t) = (3t—1,3t+1)
(b) g:1[0,1] = R2, g(t) = (3t — 1,9t> — 6t + 1)
I xI=10,1] x [0,1] olmak {izere H : I x I — R
H(s,t) = (1 —s)f(t) + sg(t)

olarak tanmimlansin. ¢t = 0,1/4,1/3,1/2 degerleri igin
H(s,t) egrilerini ¢izin. s =0,1/4,1/3,1/2 ve s =1
degerleri i¢in H (s, t) egrilerini ¢izin.

x(S1) =7, x(5%) =7
x(nT?) =7, x(nP?) =7

Bir futbol topu yaparken kullanilan beggen ve
altigen sayilar1 neler olabilir?

Birbirine dokunmayan iki futbol topundan olu-
san uzayin Euler karakteristigi nedir?
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