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Onsoz

2010/11 Bahar Dénemi'nde Istanbul Kiiltiir Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiil-
tesi, Matematik-Bilgisayar Boliimii’'nde verdigim Analiz IV (MC 411) dersinin
notlarindan olugan bu derleme, bir 6nceki dénem ayni boliimde verdigim Analiz
IIT (MC 311) dersinin devamidir. Ders kitabi olarak yine William R. Wade’in
An Introduction to Analysis [23] isimli kitabi kullanilmig ve notlar, temel olarak,
bu kitabin ilgili boliimleri géz 6niine alinarak olugturulmugtur. Gerekli olan
yerlerde Analiz III dersinin notlarina atif yapilmig, ve bu atiflar 6énlerine ‘11T’
ibaresi konularak (III/Teorem 2.4.2 ya da I11/§1.4, Problem 1 gibi) verilmigtir.
Bundan dolayi, okuyucunun Analiz III dersinin notlarim elinde bulundurmasi
yararli olacaktir: bu notlara http://udes.iku.edu.tr adresindeki ilgili say-
fadan ulasilabilir. Oklidyen uzaylar iizerinde integrasyon teorisinin ve bu teorinin
esas sonuclarinin ele alindigi Analiz IV dersi, Analiz III dersiyle bir biitiinliik
arzetmektedir. Halihazirdaki ders notlarimin verimli olarak kullanilabilmesi de,
gereken alt-yapinin edinilmesiyle miimkiindiir.

Ugur Gonillii, Analiz IIT dersinde oldugu gibi, bu derste de uygulamalar
yiiriittli ve notlar1 gdzden gegirdi. Kendisine tegekkiir ederim.

Istanbul, May1s 2011 Mert Caglar
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1 R"” tzerinde integrasyon

Oklidyen uzaylar {izerinde integrasyon teorisi, ayn1 teorinin tek-degiskenli fonksi-
yonlar igin gecgerli olan araglarinin ¢ok-boyutlu benzerleri elde edilerek kurulur.
Temel olarak klasik uzunluk, alan, ve hacim kavramlarinin herhangi boyutlu
uzaylardaki kiimeler i¢in tanimlanmasiyla ingd edilen bu teori, bu bdliimiin
konusudur.

1.1 Jordan bolgeleri

Bu kisimda, bir-boyutlu Riemann integralinin ingasinda kullanilan pargalangla-
rin gok-boyutlu benzerleri tanimlanacak ve bunlarin yardimiyla R™ uzayinin bazi
ozel alt-kiimeleri sabitlenecektir.

R™ iginde bir (n-boyutlu) dikdortgen

R:=a1,b1] X -+ X [an, by]

1.1.1
={x:=(z1,...,2,) €R"| her j =1,...,ni¢in z; € [a;,b;]} ( )
olsun. R dikdortgeninin kenarlarinin her birini alt-parcalara bolerek elde edilen
n-boyutlu dikdértgenlerin bir G := {Ri,..., Ry} ailesine, R dzerinde bir ag
denir: bir bagka deyisle R iizerinde bir ag, her j = 1,...,n i¢in, v; € N sayilarinin
(4)
E

ve [aj,b;] arahgmin P; = P;(G) = {z;” | k = 1,...,v;} parcalamsglarinmn;

bir k € {1,...,v;} i¢in I; := [x,(j_)l,xg)] olmak iizere, G ailesi I} x --- x I,
formundaki n-boyutlu dikdértgenlerin bir koleksiyonu olacak bi¢imde var oldugu
kiime olarak tanimlanir. R iizerinde P ve H gibi iki ag goz oniine alindiginda,
eger her j =1,...,ni¢in P;(G) parcalamsi karsilik gelen P;(H) parcalanisindan
daha ince ise, G agmna “H agindan daha incedir,” denir.

(1.1.1) yapisindaki n-boyutlu bir R dikdortgeni igin,

|R| = (bl - (11) e (bn - an)

sayist R dikdértgeninin hacmi olarak adlandirihr. (n = 1 oldugunda |R| sayist
R araliginin uzunlugu, n = 2 oldugunda ise ayni say1 R dikdortgeninin alan:



2 1 R" iizerinde integrasyon

olarak isimlendirilecektir.) Her € > 0 sayisi igin, R C (R*)° ve |R*| = |R| + ¢
gerceklenecek bigimde bir R* dikdortgeninin var oldugu hemen goézlemlenebilir:
her j =1,...,n icin, 6 — 0 oldugunda b; — a; + 20 — b; — a; saglandigindan,
yeterince kiiciik bir 6 > 0 sayis1t R* := [a; — 0,b1 + J] X -+ X [an, — 0, by, + I
dikdértgeni |R*| = |R| 4 € kosulunu saglayacak bigimde secilebilir.

Cok-degigkenli bir fonksiyonun integrali bu fonksiyonun tanim kiimesini igeren
bir Oklidyen uzayn alt-kiimeleri iizerinde tanimlanmak istendiginde—iki- ve iic-
boyutlu uzaylardaki nesneler igin gegerli olan standart kavramlarin genellemeleri
olarak—, ilgili alt-kiimelerin ‘alan’larinin ya da ‘hacim’lerinin ne anlama geldik-
lerinin belirlenmesi gerektigi goriiliir; bu ise, Oklidyen bir uzaydaki bir kiimenin
hacminin nasil tanimlanmasi gerektigi sorusuna yol agar.

Tanim 1.1.1. n-boyutlu bir R dikdortgeninin bir alt-kiimesi E, ve R {izerinde
bir ag G := {R; | j = 1,...,p} olsun. Bos kiime lizerinden alinan toplam sifir
kabul edilmek koguluyla,

V(E;G):= Y IRl ve w(E;G):= Y IR

R;,NE#2 R;CE°

degerlerine, sirasiyla, F kiimesinin G agina gore dig toplami ve i¢ toplami
denir.

Acgiklama 1.1.2. Tanim nedeniyle, her G ag i¢in V(2;G) = v(@;G) = 0 olur;
ayn1 zamanda, F° = & olan her F kiimesi ve her G ag i¢in, v(E;G) = 0
gerceklenir.

Dis ve i¢ toplamlar, bir-boyutlu Riemann integrali kurulurken tanimlanan alt-
ve list-toplamlarin ¢ok-boyutlu benzerleridir. Bu benzerlik, agsagidaki yardime:
sonuglarin gosterdigi gibi, sadece tanimlarin genellestirilmelerinden ibaret degil-
dir.

Lemma 1.1.3. R, n-boyutlu bir dikdortgen ve E C R olsun. R tzerindeki her
G agu igin,
V(E;G) —v(E;G) = V(0E;G)

esitligi saglanar.

Kamt. R; € G olsun. 1II/Agiklama 1.2.15'den, E = OF olur; R, NOE # @
olmasi, o halde, R; ve E kiimelerinin arakesitlerinin bos kiime olmadigini, ayni
zamanda da R; kiimesinin E° tarafindan igerilmedigini gosterir. Diger taraftan
da, eger R; ile E kesisiyorsa, R; kiimesi E° tarafindan icerilmiyorsa, ve ayni za-
manda R; NOF = @ oluyorsa, bu durumda E°, (R™ \ E)° acik kiimeler ¢ifti R



1.1 Jordan bolgeleri 3

dikdortgenini ayirir; yani, I11/§1.4, Problem 1 nedeniyle dikdortgenler baglan-
tii oldugundan, bir celigskiye ulagilir. Béylece, R; N OF # @ olmasi icin, R;
ve E kiimelerinin kesismelerinin ve R; kiimesinin F° kiimesinin bir alt-kiimesi
olmamasinin gerekli ve yeterli oldugu goriiliir. Dolayisiyla, tanim geregince,

V(OE;G) = V(E;G) —v(E;G)
esitligi saglanir. O

Lemma 1.1.4. R, n-boyutlu bir dikdortgen, E C R, ve R tzerinde iki ag G ve
H olsun. Eger G agi H agindan daha ince ise,

0<v(E;H) <v(E;G) <V(E;G) <V(E;H)
egitsizlikleri gerceklenir.

Kamit. v(E;H) degeri ya sifira esit ya da negatif-olmayan terimlerin bir toplami
oldugundan, her H ag i¢in v(E;H) > 0 oldugu barizdir.

Diger taraftan, eger E° = & ise, Acgiklama 1.1.2 nedeniyle, gosterilmek iste-
nen ii¢ilinci esitsizlik dogru olur; E° # @ olmas1 durumunda ise, R; C E° icer-
mesi R N E # @ olmasim gerektirdiginden, V(E;G) degerini belirleyen toplam
v(E;G) degerini belirleyen toplamin tiim terimlerini igerir. Her durum igin, o
halde, v(E;G) < V(E;G) esitsizligi saglanir.

Kanit1 tamamlamak i¢in, ikinci ve dérdiincii egitsizliklerin de dogru olduklar:
gosterilmelidir; ispatlart benzer oldugundan, sadece dordiincii esitsizlik kanit-
lanacak ve ikinci esitsizligin gosterilmesi okuyucuya birakilacaktir. G ag1 ‘H agin-
dan daha ince oldugundan, her ) € H dikdortgeni G agina ait R; dikdortgen-
lerinin bir sonlu birlesimidir. Eger QNE # @ ise, R; dikdortgenlerinden bazilar:
FE kiimesini keser, ancak bazilari kesmeyebilir. Béylece,

T,:={Re€G|RNE + o}

ve

Iy, :={R€G 11| QN E # @ olan bir Q € H igin, R C Q}

denilerek, istenen

V(E;H)= >[R[+ Y IR > ) R =V(E;Q)

ReTI, ReT, ReZy

sonucuna ulagilir. O
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Lemma 1.1.5. R, n-boyutlu bir dikdirtgen ve E C R olsun. Eger G ve H
aileleri R dizerinde iki ag ise,

0<v(E;G) < V(E;H) (1.1.2)
olur.

Kamit. G ve H aglarindan daha ince olan, R iizerinde bir ag 7 olsun—bdyle bir
ag, ornegin, her j = 1,...,nicin P;(Z) := P;(G)UP,;(H) alinarak elde edilebilir.
Lemma 1.1.4’den, o halde,

0<v(E;G) <v(E;T)<V(E;I) S V(E;H)
gerceklenir. 0
Tanim 1.1.6. £ C R" ve F kiimesini igeren n-boyutlu bir dikdértgen R olsun.
(i) E kiimesinin i¢ hacmi,
Vol (E) := sup{v(E;G) | G ailesi R iizerinde bir ag}
degeridir.
(ii) F kiimesinin dig hacmi,
Vol (E) := inf{V(E;G) | G ailesi R iizerinde bir ag}
degeridir.

Agiklama 1.1.7. Tanim 1.1.6 ile verilen i¢ ve dig hacim, G aglar {izerinde ali-
nan, R dikdortgeninden bagimsizdir: Bunu gérmek i¢in, E kiimesini iceren R ve
Q dikdortgenleri goz oniine almsm. Tki dikdértgenin kesigimi yine bir dikdért-
gen oldugundan, genelligi bozmaksizin, E C @ C R oldugu varsayilabilir. Tlk
olarak, E C Q° icermesinin de gerceklendigi 6zel durum incelensin. R iizerinde
keyfi bir ag G olsun, ve Q := [¢1,d1] X -+ X [cn, d,] olmak lizere R {izerinde
Go agl, her j = 1,...,n i¢in P;(Gy) = P;(G) U {¢;,d;} alnarak tammlansin.
(R iizerinde bu gekilde olugturulan Gy agim, “Q dikdortgeninin ug-noktalarim
G agima ekleyerek elde edilen ag,” olarak adlandiralim.) Bu durumda, Gy ag1 G
agindan daha ince ve Hg := Go N Q ailesi Q iizerinde bir ag olur; E C Q° C R°
olmas1 V(E;Ho) = V(FE;Go) esitligini gerektirdiginden, o halde, Lemma 1.1.4
kullanmilarak,

0wl o V(EH) S V(B Ho) = V(E; Go) < V(E:G)
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elde edilir. Bu son esitsizliklerin R {izerindeki G aglar1 iizerinden infimumu ali-
narak da,
inf E:H) < inf E;
Q ﬁzégnde HV( ’H) = R \'jzgrlinde QV( ’g)
esitsizligine ulagilir. Ters yondeki esitsizligi elde etmek i¢in, @) tizerinde keyfi bir
H ag1 goz oniine alinsin. Ho, “R dikddrtgeninin ug-noktalarim H agna ekleyerek
elde edilen ag” olsun. Bu durumda, £ C Q° C R° icermelerinden dolay1

V(E;H) =V(E;Hop) > inf V(E;G)

R {lizerinde G

saglanir, ve bu son egitsizligin @) tizerindeki H aglari {izerinden infimumu alinarak

inf  V(E;H)> inf  V(E;G)
Q tzerinde H R tizerinde G

esitsizligine ulagilir. Boylece, E C Q° C R° olmasi durumunda

_inf V(E;H)= inf V(E;G)
Q@ tzerinde H R tlizerinde G
esitliginin saglandig: goriiliir.

Simdi, £ C @ C R icermelerinin saglandigi genel durum géz éniine alinsin.
€ > 0 sayis1 sabitlensin ve Q*, R* dikdortgenleri, Q C (Q*)° C (R*)° igermeleri
ve |Q*| = |Q| + ¢, |R*| = |R| + ¢ esitlikleri saglanacak bigimde alinsin. Boylece,
E CQC(Q*)° C (R*)° oldugundan,

inf V(E;H) < inf V(E;H) = inf V(E;G)
Q tlizerinde H Q* tlizerinde H R* tizerinde G
< inf V(E;G) + e,
R tzerinde G
ve
inf V(E;H)+e> inf V(E;H) = inf V(E;G)
Q@ tizerinde H Q* lzerinde H R* {izerinde G

> inf V(E;G)
R tizerinde G
egitsizlikleri elde edilir. Sonug olarak, dig hacmin R dikdortgeninden bagimsiz
oldugu goriilmiig olur. Benzer argiimanlarla, i¢ hacmin de R dikdértgenine bagh
olmadig1 sonucuna ulagilir.

I¢ ve dig hacim kavramlarimin iyi-taniml olmalar, agagidaki isimlendirmeleri
anlaml kilar.
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Tamm 1.1.8. E C R" olsun. Eger Vol (E) = Vol (E) ise, E kiimesine bir
Jordan bélgesi denir. Bu durumda Vol (E) = Vol (E) degeri E kiimesinin
hacmi (ya da, Jordan igerigi) olarak adlandirilir, ve Vol (E) ile gosterilir.

Eger n = 1 ise, Vol (E) degerine E kiimesinin uzunlugu denir ve {(E) olarak
gosterilir; n = 2 olmasi durumunda ise, Vol (F) degeri E kiimesinin alan olarak
isimlendirilir ve Alan (F) ile gosterilir.

Vol (E) = 0 6zelligini gergekleyen bir E kiimesine, sgfer-hacimli denir. Tanim
1.1.1 nedeniyle bog kiime iizerinden alinan toplamlar sifir kabul edildiginden, o
halde, Vol (@) = Vol (@) = 0 olur: yani, bos kiime sifir-hacimlidir.

Jordan bolgelerinden olusan bir aile £ := {Ey | £ € N} olsun. Her j # k
icin E; N B}, kiimesi sifir-hacimli ise £ ailesinin “6rtiismeyen kiimelerden olus-
tugu,” her j # k igin E; N By = < olmasi durumunda ise & ailesinin “itkiger-
tkiser ayrik kiimelerden olugtugu,” sdylenir. Tanim geregince, ikiger-ikiger ayrik
kiimelerden olusan bir aile 6rtiigmeyen kiimelerden olugur; bu 6nermenin tersi
ise, genel olarak dogru degildir (bkz. Problem 6).

Agagidaki basit gozlem, Jordan bolgelerini karakterize etmek igin kullanila-
bilecek sonuclardandir.

Lemma 1.1.9. R uzayiman her simirl E alt-kiimesi icin, 0 < Vol (E) < Vol (E)
saglanir. Buna ek olarak, E kimesinin bir Jordan bolgesi olabilmesi igin gerekli
ve yeterli kogul, Vol (E) < Vol (E) esitsizliginin gergeklenmesidir.

Kamit. Tanim 1.1.8 nedeniyle, kanit1 bitirmek icin ilk climlede verilen esitsiz-
likleri gostermek yeterlidir. E kiimesini igeren bir dikdértgen R olsun, ve R
tizerinde bir H ag sabitlensin. R {izerinde tammmh G aglar tizerinden (1.1.2)
esitsizliklerinin supremumu alinirsa, 0 < Vol (E) < V(E;H) sonucuna ulagilir;
bu son egitsizliklerin R iizerinde tamimh H aglar {izerinden infimumlarina gegi-
lerek de, istenen elde edilir. O

Simdi de, dikdortgenlere kisitlandiginda, yapilan hacim taniminin klasik hacim
kavramiyla uyustugunu gorecegiz.

Teorem 1.1.10. Eger R kiimesi n-boyutlu bir dikdortgen ise, R bir Jordan
bolgesidir ve Vol (R) = |R| esitligi saglanar.

Kamt. Lemma 1.1.9’dan dolayi, istenenler, Vol (R) > |R| > Vol (R) esitsizlikleri
gosterilirse elde edilmig olur. Simdi, G := {R} ailesi R tizerinde bir ag oldugun-
dan, tanim nedeniyle |R| = V(R;G) > Vol (R) gergeklenir. Diger taraftan, e > 0
sayis1 sabitlenerek

R:=a1,b1] X -+ X [an, by]
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oldugu varsayilirsa, 6 — 0 i¢in b; — a;j — 26 — b; — a; yakinsamasimin her
j=1,...,n i¢in gegerli oldugu kullanilarak,

Q:: [a1+5,b1—5]><~~~><[anJr(S,bnf(S]

olarak alindiginda |R| — |Q| < ¢ saglanacak bigimde yeterince kiigiik bir § > 0
sayisinin segilebilecegi goriiliir. Her j = 1,...,n igin

P;i(G) :={aj,a; +9,b; — 6,b;}

parcalams: vasitasiyla elde edilen ag G ile gosterilirse, o halde, G agina ait olan
ve R° tarafindan kapsanan tek dikdértgenin @ oldugu sonucuna ulagilir; bu ise,
tanim kullanildiginda,

Vol(R) = v(R;G) = |Q| > [R| —¢,

yani Vol (R) > |R| — ¢ olmasi demektir: bu son esitsizligin € — 0 icin limiti
alimarak da, Vol (R) > |R| elde edilir ve kanit tamamlanir. O

Lemma 1.1.11. E C R” olsun. E kimesinin sifir-hacimli bir Jordan bélgesi
olabilmesi i¢in, Vol (E) = 0 olmas gerekli ve yeterlidir. Buna ek olarak, ejer E
kiimesi sifir-hacimli bir Jordan bolgesi ve Eg C E ise, Ey kimesi de sifir-hacimli
bir Jordan bélgesidir.

Kanit. Eger Vol (E) = 0 ise, Tammm 1.1.8 kullanilarak, Vol (E) = 0 oldugu
goriiliir. Tersine, eger Vol (E) = 0 ise, Lemma 1.1.9 ve Tanim 1.1.8’den dolay1,
Vol (E) = Vol (E) = Vol (E) = 0 olarak elde edilir.

Son olarak, E kiimesi sifir-hacimli bir Jordan bolgesi ve Ey C E olsun. Hipotez
ve supremum tanimi kullamlirsa, 0 < Vol (Ep) < Vol (E) = 0 sonucuna ulagilir;
bu ise Ey kiimesinin, ilk ispatlanan énermeden dolayi, Vol (Ep) = 0 kogulunu
gercekleyen bir Jordan bolgesi olmasi demektir. O

Acgiklama 1.1.12. Lemma 1.1.11°den dolayi, sifir-hacimli bir kiimenin her alt-
kiimesi bir Jordan bélgesidir. Bu ifadedeki “sifir-hacimli” olma kogulu kaldirila-
maz: R? icindeki R := [0,1] x [0, 1] birim karesinin Jordan bélgeleri olmayan
alt-klimeleri vardir. Gergekten,

E:={(z,y) eR?* |2,y € QN [0,1]}

olarak tamimlamirsa, R; C E kogulunu saglayan hicbir ; dikdértgeni var ol-
madigindan, her G ag1 i¢in v(£;G) = 0 olur; diger taraftan, eger R; dikdért-
geni R tarafindan igeriliyorsa, R; N E # @ olur, yani R; N £ # @ gergeklenir.



8 1 R" iizerinde integrasyon

Dolayisiyla, R iizerindeki her G ag1 i¢in V(F;G) = 1 oldugu goriiliir; bu ise
Vol (E) =0 < 1= Vol(E)
olmas1 anlamina gelir.

Asagidaki netice, sinirli bir kiimenin bir Jordan bélgesi olup olmadigini belir-
lemek i¢in kullanilabilecek bir diger yontemi &nerir.

Teorem 1.1.13. Swnarl bir E C R™ kimesinin bir Jordan bolgesi olabilmesi
i¢in gerekli ve yeterli kosul, OF kiimesinin sifir-hacimli olmasidar.

Kanait. E kiimesini igeren bir dikdortgen R, ve R tizerinde bir ag G olsun. Lemma,
1.1.3 ve Tanim 1.1.6 nedeniyle,

V(9E:G) = V(E;G) — v(E:G) > Vol (E) — Vol (E)
olur; bu ise, tiim G aglar {izerinden infimum alindiginda,
Vol (9F) > Vol (E) — Vol (E) (11.3)
olmasi demektir. Ote yandan, & > 0 sayis1 sabitlendiginde,
Vol (E) +¢& > V(E; Hy) ve Vol (F)—e <v(E;Hs)

gerceklenecek bigimde R iizerinde H; ve Hy aglar: bulunur. Boylece, R {izerinde
alinan ve H; ve Ho aglarimin her birinden daha ince olan bir ag G ise, Lemma
1.1.4’den,

Vol(E)4+e>V(E;G) ve Vol(E)—e<uv(E;G)
oldugu goriiliir. Bu son esitsizlikler ¢ikarilip Lemma 1.1.3 kullanilarak, o halde,
V(0E;G) =V (E;G) —v(E;G) < Vol (E) — Vol (E) + 2¢

elde edilir, yani Vol (OF) < Vol (E) — Vol (E) + 2¢ olur; bu ise, ¢ — 0 igin
limit alimdigida, Vol (OF) < Vol (E) — Vol (E) sonucuna ulagtirir. Bu son esit-
sizlik, (1.1.3) ile birlikte, Vol (OE) = Vol (E) — Vol (E) esitligini gerektirir.
Dolayisiyla, Tanim 1.1.8 sebebiyle, E kiimesinin bir Jordan bdlgesi olabilmesi
i¢in Vol (OF) = 0 olmasmin gerekli ve yeterli oldugu gériiliir: Lemma 1.1.11’den
dolay1 F kiimesinin bir Jordan bdolgesi olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul, o
halde, OF kiimesinin sifir-hacimli bir Jordan bdlgesi olmasidir. U
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Teorem 1.1.14. E C R" olsun. E kiimesinin sifir-hacimli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart, her ¢ > 0 saysina karsiik ayni hacimli (yani, her birinin ayrit
wzunlugu ayne ve s olan) Qy, kiiplerinin sonlu bir {Qy |k =1,...,p} ailesinin

P P
EgUQk ve Z|Qk\<5
k=1 k=1
gerceklenecek bicimde bulunmasidar.

Kamit. E kiimesi sifir-hacimli ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda, Vol (F) = 0 oldugun-
dan, hacim tanmimindan dolay: bir G :={R,..., R,} ag,

q q
g
EC R, ve Ri| < =
cyUn RS

olacak bi¢gimde vardir. Eger gerekiyorsa kenar uzunluklar: yeterli miktarda artiri-
larak, genelligi bozmaksizin, R; dikdortgenlerinin her birinin kenar uzunluk-
larinin rasyonel sayilar olduklar: ve 23:1 |R;| < € kogulunun saglandig: varsayila-
bilir. (Bu gekilde elde edilen dikdértgenlerin ailesinin artik ortiigmeyen kiime-
lerden olusmayabilecegi gz dniine alinmalidir.) Rasyonel sayilar olan R; dikdort-
genlerinin kenar uzunluklari, o halde, ortak bir paydaya sahiptir—bu say1 d ol-
sun. Boylece, yeterince ince bir ag kullamlarak her R; dikdortgeninin, v; € N

sayllar1 K =1,2,...,v; i¢in Q,(Cj) kiiplerinin her birinin ayrit uzunlugu s := 1/d
olacak sekilde secilerek, Q,(f ) kiiplerine parcalanabilecegi goriliir. Bu ise, her
j=1,...,qiin |R;| =Y., |Q,(€j)| oldugundan, istenen
vj ) q

D= IRl <e

j=1k=1 j=1
sonucuna ulagtirir.

Tersine, verilen kosulu saglayan @y kiipleri bulunsun. Her £k =1,...,p igin

Qi = [af”, 0] x - x [al) b))

olsun, ve @y kiiplerinin birlegimlerini igeren bir R dikdortgeni alinsin. Bu du-
rumda, her j = 1,2,...,n icin, {agl), bg-l), . ,a§p), b;p)} ug¢ noktalari, artan bir
sirada, R dikdortgeninin j’inci kenarinin bir pargalanisi olacak bicimde dizilebilir:

yani, her @ kiibii R; dikddrtgenlerinin bir birlesimi olacak sekilde, yeterince
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ince bir G := {Ry, ..., R,} ag1 bulunur. Bu ise, hipotez nedeniyle her € > 0 i¢in
V(E;G) < Yh_, Qx| < € saglandigindan, Vol (E) < ¢ esitsizliginin her £ > 0
i¢in gergeklenmesi, yani Vol (E) = 0 olmas1 anlamina gelir: F kiimesi, o halde,
sifir-hacimlidir. O

Sonug 1.1.15. Ejer E1 ve FEy kiimeleri Jordan bélgeleri ise, E1 U Ey kiimesi de
bir Jordan bélgesidir, ve

Vol (E1 @] Eg) < Vol (El) + Vol (Eg)
esitsizligi gerceklenir.

Kanit. Eq ve Eo, Jordan bolgeleri olsun. Teorem 1.1.14’den, her biri sifir-hacimli
olan iki kiimenin birlegimi de sifir-hacimlidir; I1I/§1.2, Problem 7 (c¢) nedeniyle
O(E1UE3) C 0F; UOE, igermesi de saglandigindan, Teorem 1.1.13 kullanilarak,
FE; U E» kiimesinin bir Jordan boélgesi oldugu goriiliir.

Simdi, F; U E5 kiimesini igeren bir dikddrtgen iizerinde alinan bir ag G olsun.
Eger bu aga ait olan bir R; dikdértgeni E; U Ey kiimesini kesiyorsa, bu dikdort-
gen, B veya Eo kiimesini keser; dolayisiyla, V(E; U Ea;G) toplamindaki her
terim V(E1; G) veya V(F2;G) toplaminda bulunur. Bdylece, ilgili her G ag igin,

Vol (Ey U Ey) < V(ELU Es;G) < V(E1;G) + V(Ey;G)

kosulunun saglandig: goriiliir. Bu son egitsizligin G aglari tizerinden en biiyiik alt-
smirina gegilerek de, Vol (B UE3) < Vol (E)+ Vol (E») esitsizligine ulagihr. O

Bu kisimda son olarak, Jordan bdélgelerinin fonksiyonlar altindaki goriintii-
lerinin hangi kogullar altinda yine Jordan bélgeleri olduklarini goérecegiz.

Teorem 1.1.16. V C R" sinwrly ve agik bir kiime, E C R™ bir Jordan bélgest,
ve ¢ : V. — R™ fonksiyonu V dzerinde bire-bir ve sirekli-diferansiyellenebilir
olsun. Eger E C V ise ve V iizerinde Ay # 0 oluyorsa, o zaman ¢(E) kimesi
bir Jordan bolgesidir.

Kanat. 111/ Teorem 2.4.2°den ¢(E°) kiimesi agik, ve I1I/Teorem 1.6.6’dan ¢(F)
kiimesi kompakt, yani—Heine-Borel Teoremi’nden—kapali olur; bunlar kullanila-
rak, I1I/Teorem 1.2.14 (ii) & (iii) nedeniyle, ¢(E°) C (¢(E))° ve ¢(E) 2 ¢(E)
icermelerinin saglandig1 goriiliir. Boylece, ¢ fonksiyonu da bire-bir oldugundan,

A((E)) = 6(E) ~ (6(E))° C ¢(E) \ 6(E°) = ¢(E \ E°) = $(9F)

elde edilir. Bu ise, Teorem 1.1.13 sebebiyle, ¢(0F) kiimesinin sifir-hacimli oldugu
gosterilirse kanitin tamamlanacagl anlamina gelir.
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Her x € F igin, B,.(x) C V igermesi saglanacak bigimde bir r 1= ryx > 0
say1st segilsin. E kiimesi siurli oldugundan, E kiimesi kompakttir; bu nedenle,
bir N e Nve j=1,...,N i¢in, x; € E noktalar1 ve r; := ry, yarigaplar,

N N
EC|JB,(x)CcH:=]JB, ()
j=1 j=1

olacak bigcimde vardir: H kiimesi, o halde, kompakttir, ve ECH°CHCYV
olur.

Tamimmindan dolayr sinirli olan bir dikdoértgen I11/§1.4, Problem 1 nedeniyle
ayn zamanda kompakt ve konveks oldugundan, IT1I/Sonug 2.3.4 nedeniyle (sadece
H kiimesine ve ¢ fonksiyonuna bagh olan) bir M > 0 sabiti, H kiimesinin i¢inde
kalan her R dikdortgeni igin,

l6(x) = o(y)l < M|x -y (1.1.4)

esitsizligi tiim x,y € R noktalar: igin gergeklenecek bi¢imde vardir. Simdi, € > 0
sayisi sabitlensin. OF kiimesi sifir-hacimli ve H° kiimesinin kapali bir alt-kiimesi
oldugundan, Teorem 1.1.14’den,

P P
€
OF C U Q;  ve Z 1Q;| < W) (1.1.5)
j=1 j=1
olacak bigimde, her birinin ayrit uzunlugu ayni ve s olan ve her j = 1,...,p i¢in

Q; € H kosulunu saglayan @1, ..., Q, kiipleri bulunur; bu ise, her j =1,...,p
i¢in |Q;| = s™ oldugundan, (1.1.5) kullamldiginda,

_ ( € >1/n <E>1/n 1
S —_— =1\ - .
pMnnn/2 p M+/n

olmasi anlamina gelir.

Her x,y € Q; icin |x — y|| < sv/n oldugundan, (1.1.4) nedeniyle her ¢(Q;)
kiimesi, ayrit uzunlugu (¢/p)'/™ degerinden kesin kiiciik olan bir R; kiibiiniin
icinde kalir; dolayisiyla,

$(9F) C

p
j=

p
Rj ve Z |R]| <é€
1 =1

ozellikleri de saglanir.
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Son olarak, OF kiimesi kompakt oldugundan, III/Teorem 1.6.6’dan ¢(9F)

kiimesinin de kompakt, yani kapal oldugu da goriiliir. Sonug itibariyle, ¢p(OF)
kiimesinin kiigiik hacimli kiiplerle 6rtiilebilecegi kanitlanmig olur. O héalde, Teo-
rem 1.1.14’den, ¢(9F) kiimesi sifir-hacimlidir. O

Problemler

1.

I e

R™ uzaymin her sonlu alt-kiimesinin sifir-hacimli bir Jordan bdlgesi oldugunu kanit-
layiniz; ‘sonlu’ kelimesi ‘sayilabilir’ kelimesiyle degistirilirse, ayni 6énermenin genel olarak
dogru olmadigin gosteriniz.
E C R™ bir Jordan bdolgesi olsun.

(a) E° ve E kiimelerinin Jordan bolgeleri olduklarini gosteriniz.

(b) Vol (E°) = Vol (E) = Vol (E) oldugunu kanitlayiniz.

(c) Vol (E) > 0 olmasi igin, E° # @ olmasimn gerekli ve yeterli oldugunu ispatlayiniz.

E C R™ olsun. E kiimesinin bir x € R™ noktasi kadar telenmesi

x+E:={y€eR"| birze€ Eigin, y =x+1z}

olarak; E kiimesinin bir o > 0 skaleri oraninda genlestirilmesi ise
aFE:={y € R"| birz € E i¢in, y = az}

olarak tanimlanir.

(a) E kiimesinin bir Jordan bolgesi olmasi igin x + F kiimesinin bir Jordan bélgesi
olmasimin gerekli ve yeterli oldugunu, ve bu durumda Vol (x + E) = Vol (F)
esitliginin saglandigini kanitlayiniz.

(b) E kiimesinin bir Jordan bdlgesi olmasi i¢in aF kiimesinin bir Jordan bolgesi
olmasmin gerekli ve yeterli oldugunu, ve bu durumda Vol (aE) = a™Vol(E)
esitliginin saglandigimi kanitlayiniz.

E1 ve E> kiimeleri R™ icinde Jordan bdlgeleri olsun.

(a) Eger E1 C E» ise, Vol (E1) < Vol (E2) oldugunu gosteriniz.

(b) E1N E2 ve E1 N\ E3 kiimelerinin Jordan bdélgeleri olduklarini kanitlayiniz.

(¢) Eger Ei ve E oOrtiismeyen kiimeler ise, Vol (E1 U E2) = Vol (E1) + Vol (E2)
oldugunu gosteriniz.

(d) Eger Eo C Ej ise, Vol (E1 \ E2) = Vol (E1) — Vol (E») esitligini kanitlayiniz.

(e) Vol (E1 U E3) = Vol (E1) 4 Vol (E2) — Vol (E1 N E3) oldugunu ispatlayiniz.

(a) f:[a,b] — R bir siirekli fonksiyon olsun. {(z, f(x)) € R? | = € [a, b]} kiimesinin,
R? i¢cinde, alan: sifira esit olan bir Jordan bélgesi oldugunu kanitlaymiz.

(b) (a) kismindaki sonucun, ‘siirekli’ kelimesi ‘integrallenebilir’ ya da ‘sinirl’ kelime-
siyle degistirildiginde yine gegerli olup olmadigimi belirleyiniz.

Her agin, 6rtiismeyen Jordan bolgelerinden olugan bir aile oldugunu ispatlayiniz.

V' C R™ smurh ve acgik bir kiime, ve ¢ : V. — R™ fonksiyonu V {izerinde siirekli-
diferansiyellenebilir olsun.
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(a) Eger E kiimesi sifir-hacimli ve E C V ise, ¢(E) kiimesinin sifir-hacimli oldugunu
ispatlayiniz.

(b) Eger ¢ fonksiyonu bire-bir, her x € V igin Ay(x) # 0, ve her k € Nigin B, CV
kosulunu saglayan kiimelerden olugan {Ej | k € N} ailesi ortiismeyen Jordan
bolgelerinden oluguyor ise, {¢p(E)) | k € N} ailesinin ortiigmeyen Jordan bol-
gelerinden olugtugunu kanitlayiniz.

8. E C R™ kiimesi sinirli ise ve sonlu sayida yigilma noktasma (bkz. III/Tanim 1.5.2 (i))
sahipse, E kiimesinin bir Jordan bdlgesi oldugunu ispatlayiniz.

9. (a) Bir Br(a) agik topunun sinirmin
OBr(a) = {x|[x —a| =r}
ile verildigini kanitlayiniz.

(b) Her a € R™ ve her r > 0 icin, B,(a) agik topunun bir Jordan bdlgesi oldugunu
gOsteriniz.

10. E C R™ olsun. Her € > 0 saywsina karsilik, F kiimesinin bir értiiliigii (bkz. III/Tanim
1.3.13 (i)) olan sayilabilir bir {Ry | k € N} dikdortgenler ailesi Zz‘ll |Ri| < € olacak
bi¢imde bulunabiliyorsa, E kiimesi sifir-6letilii olarak adlandirilir.

(a) Eger E C R™ kiimesi sifir-hacimli ise, E kiimesinin sifir-6l¢iilii oldugunu kanit-
layiniz.

(b) Eger E C R™ kiimesi sayilabilir ise, E kiimesinin sifir-6l¢iilii oldugunu gosteriniz.

(c) R? iginde, sifir-6lgiilii fakat alan sifirdan farkli olan, hatta bir Jordan bolgesi bile
olmayan, bir E kiimesinin var oldugunu kanitlayiniz.

1.2 Jordan bolgeleri iizerinde Riemann integrali

Bir-boyutlu durum ve bir 6nceki kisimda geligtirilen yapilar géz 6ntine alindigin-
da, bir £ C R™ Jordan bdolgesi iizerinde tamiml, gercel-degerli bir f fonksiyo-
nunun Riemann integralinin {(x,t) | x € E, 0 < ¢t < f(x)} kiimesinin hacmi
olmasi gerektigi; ayn1 zamanda da bu hacme, tabanlar1 F iizerinde bir aga ait
olan ve ‘yiikseklikleri’ t = f(x) degerlerini yaklagik olarak veren (n + 1)-boyutlu
dikdortgenler kullanilarak ulagilabilecegi tahmin edilebilir. Bu kismin amaci, bu
tahminin dogru oldugunu goéstermektir.

Tanim 1.2.1. £ C R” bir Jordan boélgesi, f : £ — R bir sinirh fonksiyon, F
kiimesini kapsayan n-boyutlu bir dikdértgen R, ve R dikdortgeni iizerinde bir
ag G :={Ry,...,R,} olsun.

(i) Her j=1,...,pigin M; := sup f(x) olmak {izere,
XERJOE

U(f,G):= > MR,
R;NE#92

degerine, f fonksiyonunun G agina gore FE {izerindeki tist toplam: denir.
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ii) Her j =1,...,p ici ;= inf Imak i
(ii) Her j ,- .., picin m; xeﬁmEf(x)oma lizere,

L(f,G):= Y mylR,l
R;NE#Q2
degerine, f fonksiyonunun G agina gore E lizerindeki alt toplama denir.
(iii) Infimum ve supremumlar R {izerindeki tiim G aglar iizerinden alinmak

koguluyla,

(L) L f(x)dx = (L) /E fdv =supL(1.9)
(U)Lf(x)dx - (U)/Efdv =infU(/,)

degerleri, sirasiyla, f fonksiyonunun FE iizerindeki alt integrali ve st
integrali olarak adlandirilir.

(iv) Eger
(L)Lf(x)dx:(U)Lf(x)dx (1.2.1)

ise, f fonksiyonuna F {izerinde “(Riemann) integrallenebilirdir,” denir;
bu durumda (1.2.1) ile verilen ortak deger f fonksiyonunun E iizerindeki
(Riemann) integrali olarak adlandirilir ve

Lf(x) dx veya Lfdv

sembolleriyle gosterilir. n = 2 ve n = 3 oldugunda [, fdV integrali igin,

sirasiyla,
/ / fdA ve / / fdav
E E

gosterilimleri de kullanilir.

Aciklama 1.2.2. Her j = 1,...,p i¢in m; < M; oldugundan, her smirh f
fonksiyonu ve her G agi i¢in L(f,G) < U(f,G) olur.

Agiklama 1.2.3. R dikdortgeni iizerindeki iki ag G ve H, ve G ag1 H agindan
daha ince ise,

L(f,H) < L(f,9) < U(f,9) <U(f, H)
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saglanir: Gergekten, daha ince olan G ag1 ‘H agma her seferinde bir dikdort-
gen eklenerek sonlu sayida adimda elde edilebileceginden, Agiklama 1.2.2 ve
durumun simetrisi nedeniyle, U(f,G) < U(f,H) esitsizligini n-boyutlu bir P
dikdortgeni i¢in G := {P} UH 6zel durumunda gostermek yeterlidir; ayni za-
manda, genelligi bozmaksizin, P ¢ H oldugu da varsayilabilir. O halde, ayrik P
ve Rj, \ P dikdortgenlerinin birlesimi olan bir R;, dikddrtgeni P dikdortgenini
igereceginden,

M* = sup fx), M,:= sup f(x), ve M:= sup f[f(x)
x€(Rj,~P)NE x€EPNE XER; NE

olmak {izere, Teorem 1.1.10 ve §1.1, Problem 4 (c) kullanilarak,
U(fag) - U(f7H) = M*|Rj0 ~ P| + M*|P| - M|Rj0|
< M|Rj, ~ P|+ M|P| — M|R;,| =0
elde edilir.

Lemma 1.2.4. E CR" bir Jordan bélgesi, f : E — R bir sinwrl fonksiyon, ve
E Eimesini kapsayan n-boyutlu bir dikdértgen R olsun.

(i) R dzerindeki her G ve H agu igin,
L(f.G) <U(f,H)
olur.
(ii) f fonksiyonunun E dzerindeki alt ve tst integralleri vardir, degerleri R

dikdértgenine bagh degildir, ve

@) [ feodx <) [ rix)ax

esitsizlikleri gerceklenir.
Kamt. Her j =1,...,n ic¢in P;(Z) := P;(G) U P;(H) alinarak kurulan Z ag1 G
ve H aglarimin her birinden daha ince oldugundan, A¢iklama 1.2.3’den,

L(1,9) S L(f,T) SU(f,T) SU(f, H)

saglanir, yani (i) dogru olur. Diger taraftan, (i) nedeniyle R iizerindeki her G
ve H ag1 i¢in L(f,G) < U(f,H) oldugundan, bu esitsizligin R tizerindeki tiim G
aglar: tizerinden supremumu alinarak

(L) /E F(x)dx < U(f, H)
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elde edilir; yani, f fonksiyonunun F {izerindeki alt integrali vardir ve sonludur.
Bu son esitsizligin R tizerindeki tiim H aglar iizerinden infimumu alinarak da,
hem f fonksiyonunun F iizerindeki iist integralinin de var ve ilgili alt integralden
biiyiik ya da esit oldugu, hem de bu integralin R dikdortgenine bagh olmadig:
elde edilir—bdoylece (ii) de kanitlanmig olur. O

Teorem 1.2.5. E C R" bir Jordan bélgesi ve f : E — R bir stmirl fonksiyon
olsun. f fonksiyonunun E idzerinde integrallenebilir olmast i¢in gerek ve yeter
sart, her € > 0 i¢in bir G aginin

U(f,9) = L(f,9) <« (1.2.2)
olacak bicimde var olmasidir.

Kamt. f fonksiyonu E iizerinde integrallenebilir olsun, ve € > 0 sayis1 sabitlensin.
Bu durumda, tanim geregince, F kiimesini kapsayan ve keyfi olarak sabitlenen
bir R dikdortgeni iizerinde G, ve Gy aglar,

U(f.G1) < /f x)dx + -

ve

L(f,G2) > /f x)dx — -

olacak bicimde bulunur. Her j = 1,...,ni¢in P;(G) := P;(G1)UP;(G2) denilerek
G agimin Gy ve Go aglarinin her birinden daha ince oldugu goz oniine alimirsa,
Agiklama 1.2.3 ve (1.2.1) kullamlarak,

U(fag) - L(f7g) < U(f’gl) - L(f?g2)

U)/Ef(x)dﬁ%—(L)/Ef(x)ng:

elde edilir—yani, (1.2.2) egitsizligi her € > 0 igin saglanir.

Tersine, her ¢ > 0 icin bir G ag1, (1.2.2) saglanacak bigimde var olsun.
Tanim 1.2.1 (iii) nedeniyle (U) [, f(x)dx < U(f,G) ve (L) [ f(x)dx > L(f,G)
oldugundan, Lemma 1.2.4 (ii) ve (1.2.2) kullanilarak,

‘(U)Lf(x)dx—(L)/Ef(x)dx - /f %) dx — (L /f
L(,0) <

sonucuna ulagilir; bu ise, her ¢ > 0 i¢in dogru oldugundan, (1.2.1) esitligini
gerektirir: f fonksiyonu, o halde, E iizerinde integrallenebilirdir. O
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Teorem 1.2.6. £ C R" bir Jordan bélgesi ve f : E — R fonksiyonu E tzerinde
diizgiin strekli’ ise, f fonksiyonu E tzerinde integrallenebilirdir.

Kamit. € > 0 ve E kiimesini igeren bir dikdértgen R olsun. f fonksiyonu F
tizerinde diizgiin siirekli oldugundan bir 6 > 0 sayis, x,y € E ve [|[x —y|| < 6
olmas: |f(x) — f(y)| < €/|R| olmasim gerektirecek bigimde vardir. R iizerinde
bir G :={R1,...,R,} ag1, her j =1,...,picin, x,y € R; oldugunda ||x —y|| <
0 esitsizligi gerceklenecek incelikte almsin. Boylece, Tanim 1.2.1 (i) ve (ii)’de
kullanmlan M; ve m; degerleri R; N E # & olan her j i¢in M; — m; < €/|R|
kosulunu sagladiklarindan,

U(f.9) = L(f.6) < ﬁ S IRl <e

R;NE#9Y

elde edilmis olur; bu ise, Teorem 1.2.5'den, f fonksiyonunun FE {izerinde integ-
rallenebilir olmas1 demektir. O

Teorem 1.2.6'nin kullanigh bir sonucu, bir Jordan bélgesinin hacminin integ-
rasyon yoluyla hesaplanabilir oldugudur.

Sonug 1.2.7. E CR" bir Jordan bélgesi ise,

Vol(E):/Eldx

olur.

Kamat. Teorem 1.2.6 nedeniyle, f = 1 fonksiyonu FE iizerinde integrallenebilirdir.
E C R kogulunu saglayan bir dikdoértgen R, ve R dikdortgeni iizerinde bir ag
G :={Rs,...,R,} olsun. Eger E° bos kiime degilse, R; C E° olmasi R;NE # &
olmasini, R; N E # @ olmas ise R; N E # & olmasi gerektirir; yani,

v(E;G) < L(1,6) <U(L,6G) < V(E;G)

esitsizlikleri her G ag1 i¢in dogru olur. Bos kiime iizerinden alinan toplam sifir
kabul edildiginden, ilgili esitsizlikler £° = @ durumunda da saglanir. O halde,

Vol(E) = Sup v(E;G) < /

Ldx < inf V(E: ) = Vol (E)
E

gerceklenir. O

*Bkz. III/Tanim 1.6.11.
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Bir-boyutlu durumdakine benzer bi¢imde, integral lineer bir fonksiyondur.

Teorem 1.2.8. E C R"™ bir Jordan bolgesi, f,g: E — R fonksiyonlar, ve o bir
skaler olsun.

(i) Eger f wve g fonksiyonlar: E iizerinde integrallenebilir ise, af ve f + g
fonksiyonlar da E tizerinde integrallenebilirdir, ve

éaf(x) dx:a/Ef(x) dx (1.2.3)
[eo+anac= [ e+ [aa (2
egitlikleri saglanar.

(ii) Eger E tarafindan kapsanan Ey ve Ey kiimeleri ortiismeyen iki Jordan bél-
gesi ve [ fonksiyonu Ey ve Ey tizerinde integrallenebilir ise, f fonksiyonu
FE1 U Es dizerinde integrallenebilirdir, ve

/ fx)dx = fx)dx + f(x)dx (1.2.5)
E1UE, Ei Es

olur.

Kamit. @ = 0 olmasi durumunda (1.2.3) esitligi bariz oldugundan ve o < 0
iken aymi egitlik —a sayis1 ve pozitif igaretli durum g6z Sniine alinarak elde
edilebileceginden, a > 0 olsun. € > 0 sayis1 sabitlensin ve buna istindden bir G
agl,

U(f,G) e < [E F(x)dx < L(f,G) + ¢ (1.2.6)

esitsizlikleri gergeklenecek bigimde alinsin. Bu durumda, U(af,G) = aU(f,G)
ve L(af,G) = aL(f,G) oldugu gozlemlenerek (1.2.6) esitsizlikleri « ile ¢arpilirsa,

U(af,g)—a€<a/ fx)dx < L(af,G) + ae
E

elde edilir; yani,
iIglfU(ozf,g) < a/ f(x)dx+ ae
E

ve

sup L(af,G) > a/ f(x)dx — ae
4 E
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olur. Son iki esitsizligin € — 0 i¢in limiti alinarak da,

me (af,G / f(x sgpL(af,QL

©) [[areax<a [ fxjax<(n) [ afdx

sonucuna ulagilir: Lemma 1.2.4 (ii)’den, o halde, (1.2.3) saglanir.
(1.2.4) esitligini gormek igin, € > 0 sayis1 sabitlenerek bir G agr,

yani

U(f,g)—e</Ef(x)dx<L(f,g)+s

U(g,G) - </ g(x) dx < L(g,G) + ¢

E
saglanacak bigimde alinsin. Bu egitsizlikler toplanarak,

U(f,G) + U(g,G) — 2 < /E Fx)dx + /E g(x)dx < L(f.G) + L(g,G) + 2¢

elde edilir; diger taraftan, tanim nedeniyle U(f 4+ ¢,G) < U(f,G) + U(g,G) ve
L(f+9,6) > L(f,G) + L(g,G) esitsizlikleri saglandigindan,

U(f+g,g)f26<Lf(X)dX+/Eg(X)dX<L(f+g,g)+2€

olur. Bu son egitsizliklerde G aglar: iizerinden infimum ve supremum, ve sonra
€ — 0 i¢in limit alinarak da

inf U(f + 9. /f dx+/ o0 dx < sup L(f +5.0),

yani

) [; (F() + 9(x)) dx < L f(x)dx + L g(x) dx < (L) /E (F(x) + g(x)) dx

sonucuna ulagilir: yine Lemma 1.2.4 (ii)’den, o halde, (1.2.4) saglanir. Boylece
(i) kanitlanmig olur.

(ii) ile verilen (1.2.5) esitligini elde etmek i¢in, Q := dE; U 0Ey U (Ey N E3)
denilsin ve I11/§1.2, Problem 7 (c¢), Teorem 1.1.13, Sonug 1.1.15, ve Lemma
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1.1.117in ikinei kismi hipotezle birlikte kullanilarak, Vol (€2) = 0 oldugu gézlem-
lensin. Diger taraftan, € > 0 sayisi sabitlenerek ¢ = 1,2, 3 i¢in G; aglar;; i = 1,2
icin

U(.G) e < [ rxdx < L(r.6)+e. (127)

ve

V(Q:Gs) <e (1.2.8)

gerceklenecek bigimde alimsin. G1, Go, ve G3 aglarinin her birinden daha ince bir
ag G:={R1,....,Rp};veher j=1,...,picin

M; = sup f(x)
XGRjﬁ(ElLJEg)

olmak iizere,
M = max |M;]|
NN
olsun. Son olarak, Z; := {j | Rj C E1}, Io :={j | Rj C E»}, ve
I3 := {] ¢Il UZs | Rjﬂ(ElUEQ) 75@}

olarak tanmimlansm. Simdi, eger j € Z3 ve R; N (E N Ey) = & ise, bu durumda
R; NOE, # @ veya R; N 0E,y # @ olur; dolayisiyla,

Z M;|R;| < MV(6) (1.2.9)

J€EZLs

saglanir. G ag1, her i = 1,2, 3 i¢in, G; agindan daha ince oldugundan da, (1.2.7),
(1.2.8), ve (1.2.9) kullamlarak,

U(f,9) = Y Mj|R;|+ Y M;|R;|+ > Mj|R,|
JEL JEZL2 JEZLs
<U(f,G1) +U(f,G2) + MV (€;G)

< fx)dx + fx)dx+ (2+ M)e
E1 E2
elde edilir; bu ise, G aglar1 iizerinden infimum ve sonra & — 0 igin limit alindiginda

infU(f,G) < f(x)dx + f(x) dx,
g B, Ey
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yani
@ [ segax< [ gt [ pxax
E1UE> Eq Eq
sonucuna ulagtirir. Benzer argiimanlar kullanilarak,
@ [ reodxz [ geixr [ feodx
E1UE> Ey E>
oldugu da goriiliir. (1.2.5) esitligi, o halde, Lemma 1.2.4 (ii)’den dolay1 saglanir.
Boylece (ii) de kamitlanmig olur. O

Riemann integralinin énemli bir 6zelligi, integrand sifir-hacimli bir kiime {ize-
rinde degistiginde ayni kalmasidir.

Sonug 1.2.9. F C R" bir Jordan bélgesi ve g : E — R bir stmrl fonksiyon
olsun.

(i) Eger Ey C E kiimesi sifir-hacimli ise, g fonksiyonu Eqy tzerinde integral-

lenebilirdir ve
/ g(x)dx =0
Ey

olur.
(ii) Eger f: E — R fonksiyonu E tzerinde integrallenebilir ve
Ey:={xe€ E| f(x) #9(x)}

kiimesi sifir-hacimli bir Jordan bélgesi ise, g fonksiyonu E tizerinde integ-

rallenebilirdir ve
o= [ rx)ax
E E

Kamt. (i) € > 0 sayis1 sabitlensin ve M := sup,cp, [g(x)| olsun. Ey kiimesi
sifir-hacimli oldugundan, V(Ey;G) < e/M olacak bi¢imde bir G ag vardir.
Dolayisiyla,

esitligi saglanar.

— < —MV(Ey;G) <U(9,G9) < MV(E;G) <e,

yani (U) [, g(x)dx = 0 olur. Benzer argiimanlar, (L) [ g(x) dx = 0 esitliginin
de gergeklendigini gosterir. g fonksiyonu, o halde, Ej iizerinde integrallenebilen
ve [, g(x)dx =0 olan bir fonksiyondur.



22 1 R" iizerinde integrasyon

(ii) Tk kisimdan dolay1, g fonksiyonu Ej iizerinde integrallenebilirdir ve

/g<x>dx: F(x) dx
Eo Eo

esitligi saglanir; diger taraftan E \ Ej iizerinde g = f oldugundan, g fonksiyonu
E \ Ej tizerinde de integrallenebilirdir. Teorem 1.2.8 (ii) kullanilarak, o halde,
g fonksiyonunun F {izerinde integrallenebilir oldugu ve

[ otax= [ |, obdxt /. () dx
-/ I [ = [ 160

esitliginin saglandig1 goriiliir. O

Agiklama 1.2.10. Sonug 1.2.9’dan dolay1 f fonksiyonunun, E kiimesinin tamé-
m1 iizerinde tanimli olmadig1 durumlarda da E iizerindeki integrali tanimlana-
bilir: E bir Jordan bdolgesi ve Ey kiimesi sifir-hacimli olmak {izere, eger f fonksiyo-
nu F \ Ej iizerinde tanimh ve

o(x) = {f(x)7 x € F N\ FEy ise;

0, x € Ej ise;

fonksiyonu FE iizerinde integrallenebilir ise,

[ fo0dx = [ g ax

olarak tanmimlanir. Bu nedenle, 6rnegin, §1.1, Problem 1 sebebiyle her sonlu kiime
sifir-hacimli oldugundan,

2 271 2
/I d;l::/(x+1)da::4
o r—1 0

olur. Dolayisiyla, “f : E — R integrallenebilirdir,” ifadesinin f fonksiyonunun F
kiimesinin sifir-hacimli bir alt-kiimesi tizerinde taniml olmayabilecegi ihtimalini
icerdigi gozden kagirilmamalidir.

Teorem 1.2.11 (Integraller I¢in Kargilagtirma Teoremi). E C R™ bir Jordan
bélgesi ve f,g: E — R fonksiyonlar E tzerinde integrallenebilir olsun.
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(i) Her x € E i¢in f(x) < g(x) ise,

/Ef(x)dxgég(x)dx

olur.

(ii) Eger m ve M, her x € E i¢in m < f(x) < M kosulunu saglayan iki skaler
1se, bu durumda

m Vol (E) < / F(x) dx < M Vol (E)
E

esitsizlikleri gerceklenair.

(iii) |f| fonksiyonu E iizerinde integrallenebilirdir, ve

‘Lﬂmw

< /E |f(x)| dx (1.2.10)

esitsizligi saglanar.

Kanat. (i) Eger E {izerinde f < g ise, her G ag1 i¢in L(f,G) < L(g,G) olur; bu
son esitsizligin G aglar: {izerinden supremumu alimarak da, istenen elde edilir.
(ii) Sonug 1.2.7, (1.2.3) esitligi, ve ilk kisimdaki netice kullanilarak,

mVol(E):/Emdx<éf(x)dxg/;MdX:MVol(E)

oldugu goriiliir.
(iii) € > 0 sayist sabitlenerek bir G := {R1,...,R,} agy,

UU&)*%{Lf@MX<LU£)+a

yani

U(f,G)—L(f,G) < 2¢ (1.2.11)

olacak bicimde segilsin. Bu durumda,

sup [f(x)]— inf [f(x)| < sup f(x)— inf f(x)

xER;NE xER;NE XER;NE XER;NE
oldugundan, (1.2.11)’den dolay1

U(If1,6) = L(If1,9) < U(f.G) — L(f,9) < 2¢
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gergeklenir: yani, |f| fonksiyonu F iizerinde integrallenebilirdir. Diger taraftan
da, —|f] < f < |f] saglandigindan, ilk kisimdaki sonug kullamlarak

- [1elix < [ roax< [ Irlix,

yani (1.2.10) elde edilir. O

Teorem 1.2.12 (integraller I¢in Ortalama Deger Teoremi). E C R"™ bir Jordan
bolgesi, f,g : E — R fonksiyonlar E tizerinde integrallenebilir, ve her x € E
igin g(x) = 0 olsun.

(i)

;Ielef(x) <c< )s{lelgf(x) (1.2.12)

kosulunu saglayan bir ¢ sayise,

[ atax= [ 00 ix (1.2.13)

esitligi saglanacak bicimde vardar.

(ii) (1.2.12) kosulunu saglayan bir ¢ sayist,

cVol(E):Lf(x)dx

esitligi saglanacak bicimde vardir.

Kamit. (i) Hipotezden dolayi, fg fonksiyonu E iizerinde integrallenebilirdir (bkz.
Problem 3). m := infycp f(x) ve M := sup,cp f(x) olsun. E iizerinde g > 0
oldugundan, Teorem 1.2.11 (i) kullanilarak,

m /E 9(x) dx < L F(x)g(x) dx < M [E 9(x) dx (1.2.14)

oldugu goriiliir. Eger [ g(x) dx = 0 ise, (1.2.14)’den [ f(x)g(x) dx = 0 olur ve
(1.2.13) esitligi her ¢ sayis: icin gergeklenir; [}, g(x)dx # 0 olmasi durumunda

ise, (1.2.13) esitligi
oo Jef(X)g(x) dx
' [ 9(x) dx
i¢in saglanir.

(ii) Tk kisimda elde edilen sonug g = 1 fonksiyonuna uygulanarak elde edilir.
O
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Problemler

1. f(z,y) := zy fonksiyonunun, her m € N igin
Pi(Gm) :={k/2™ | k=0,1,...,2™}
parcalamglar tarafindan j = 1,2 igin tiretilen G, agma gore [0,1] x [0, 1] karesi tize-
rindeki alt ve iist toplamlarini hesaplayiniz; bunlar1 kullanarak,

m—00
oldugunu gosteriniz.

2. (a) D ve E kiimeleri R" iginde Jordan bolgeleri, ve D C E olsun. Eger f : E — R
fonksiyonu F iizerinde integrallenebilir ise, f fonksiyonunun D {izerinde integral-
lenebilir oldugunu gosteriniz.

(b) Eger f : R® — R siirekli ise, f fonksiyonunun R™ igindeki her Jordan bolgesi
lizerinde integrallenebilir oldugunu ispatlayiniz.
3. E C R™ bir Jordan bolgesi ve f,g : E — R fonksiyonlar1 E tizerinde integrallenebilir
olsun.
(a) fg fonksiyonunun E {izerinde integrallenebilir oldugunu kanmitlayiniz.
(b) Her x € FE i¢in

(fV9)(x) i=max{f(x),g(x)}  ve  (fAg)(x):=min{f(x),g(x)}

olarak tanimlanan fV g ve f A g fonksiyonlarinin E iizerinde integrallenebilir
olduklarim ispatlayiniz.

4. (a) E CR" bir Jordan bolgesi, F iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon f : E — R,
ve her k € N igin E {izerinde integrallenebilir fi : £ — R fonksiyonlarindan
olusan bir dizi (fx)ken olsun. Eger (fx)ren fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna E
iizerinde diizgiin yakinsiyorsa (bkz. III/§1.6, Problem g (b)),

hm / fr(x)dx = / f(x)d
oldugunu ispatlayiniz.

(b) R? igindeki her E Jordan bolgesi igin

lim // COS(.Z’/k‘)Ey/de
k—oo E

limitinin var oldugunu gosteriniz, ve bu limit degerini hesaplayiniz.
5. E C R"™ bir acik Jordan bdlgesi ve xg € E olsun. Eger f : E — R fonksiyonu E {izerinde
integrallenebilir ve xo noktasinda siirekli ise,
1

Til’(f):_ m f(x)dx = f(xo0)

Br(x0)

oldugunu gosteriniz.
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6.

10.

1 R" iizerinde integrasyon

E C R™ bir agik Jordan bdlgesi, f,g : E — R fonksiyonlar, ve xg € E olsun. f ve g
fonksiyonlarinin F tizerinde integrallenebilir olduklar: ve g fonksiyonunun xg noktasinda
stirekli oldugu varsayilsin. Bu kosgullar altinda

1
Ii= lim —— x) dx
r—0+ Vol (Br(xo)) Ar(xo) e

limitinin var olmasi igin

. 1
7= rli>10n+ Vol (BT(XO)) LT(XO) f(X)g(X) >

limitinin var olmasinin gerekli ve yeterli oldugunu, ve bu durumda J = g(x¢)/ esitliginin
saglandigini kanitlayiniz.

R™ icinde kompakt ve baglantili olan bir Jordan boélgesi H, ve H iizerinde siirekli bir
fonksiyon f : H — R olsun.

(a) Eger g : H — R fonksiyonu H iizerinde integrallenebilir ise ve negatif degerler
almiyorsa, bir xg € H noktasinin

f(XO)/ g(X)dX=/ F(x)g(x) dx
H H

olacak bi¢cimde var oldugunu kanitlayiniz.
(b) Eger H° # & ise,

/ f(x) dx = f(x0) Vol (H)
H

esitligi saglanacak bigimde bir xg € H° noktasinin var oldugunu ispatlayiniz.

. H C R"™ bir kompakt Jordan bolgesi, Hyo C R"™ sifir-hacimli bir Jordan bdlgesi, ve sinirl

bir f : H — R fonksiyonu H ~ Hy iizerinde siirekli ise, f fonksiyonunun H {izerinde
integrallenebilir oldugunu ispatlayiniz.

.V C R" bir agik kiime ve f : V — R siirekli olsun. Eger V kiimesinin icerdigi her E

Jordan bolgesi igin fE f(x)dx = 0 ise, V tizerinde f = 0 oldugunu kanmtlayimiz.

(Lebesgue Teoremi). E C R™ bir Jordan bolgesi ve f : E — R bir simirhi fonksiyon olsun.
f fonksiyonunun FE {izerinde integrallenebilir olmasi igin, bu fonksiyonun FE {izerindeki
siireksizlik noktalarindan olusan kiimenin sifir-lgiili (bkz. §1.1., Problem 10) olmasimin
gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayiniz.

1.3 Ardisik integraller

§1.2 kisminda g¢ok-degiskenli fonksiyonlar igin tanimlanan Riemann integrali,
pek ¢ok Jordan bolgesi iizerinde, kismi integraller (bkz. I11/§2.1) kullanilarak
hesaplanabilir. Katl integralleri hesaplamanin en kullanigh yollarindan biri olan
bu metod, bu kisimda incelenecektir.
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J.k € {1,...,n} ve j # k olmak fizere, eger f(x1,...,Zk,...,Tj,...,Tn)
fonksiyonu zy, € [c,d] ve z; € [a,b] oldugunda tanimlanmus ise,

//fgcl,...7 dxjdmk—/ </fx17..., dac])dxk

degerine—egitligin sag yanindaki integraller var oldukca—, bir ardisik integral
denir. Yiiksek-mertebeli ardigik integraller benzer bigimde tanimlanir.

Sadelik acisindan, ilk olarak iki- boyutlu durum ele ahnacaktlr Tanim 1.2.1
(iii) » = 1 durumunda igletilerek (L fa z)dz ve f ¢() dx simgelerinin,
bir ¢ : [a,b] — R fonksiyonunun [a, b] uzerlndekl, 51ra51y1a alt ve iist integral-
lerini gosterdikleri hatirlanmalidir.

Lemma 1.3.1. R := [a,b] X [¢,d] tki-boyutlu bir dikdortgen ve f : R — R
fonksiyonu sinarly olsun. Eger her x € [a,b] i¢in f(z,-) fonksiyonu [c,d] dzerinde
integrallenebilir ise, bu durumda

o e ([ o)

(1.3.1)
< <U>/ ([ reas) s <) [[ ras
a c R
olur.
Kanat. {zg,..., 21} ve {yo,...,ye}, sirasiyla, [a, b] ve [c, d] araliginin birer parga-
lanis1 olmak tizere, heri = 1,..., kvej=1,...,0i¢in R;; := [@i—1, 23] X [y;j—1,Y;]

olsun. Bu durumda R tizerinde bir ag, G := {R;; | i = 1,...,k, j = 1,...,¢}
bigiminde bir ailedir. € > 0 say1s1 sabitlenerek

U(f,G) —e < ( / fdA (1.3.2)
esitsizligi gergeklenecek bigimde bir G ag1 alinsin, ve her (7, j) indis ¢ifti igin
M;j:= sup f(z,y)
(z,y)ER;;

denilsin. Simdji, [a, ] iizerinde taniml, gergel-degerli ve sinirli herhangi ¢ ve
fonksiyonlari igin (U fa x)dr = Zle(U) o () dx ve

T

(U)f(d»()w /¢> 2)dz + (U /w
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ozelliklerinin saglandigi gozlemlenirse,

[ b (/ ") i) do = i(U) [ (ﬁj / Fy) dy> "
< ﬁ;ém / ( / o) dy) dn
< Ei:zi:Mw(xz —zi1)(y; —vyj—1) =U(f,G)

olarak elde edilir; bu ise, (1.3.2) kullanildiginda,

(U)/lb Mdf(m,y)dy) dx<(U)/LfdA+s

olmasi anlamina gelir. Bu son esitsizligin € — 0 i¢in limiti alinarak da,

<U>[ (ff@,y)dy) do< @) [[ raa

sonucuna ulagilir. Benzer argiimanlar kullanilarak

(L)/: <[lf(w,y)dy> do> (1) [ raa

esitsizligi de elde edilebileceginden, Lemma 1.2.4 (ii) g6z oniine alinarak, (1.3.1)
esitsizliklerinin saglandiklar1 goriiliir. O

Artik, uygun kosullar altinda, bir dikdértgen iizerinde alinan iki-kath bir in-
tegralin ardigik integraller vasitasiyla hesaplanabilecegini gosterebiliriz.

Teorem 1.3.2 (Fubini Teoremi). R := [a,b] X [¢,d] iki-boyutlu bir dikdortgen
ve f : R — R bir fonksiyon olsun. Her x € [a,b] i¢in f(z,-) fonksiyonunun
[e,d] idizerinde, her y € [e,d] igin f(-,y) fonksiyonunun [a,b] izerinde, ve f
fonksiyonunun R tzerinde integrallenebilir oldugu varsayilsin. Bu durumda,

/LfdAzﬁb (Ldf(x,y)dy> dx:[i <Lbf(x,y)da:> dy (1.3.3)

egitlikleri gerceklenir.
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Kanat. Her x € [a,b] i¢in, g(z) := fcd f(z,y)dy olsun. f fonksiyonu R iizerinde
integrallenebilir oldugundan, Lemma 1.3.1 nedeniyle

//RfdA:(U)ng(x)dx:(L)/lbg(x)dm

olur: yani, g fonksiyonu [a, b] iizerinde integrallenebilirdir, ve (1.3.3) ile verilen
ilk egitlik saglanir. x ve y degiskenlerinin rolleri degistirilerek

/LfdA_[l </abf(x,y)dz> dy

oldugu da goriiliirse, o halde, (1.3.3) ile verilen ikinci esitlik de elde edilmig
olur. U

Aciklama 1.3.3. Fubini Teoremi’nin hipotezi, f fonksiyonu [a, b] X [¢, d] dikdort-
geni iizerinde siirekli oldugunda gerceklenir. Diger taraftan, (1.3.3) ile verilen
ikinci egitlik, ardigik bir integralde integrasyon sirasinin degistirilebilecegini gos-
terir: bu, kimi durumlarda, bir degiskene gore hesaplanmasi zor—ya da, eleman-
ter yontemlerle imkansiz—olan integrallerin kolaylikla alinabilmelerini saglar.

Ornek 1.3.4. Kosullar1 gerceklendiginden dolay1 Fubini Teoremi kullanilarak

1,1 )
/ / y2e® dydx
0o Jo

integralinde integrasyon sirasi degistirilirse, bu integralin degeri

1o 1 ) c_9
/ / y3e® dady = / yle — 1) dy =
o Jo 0 2

olarak elde edilir.

Acgiklama 1.3.5. Fubini Teoremi’nin hipotezindeki, “f fonksiyonunun R iize-
rinde integrallenebilir olmasi” kogulu kaldirilamaz: f(z,-) ve f(-,y) fonksiyon-
larmin [0, 1] tizerinde integrallenebilir oldugu, fakat ilgili ardigik integrallerin
esit olmadig1 bir f : R? — R fonksiyonu vardir. Gercekten,

{ 22n7 (.Z',y) c [2—n’2—n+1) % [2—n72—n+1), n € N ise;
flxy) =4 =221 (z,y) e 2771, 277) x [277,27" 1), n e N ise;
0, diger durumlarda;
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olarak tanmimlanirsa, her yo € [0,1) igin f(x,yo) fonksiyonu sadece iki tane sifir-
dan farkl deger alir ve [0,1) {izerinde (z degiskenine gére) integrallenebilirdir:
ornegin, yo € [277,27"1) oldugunda, z € [27™,27" ) icin f(x,y0) = 22" ve
r € 27771 277) igin f(z,y0) = —22"*! olur; dolayisiyla, f(z,y0) fonksiyonu
[0,1) {izerinde simrhdir, ve

27n+1

1 27’71
/ flx,yo) dx = / 22" dg — / 22ty = 2" — 2" =0 (1.3.4)
0 2-n 2

—n—1

gergeklenir. z¢ € [0,1/2) oldugunda da benzer durum f(zg,y) fonksiyonu igin
gecerlidir; ancak zo € [1/2,1) oldugunda, f(zg,y) fonksiyonu sifirdan farkli tek
bir deger (y € [1/2,1) igin f(zo,y) = 4) alir. Sonug olarak

1,1 1 1
/ / f(z,y) dydx = / / 4dydx =1
o Jo 1/2.J1/2

olur. Ancak diger taraftan, (1.3.4) nedeniyle,

//fmyd:vdy—()

esitligi saglanir: yani, ardigik integraller esit degildir. Bu durumda, Fubini Teo-
remi’'nden, f fonksiyonunun [0,1) x [0, 1) {izerinde integrallenebilir olmadig: da
gozden kacirilmamalidir—bu kiime iizerinde f fonksiyonu sinirli bile degildir.

Agiklama 1.3.6. Ardigik integrallerin var ve esit olmalari, ¢ok-degiskenli bir
fonksiyonun ilgili bolge tizerinde integrallenebilir olmasini gerektirmez: f(x,-)
ve f(-,y) fonksiyonlarimin [0, 1] iizerinde integrallenebilir ve integrallerinin esit
oldugu, fakat f fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] tizerinde integrallenebilir olmadigi,
bir sinirh f : R? — R fonksiyonu vardir. Gergekten,

p q .
1, (x,y) = (—,—) , 0<p,g<2™ néeN ise;
fa,y) = _ 2n - 2n
0, diger durumlarda;
olarak tanimlanirsa, zo = p/2"™ olmasi ancak birg =1,2,...,2"—1i¢gin y = ¢/2"
oldugunda f(zg,y) = 1 olmasim gerektirir. Dolayisiyla, her z € [0, 1] igin, sonlu
sayisa y degeri diginda f(x,y) = 0 olur; bu ise, her = € [0, 1] igin

[ st =
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olmasi demektir. Benzer argiiman, dx integrali igin de gegerlidir. Boylece,

1 1 1 1
A ; f(x,y)dydx=A A f(z,y)drdy =0

esitligine ulagilir.

Simdi, f fonksiyonunun integrallenebilir olmadigim gormek igin, [0,1] x [0, 1]
karesinin i¢inde dejenere-olmayan bir R; := [a,b] x [c,d] dikdértgeni gz éniine
alindiginda, [a,b] ve [c,d] araliklarinin her birinin hem irrasyonel hem de p/2"
formunda noktalar igerdikleri gozlemlensin. Bu, [0,1] x [0,1] dikdortgeni iize-
rindeki bir G := {R;} ag1 i¢gin, M;(f) = 1 ve m;(f) = 0 esitliklerinin her j
i¢in dogru, yani U(f,G) — L(f,G) = 1 — 0 = 1 olmasi anlamina gelir: Teorem
1.2.5’den, o halde, f fonksiyonu [0,1] x [0,1] iizerinde integrallenebilir degildir.

Acgiklama 1.3.7. f fonksiyonunun [0, 1] x [0,1] tizerinde ve her y € [0, 1] i¢in
f(,y) fonksiyonunun [0, 1] iizerinde integrallenebilir oldugu, fakat sonsuz sayida
x € [0,1] degeri i¢in f(z,-) fonksiyonunun [0, 1] {izerinde integrallenebilir ol-
madig1 bir f: R? — R fonksiyonu vardir:

0, x = 0 veya z yahut y irrasyonel ise;

f(:v,y) = {

1/q, z,y € Q ve indirgenmis formda x = p/q ise;

olarak tammlanirsa, ([0,1] \ Q) x [0, 1] {izerinde, f fonksiyonunun siirekli ve
sifira egit oldugu goriiliir. Boylece, Lebesgue Teoremi'nden (bkz. §1.2, Problem
10), R :=[0,1] x [0, 1] karesi iizerinde f fonksiyonunun integrallenebilir oldugu
elde edilir. Ilgili alt toplamlar hesaplanarak da, [[, fdA = 0 esitligine ulagilr.
Benzer argiimanlar kullanilarak, her y € [0, 1] i¢in f(-,y) fonksiyonunun [0, 1]
iizerinde integrallenebilir ve fol f(z,y)dz = 0 oldugu da goriiliir. Dolayisiyla,

Al <A1f(x,y)d:z:>dy/£%fd/10

sonucuna ulagihr. Ote yandan, sifirdan farkl her z € Q icin f (z,-) fonksiyonu
higbir yerde siirekli olmadigindan, bu fonksiyon [0, 1] {izerinde integrallenebilir
degildir: Fubini Teoremi’nden, o halde, diger sirada alinan ardigik integral var
olamaz.

Fubini Teoremi, iki-kath bir integralin bir dikdortgen iizerinde nasil hesaplana-
bilecegi hakkinda bilgi verir. Asagidaki sonug, dikdortgensel olmayan bolgeler
iizerinde integral hesabiin yapilabilmesiyle ilgilidir.
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Teorem 1.3.8. £ C R™ bir Jordan bélgesi, E kiimesini iceren n-boyutlu bir
dikdértgen R, ve f : E — R fonksiyonu E tzerinde integrallenebilir olsun. Bu
durumda,

 Jf(x), x€FE ise
9(x) = {0, x ¢ F ise;

fonksiyonu R tizerinde integrallenebilirdir, ve

[ re0dx = [ gx)ax (1.3.5)

olur.

Kamit. f*:= fv0ve f~ := (—f)VO (bkz. §1.2, Problem 3 (b)) denilerek, ikisi de
negatif olmayan ve f = f+— f~ 6zdesligini saglayan f* ve f~ fonksiyonlarimin £
iizerinde integrallenebilir olduklar1 gdzlemlensin. Béylece, gt = fT ve g~ = f~
oldugundan, Teorem 1.2.3 (i) kullanilarak, f > 0 oldugu varsayilabilir.

e > 0 sayis1 sabitlenerek R iizerinde bir G := {Ry,..., Ry} ag,

U(.6)—e < [ fe0dx < L(1.0) + ¢ (136)
E
ve—Lemma 1.1.3 gbz Oniine alinarak—

V(OE;G) = V(E;G) —v(E;G) < ¢ (1.3.7)

gerceklenecek bicimde secilsin. Her j = 1,...,p igin M; := sup, R, g(x) denile-
rek g fonksiyonunun R tizerindeki iist toplama,

:Zl::{leng}7 IQ::{j¢Il|RjﬂaE7é®},

ve
Ig = {]¢12|RJ QR\E}
olmak iizere,

U(g,G) =: S1+ Sa+S3:= > My|R;|+ > Mj|R;|+ > M;|Ry|
JELL JEL2 J€ZL3

seklinde ii¢ parcaya ayrilsin. Simdi, eger M := maxi<;<p |M;| ise, (1.3.7) ne-
deniyle Sy < Me elde edilir; j € Z; olmas1 x € R; icin g(x) = f(x) olmasim
gerektirdiginden ve f > 0 oldugundan, S; < U(f,G) saglanir; ve j € T3 iken
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x € R; igin g(x) = 0 gergeklendiginden, S5 = 0 olur. Dolayisiyla, (1.3.6) kul-
lanilarak,

U(g,G) = S1 + S + S5 < U(f,g)+Ms</Ef(x)dx+(M+1)a,

" @) [ atodx < [ roodx

esitsizligine ulagilir. Benzer argiimanlar kullanilarak

(L)Lg(x)dx>/Ef(x)dx

esitsizligi de elde edilebileceginden, o halde, Lemma 1.2.4 (ii) gz Oniine al-
narak g fonksiyonunun R iizerinde integrallenebilir oldugu ve (1.3.5) esitliginin
saglandig goriiliir. O

Jordan bdlgeleri iizerinde tanimh fonksiyonlarin integrallerini—ozellikle, uygu-
lamalarda sikca kargilasilan diisiik-boyutlu Oklidyen uzaylarda—ardisik integ-
raller yardimiyla hesaplamak icin, grafikleri birtakim siirekli fonksiyonlar vasi-
tasiyla belirlenebilen baz1 bolgeleri sabitlemek yararhdir. Bir z; degigkeni icin
z; sembolii, bundan bdoyle, z; degiskeninin olmamas: durumunu belirtecektir;
dolayisiyla (z1,...,7;,...,2,) vektorii, R" ! uzay1 iginde bir noktadir.

E C R" olsun. Eger bir H C R"~! kompakt Jordan bélgesi, bir j € {1,...,n}
indisi, ve siirekli ¢, : H — R fonksiyonlar

E:{(zl,..-,xn) GRTL | (I‘l,...’@7...,l‘n) eH
ve O(x1,... Ty, ..., xn) S 25 S U(T1,..., T, ..., 2n)}
gerceklenecek bigimde varsa, F kiimesine bir izdtgtirilebilir bolge adi verilir.
Bu durumda E bolgesinin, “j, H, ¢, ve ¢ tarafindan dretildigi,” sOylenir.
R? ve R? icindeki izdiisiiriilebilir bélgelerin 6zellikle iizerinde durulacagindan,

bunlarin sabitlenmeleri de faydah olacaktir. E C R? ve ¢, : [a,b] — R siirekli
fonksiyonlar olmak iizere; eger

E={(z,y) €R* |z € [a,}], $()

N

y <p(x)}

ise E kiimesi R? i¢inde birinci tipten bir bolge, eger

E={(z,y) eR? |y €[a,b], (y) <z <(y)}
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ise E kiimesi R? icinde ikinci tipten bir bélge olarak adlandirilacaktir. Benzer
bicimde, E C R3, H C R? bir kompakt Jordan bélgesi, ve ¢, : H — R siirekli
fonksiyonlar olmak iizere; eger

E={(z,y,2) €R*| (z,9) € H, ¢(w,y) < z < P(x,y)}
ise E kiimesi R3 iginde birinci tipten bir bolge, eger

E={(z,y,2) €R*| (2,2) € H, ¢(x,2) <y <V(z,2)}
ise E kiimesi R? i¢inde ikinci tipten bir bolge, ve eger

E={(z,y,2) R’ | (y,2) € H, ¢(y,2) <z <(y,2)}
ise E kiimesi R3 iginde ticiincti tipten bir bdlge olarak isimlendirilecektir.

Ornek 1.3.9. R? icinde, y = z ve y = z2 tarafindan siirlanan F kiimesi birinci
ve ikinci tiplerden bir bélgedir: E = {(z,y) € R? | 22 < y < z, z € [0,1]} veya
E={(v,y) eR? |y <z <y, y€[0,1]} gosteriligleri tanimi saglar.

Ornek 1.3.10. R? iginde, 422 + y? + 2% < 1 kosulunu saglayan (z,y, z) nok-
talarindan olugan E elipsoidi birinci, ikinci, ve tigilincii tiplerden bir bolgedir:
H :={(z,y) € R? | 422 + y? < 1} olmak iizere,

E = {(z,y,2) € R?| —\/(1—4x2—y2) <z<\/(1—4:102—y2)7 (x,y) € H}

gosteriliginden dolay1 birinci tipten olan F bélgesinin, degiskenlerin yerleri bariz
bigimlerde degistirilerek ikinci ve iigiincii tiplerden oldugu da goriiliir.

Izdiisiiriilebilir bolgeler iizerinde integrallerin nasil hesaplanabileceklerini gor-
meden 6nce son olarak, ihtiyag duyulacak diger bazi kavramlari tanimlamak
gerekmektedir. Her £ =1,...,n igin

I == {(z1,...,2n) € R" |z, =0}

olarak tanimlanan kiime bir koordinat hiper-diizlemi olarak adlandirilacaktir.
ECR"vek € {l,...,n} olmak lizere, F kiimesinin ITj koordinat hiper-diizlemi
tizerine izdigimii, bir x; € R igin (z1,...,Tk,...,2,) € F kogulunu saglayan
(x1,...,2k-1,0,Zk41,...,2,) noktalarmdan olusan Ej kiimesidir.

Ornek 1.3.11. R3 icinde, IT; koordinat hiper-diizlemi yz-diizlemidir; ti¢-boyutlu
bir B, ((x0, Yo, 20)) acik topunun I1; {izerine izdiigiimii ise, iki-boyutlu B, ((yo, 20))
acik topudur.
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Asagidaki yardimer sonug, siirekli bir fonksiyonun R iginde bir dikdértgenin
iizerindeki integralinin n tane kismi integral kullanilarak alinabilecegini gosterir.

Lemma 1.3.12. n bir dogal sayr, k € {1,...,n}, R := [a1,b1] X -+ X [an, by]
bir n-boyutlu dikdortgen, ve f : R — R fonksiyonu R tzerinde integrallenebilir
olsun. Eger f(x1,...,Tk—1,", Tkt1,--.,Tn) fonksiyonu ay, by| tzerinde integral-
lenebilir ise, bu durumda

by
f(xlv s 7xk717ta Trtiy--- 71'77,) dt
ag

fonksiyonu Ry izdistimi tzerinde integrallenebilirdir, ve

bk
Lf(x)dx:l%kﬁk flx1,. . xn)depd(Tr, .o Ty vy Tn) (1.3.8)

esitligi saglanar.

Kanait. R dikdortgeninin I koordinat hiper-diizlemi tizerine izdiistimii olan Ry
kiimesi, (n—1)-boyutlu bir dikdértgen oldugundan, Teorem 1.1.10’dan dolay1 bir
Jordan boélgesidir. Boylece, Lemma 1.3.1’in ispatinda kullanilan argiiman tekrar
edilerek, her sinirli f fonksiyonu icgin

(L)Lf(x)dxg(L)Ak[:kf(:cl,...,xn)dxkd(xl,...,@7...,acn)
<(U)Lk/:kf(xl,...,xn)dxkd(xl,...,@,...,xn)
<) [ reax

oldugu goriilir; bu ise, f fonksiyonu R tizerinde integrallenebilir oldugundan,
(1.3.8) egitliginin saglanmasi anlamina gelir. O

Teorem 1.3.13. R” icinde, j, H, ¢, ve @ tarafindan tretilen bir izdisiirilebilir
bolge E olsun. Bu durumda E kiimesi R™ ig¢inde bir Jordan bélgesidir. Ayrica,
E dizerinde stirekli olan her f : E — R fonksiyonu ic¢in

w(ajlv"'»a’"'aajn)
/f(x)dx:/ </ . f(xl,...,xn)dxj> d(z1, ... T, Ty)
E H D(T15 s Ty Tr)

(1.3.9)
olur.
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Kanit. Durumun simetrisi gbz oniine alinarak, j = n oldugu varsayilabilir; bu
durumda

E= {(X7t) | X = (x17"'axn—1) € H ve ¢(X) <t< l/f(x)}

olur. Teorem 1.1.13 nedeniyle, F kiimesinin bir Jordan bolgesi oldugunu goster-
mek i¢in JF kiimesinin sifir-hacimli oldugu gosterilmelidir. OF kiimesinin bir
B :={(x,t) | x € H ve t = ¢$(x)} tabani, bir T := {(x,t) | x € H ve t = ¢(x)}
tepesi, ve bir S := {(x,t) | x € 0H ve ¢(x) < t < ¥(x)} kenarindan olug-
tugu g6z Oniine alinirsa, o hélde, ‘daha diigiik boyutlu’ pargalar olan B, T', ve S
kiimelerinin sifir-hacimli olduklar:1 gosterilirse istenenin elde edilecegi goriiliir.

B kiimesinin hacmini belirlemek icin, ilk olarak, tanim geregince kompakt
oldugu kabul edilen H kiimesi iizerinde siirekli olan ¢ fonksiyonunun bu kiime
tizerinde—III/Teorem 1.6.15 nedeniyle—diizgiin siirekli oldugu gézlemlensin: bu,
verilen her £ > 0 sayisina kargilik bir § > 0 sayisinin,

x,y€H ve |[x—y|<d oldugunda [¢(x)—o(y)| <e (1.3.10)

gerceklenecek bigimde bulunabilmesi anlamina gelir. Heine-Borel Teoremi ne-
deniyle kompakt kiimeler sinirli oldugundan, H kiimesi (n — 1)-boyutlu bir @
kiibii tarafindan da igerilir. @) kiibii, her £k = 1,...,p i¢in, X,y € @ olmasi
Ix — y|| < 6 olmasim gerektirecek bicimde @1, ..., Q, alt-kiiplerine béliinerek,
her k =1,...,p ve bir a; € Qy, icin Ry := Qk X [¢(ax) — 2¢, é(ay) + 2¢] olarak
tanimlansin. Bu durumda her Ry bir n-boyutlu dikdortgendir ve

p
Z Ry —4EZ|Qk = 4¢|Q|

k=1

olur. Diger taraftan, (1.3.10) nedeniyle, B kiimesi Rj dikdortgenleri tarafin-
dan &rtiiliir. Béylece, keyfi her € > 0 i¢in dogru olan, Vol (B) < 4¢|Q)| esitsiz-
ligine ulagilir: diger bir deyigle, B kiimesi sifir-hacimlidir. Benzer argtimanlar, T’
kiimesinin de sifir-hacimli oldugunu gosterir.

S kiimesinin hacmini belirlemek iginse,

M = Eggw(x) ve m = xlglfi P(x)

denilsin. Simdi, H kiimesinin bir Jordan bolgesi oldugu g6z 6niine alinip Teorem
1.1.13 ve Teorem 1.1.14 kullanilarak OH kiimesini érten ve

P
Dl <e
k=1
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kogulunu saglayan (n—1)-boyutlu Q1, ..., Q, kiipleri segilirse, Ry, := Q% [m, M]
olmak iizere,

P P
S C U Ry, ve Z |R| < (M —m)e,
k=1 k=1

yani Vol (S) < (M — m)e oldugu goriiliir: S kiimesi de, o halde, sifir-hacimlidir.
Sonug olarak OF kiimesinin sifir-hacimli oldugu elde edilmis olur; yani, E bir
Jordan bdlgesidir.

Son olarak, (1.3.9) esitligini kanitlamak igin, F kiimesini igeren n-boyutlu
bir R := [a1,b1] X -+ X [an,b,] dikdortgeni alimip R iizerinde g fonksiyonu,
(x,t) € E igin g(x,t) := f(x,t) seklinde, diger durumlarda ise g(x,t) := 0
olarak tamimlansin. Bu durumda Teorem 1.3.8 ve Lemma 1.3.12 kullanilarak,

bl bn
/f(X,t)d(X,t):/ / g(xlv'“,zn)dzn"'dl'l
E ai an
by

:LIU g(x7t)dt> dx

oldugu goriiliir. Ancak diger taraftan, her x = (x1,...,2,-1) € H i¢in

9(x,1) = {f(x’ t), o(x) <t <Y(x) ise;

0, diger durumlarda;
oldugundan,
bn P(x)
| atenya= [ gy
an #(x)
esitliginin de saglandig: goriiliir, ve kanit tamamlanir. O

Acgiklama 1.3.14. Hipotezi f fonksiyonunun siirekli olmasi kosulunu igeren
Teorem 1.3.13, Lemma 1.3.12'nin kogullar1 saglandiginda da gecerli olur: bir
bagka deyigle, f fonksiyonu E {izerinde ve her x € H i¢in f(x,-) fonksiyonu
[ak, bg] lizerinde integrallenebilir oldugunda (1.3.9) esitligi saglanir.

Eger H kiimesinin kendisi bir izdiigiiriilebilir bolge ise, Teorem 1.3.13 ile veri-
len sonug tekrar H kiimesine uygulanabilir; dolayisiyla, ‘yeterince diizgiin’ bir
FE kiimesinin tizerinde alinan bir integral, n tane kismi integral kullanilarak
hesaplanabilir. Bu yontemin uygulanigini gosteren ornekler vererek, bu kismi
kapatacagiz.
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Ornek 1.3.15. z2=1—2z—y, 2 =0,y =0, ve z = 0 ile smirlanan E bolgesi
tizerinde f(z,y,2) := x fonksiyonu goz 6niine almsin. Bu durumda, z = 0 ve

= 1—x — y ylzeyleri y = 1 — x oldugunda kesisirler. Diger taraftan FEj3
izdliglimii, x = 0, y = 0, ve y = 1 — x tarafindan simirlanir; bu son iki egri ise,
x = 1 oldugunda kesisir. O héalde,

E:{(ac,y,z)eR?’\Ogmgl, 0<y<1l,0<z<1l—2z—y}

oldugundan, F bélgesi R? icinde birinci tiptendir. Boylece,

///Ede:/1/1_$/1_I_yxdzdydx
:/ /01 Tx—x — xy) dy dx

olarak elde edilir.

Ornek 1.3.16. |z| = 1, ve z > 0 olmak fizere z = 2> —3? ile simirlanan E bolgesi
tizerinde f(x,y,z) = a:2 fonksiyonu gz 6niine alimsim. Bu durumda, z = 0 ve

z = 22 — y? yiizeyleri 22 — 2 = 0, yani y = 2 oldugunda; diger taraftan da,

y = £ ve |z| =1 egrileri = £1 oldugunda kesisirler. Dolayisiyla,
E={(z.y.2) R | -1<z <1, —Je|<y<z], 0<2<a® — %)

olur: yani E bolgesi R? icinde birinci tiptendir. Boylece,

lz|  pz?—y®
/// fdv = / / / z? dz dy dx
\fﬂl
/ / w —y 22 dy dx
||
1
*4// zdyda:*§/ :E‘r’d:v:é
3 Jo 9

Teorem 1.3.13 ve Teorem 1.2.8 (ii) birlikte kullanildiginda, sonlu sayida izdiigii-
riilebilir alt-bélgenin birlesimi olarak yazilabilen E bdlgeleri {izerinde alinan in-
tegrallerin, ilgili her alt-bolge iizerinde alinan integrallerin toplami olarak ifade

bulunur.
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edilebilecegi goriiliir. Buna mukabil bazi durumlarda integrasyon sirasini degistir-
mek, F bolgesini alt-bolgelere pargalamadan, integralin tek seferde alinabilmesini
saglar.

Ornek 1.3.17. 2 =42 2=1, 2 =z, ve = 0 ile siurlanan E bélgesi iizerinde
f(z,y,2) := x — z fonksiyonu g6z 6niine alinsin. Bu durumda F bolgesi, asikar
olarak, R3 icinde birinci tiptendir; ilk olarak dz integrali alinmak istendiginde
ise, z degiskeninin, y2 ve 1 ve = ve 1 arasinda degistigi durumlar ayristirilarak,
iki tane integral kullanilmasi gerektigi goriiliir. Ayni integral

E={(z,y,2) €R®| -1<y <1, ¥’ <2z<1, 0<z <z}

oldugu gozlemlenerek E bolgesinin R? icinde {iciincii tipten oldugu kullanilip
alindiginda ise, tek bir integrasyonla

//Efdv B /_11 f f@—@dxdzdy

1 1 1 ) 1 1 6 9
== == 1 -z
2 /_1/yz dzdy 6/_1@ Jdy ==

elde edilir.

Problemler

1. Agagidaki integralleri hesaplayiniz:

1 p1 1 p1 /2 pr/2
(a) / / (x+y) dz dy; (b) / / V(zy + z) dx dy; (c) / / y cos(zy) dy d.
0 0 0 0 0 0

2. Her integrali bir E bolgesi iizerinde yazip bu bolgenin grafigini ¢izerek, agagidaki integral-
leri hesaplayiniz:

1 pz?41 1 p1 pal4y?
(a) / / (z +y) dy dz; (b) / / / 3dz dx dy;
0 Jx o JvyJo
1 pl 1,1 pl
(c) / / sin(x?) dz dy; (d) / / / V(@3 + 2) dz dz dy.
0 Yy 0 Vy Jx3

3. Asagida verilen her E bélgesi ve her f fonksiyonu igin, fE f(x) dx integralini hesaplayiniz:

(a) y =z ve y = 2? ile sinirlanan E bolgesi iizerinde, f(z,y) := z/y;
(b) koseleri (0,0), (0,1), ve (2,0) noktalar1 olan ticgenle sinirlanan E bolgesi tizerinde,
flz,y) ==z +y;
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(c) y=+vz,x= —\/y, vey =4 ile s1n1rlanan E bolgesi uzerinde, f(z,y) := z;

d0<2<1-220<y <22+ 22 ve x > 0 kogullarin1 saglayan (x,y,2) € R3
noktalarindan olu§an E bolgesi lizerinde, f(z,y,z) := .

4. Asagida verilen E bolgelerinin hacimlerini hesaplayiniz:

(a) 4+ y+2=3,2=0, ve x? +y? =1 ile siurlanan E bolgesi;

(b) z = x4y diizleminin altinda, ve zy-diizleminin i¢inde olup = = v/(y/2), = = 2y,
ve x + y = 3 egrileriyle simirlanmig olan bolgenin lizerinde kalan E bolgesi;

(c) z=9%, 2 =92+ 22, =0, ve z =1 ile siirlanan E bolgesi;

(d) y=2a3, x =22 2 =22, ve y =0 ile siirlanan E bélgesi.

5. (a) Fubini Teoremi’'nin hipotezinin, f fonksiyonu R dikdortgeni tizerinde siirekli ise
gegerli oldugunu kanitlayiniz.

(b) Acgiklama 1.3.5’de verilen fonksiyonu degistirerek, f(z,y) fonksiyonu her degiske-
nine gore ayr1 ayr1 siirekli oldugunda (yani, her z € [a, b] i¢in f(z,-) ve her y € [¢,d]
igin f(-,y) fonksiyonlar: siirekli iken) bile, Fubini Teoremi’nin hipotezinde verilen
“f fonksiyonunun R iizerinde integrallenebilir olmasi1” kosulunun kaldirilamaya-
cagini gosteriniz.

6. (a) Her k = 1,...,n icin f : [ak,bk} — R fonksiyonu [ag,by] lizerinde integral-
lenebilir, ve R := [a1,b1] X - -+ X [an, bn] olsun.

bn
/h(m)---fn(xn)d(m,..., (/ fi(n dx></ fn(xnmxn)
R an

esitligini kanitlayiniz.
(b) Eger Q :=1[0,1]" ve y :=(1,1,...,1) ise,

e XY dx = (6—1)n
Q e

7. Bir z gergel sayisimin tam degeri, n < x < n+ 1 kosulunu saglayan ve tek tiirlii belirli
olan |z| := n tam sayisi1 olarak tamimlanir. Bir [a, b] araligl, eger b+ a # [b| + |a] + 1
ise, Z-asimetrik olarak adlandirilir.

(a) R, iki-boyutlu bir Z-asimetrik dikdortgen olsun: yani, R dikdértgeninin her
iki kenar1 da Z-asimetrik araliklardan olugsun. Eger her (z,y) gergel sayilar gifti
igin Y(z,y) = (x — |x] —1/2)(y — ly] — 1/2) ise, fleLvdA = 0 olmasi igin R
dikdortgeninin en az bir kenar uzunlugunun tam say1 olmasinin gerekli ve yeterli
oldugunu kanitlayiniz.

oldugunu gosteriniz.

(b) R bir dikdortgen olmak {iizere, her biri Z-asimetrik dikdortgenlerden olusan ve

Ortiismeyen bir {R1,..., Ry} ailesi i¢in R = U;V: R; saglansm. Eger her R;

1
dikdértgeninin en az bir kenar uzunlugu tam say1 ve R dikdortgeni Z-asimetrik ise,

R dikdortgeninin de en az bir kenar uzunlugunun tam say1 oldugunu kanitlayiniz.

8. E C R? bir Jordan bélgesi ve f : E — [0,00) fonksiyonu E iizerinde integrallenebilir
olsun. Eger Q := {(=,y,2) €R3 | (z,y) € E, 0 < 2 < f(z,y)} ise,

Vol (Q) :/ fdA
E

oldugunu ispatlayimniz.
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9. R:=[a,b] X [c,d] iki-boyutlu bir dikdértgen ve f : R — R fonksiyonu simirh olsun.
(a) X =U veya X = L igin,

b d
(L)// fdA<(L)/ ((X)/ f(x,y)dy> dw
R a c
b d
<(U)/ <(X)/ f(%y)dy> dx
U)/ fdA
R

(b) Eger f fonksiyonu R iizerinde integrallenebilir ise,

b d b d
/ fdA:/ ((L)/ f(z.y) dy> dw:/ ((U)/ f(z.y) dy> dzx
R a c a c

esitliklerini kanitlayiniz.
(¢) (b) kismindaki iki ardigik integrali

oldugunu gosteriniz.

1, yeQise
z,y) = .
flz,y) {m Y ¢ Q ise;
fonksiyonu ve R := [0,1] x [0,1] karesi igin hesaplayimz; bunlar kullanarak, f

fonksiyonunun R iizerinde integrallenebilir olmadigimi gosteriniz.

10. (Cenellegtirilmis Integraller® igin Fubini Teoremi). a < b genigletilmis gergel sayilar,
¢ < d sonlu gergel sayilar, ve f : (a,b) X [¢,d] — R siirekli olsun. Eger

b
:/ f(w7y)d$

genellestirilmis integrali [c, d] tizerinde diizgiin yakinsak3 ise,

d
/ f(z,y)dy

fonksiyonunun (a,b) iizerinde genellegtirilmis integrallenebilir oldugunu ve

//f(wydwdy—//fwy)dydx

esitliginin saglandigini kanitlayiniz.

2Bkz. III/Dipnot 5, s.56.
3Bkz. III/Tamm 2.1.7.
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1.4 Degiskenlerin doniisiimii

Siirekli-diferansiyellenebilir bir ¢ : [a,b] — R fonksiyonu i¢in [a,b] {izerinde
¢ # 0 ise, ¢([a,b]) lizerinde integrallenebilen gergel-degerli her f fonksiyonu
icin

/ fWydt= [ f(6()|¢ (@) da
¢([a,b]) [a,b]

esitligi saglanir.4 Bu ve bunu izleyen kismin temel amaci1 yukarida ifade edilen
degigsken doniistiirme sonucunu ¢ok-degiskenli fonksiyonlara genigletmek, diger
bir deyisle

f(u) du = / F(6(x))|Ag (x)] dx (1.41)
P(E) E

esitliginin saglandig1 kogullar: belirlemek olacaktir. Kanit1 iki kisim ig¢inde verilen
bir¢ok adimda tamamlanacak olan (1.4.1) esitligi, Ters Fonksiyon Teoremi’yle?
birlikte, cok-degigskenli hesabin en derin sonuglarindandir.

Bir f fonksiyonu, bir E kiimesi, ve verilen bir & 6zelligi s6z konusu oldugunda,
eger her a € F i¢in a noktasini igeren bir B agik topu f fonksiyonu & 6zelligini
B N E kiimesi iizerinde saglayacak sekilde bulunabiliyorsa, “f fonksiyonunun
P ozelligini E kiimesi tizerinde lokal olarak sagladigi,” sdylenecektir. Benzer
bicimde, eger f fonksiyonu & 6zelligini E kiimesinin her noktasi igin sagliyorsa,
“f fonksiyonunun & 6zelligini E kiimesi lizerinde global olarak sagladigi,” ifade
edilecektir. Bu kisimda, Jacobi determinantlar: sifir olmayan fonksiyonlar icin,
once lokal olarak (Teorem 1.4.3) daha sonra da global olarak (Teorem 1.4.4)
saglanan birer degisken doniigtiirme formiilii elde edilecektir. Sifir-hacimli bir
kiime iizerinde Jacobi determinantlar: sifir olan fonksiyonlar i¢in global olarak
saglanan bir degigsken doniigtiirme formiiliiniin (Teorem 1.4.5) ifadesi de, bu
kisimda verilecekler arasindadir; digerlerinden daha kapsamli olan ve bu nedenle
kanit1 ilave birtakim mekanizmalar gerektiren bu sonug, bir sonraki kisimda
ispatlanacaktir.

Ik olarak, her biri (1.4.1) esitligini saglayan iki fonksiyonun bileskesinin de
ayni esitligi sagladigini gorecegiz.

Lemma 1.4.1. V C R” bir agik kiime, ¢ : V. — R™ fonksiyonu V dizerinde
stirekli-diferansiyellenebilir, ve o : (V) — R™ fonksiyonu (V') tzerinde sirekli-
diferansiyellenebilir olsun. Bunlara ek olarak V kiimesinin bir E alt-kiimesinin,
E, Y(E), ve o(¢(F)) kiimeleri Jordan bélgeleri olacak bigimde var oldugu kabul

4Bkz. [23, §3.3, Theorem 3.15 & Exercise 11].
5Bkz. III/Teorem 2.4.5.
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edilsin. Eger f fonksiyonunun o((E)) dzerinde, foo|A,| fonksiyonunun ¢ (E)
tzerinde, g fonksiyonunun ¢ (E) dzerinde, ve g o ¥|Ay| fonksiyonunun E iize-
rinde integrallenebilir oldugu her f ve g fonksiyonu icin

/ g(u) du = / (g0 0) (%) Ay ()] dx (1.42)
Y (E) E

ve

/ £(u) du = / (f 0 0)(x)| Ay ()| dx (1.4.3)
o(Y(E)) Y (E)

egitlikleri saglaniyorsa, bu durumda ¢ := o o 1) fonksiyonu i¢in
fwydu= [ j(oG)Ia,60]dx
»(E) E

esitligi, f fonksiyonu ¢(E) tzerinde ve f o ¢|Ay| fonksiyonu E tzerinde integ-
rallenebilir oldugu middetce saglanr.

Kanit. Zincir Kurali® nedeniyle,
Ay (x) = Ao (¥(x)) Ay (x) (1.4.4)
esitligi her x € V igin dogru olur; bu ise, (1.4.3), (1.4.2), ve (1.4.4) kullamldiginda,

(u)du = / f(u)du
#(E) o(Y(E))

:/ (f 0 0)(¥)|Ag (y)| dy

P(E)

- [E (f 0.0 0 ) ()| Ag ($(x))] [ Ay (x)| dx
- [E (f 0 6)(x)| Ay ()] dx

sonucuna ulagtirir. O

Simdi de, ¢ fonksiyonu ‘yeterince diizgiin’ oldugunda, (1.4.1) esitligini f = 1,
ve R bir dikdértgen olmak iizere, E = ¢~!(R) ve E = ¢(R) durumlarinda kanit-
lamanin yeterli oldugu goriilecektir: Her integrallenebilir fonksiyonun ‘hemen
hemen’ siirekli (yani, esasinda ‘kiigiik’ kiimeler iizerinde sabit) ve her Jordan bol-
gesinin V(E;G) toplamlar yardimiyla yaklagik olarak ‘kestirilebilen’ bir hacme
sahip (yani, esasinda dikdortgenlerin bir sonlu birlegimi) oldugu g6z 6niine alindi-
ginda, bu tiirden bir sonucun beklenmedik olmadig: kolayca fark edilebilir.

6Bkz. I11/Teorem 2.2.20.
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Lemma 1.4.2. V C R” bir agik kiime, ¢ : V. — R™ fonksiyonu V' dzerinde bire-
bir ve siirekli-diferansiyellenebilir, =1 : ¢(V) — R™ fonksiyonu ¢(V) iizerinde
strekli-diferansiyellenebilir, ve V' dzerinde Ay # 0 olsun. Eger n-boyutlu her
R C (V) dikdirtgeni igin

Ri= [ 18seolax (145
¢ (R)
ve n-boyutlu her Q C 'V dikddortgeni igin
Q= [ 1801 dx (1.46)
#(Q)
ise, bu durumda E C V kosulunu saglayan her E Jordan bélgesi i¢in

(u) du = é (f 0 6) (%) A ()] dx

(E)

esitligi, f fonksiyonu ¢(E) tzerinde ve f o ¢|Ay| fonksiyonu E tzerinde integ-
rallenebilir oldugu miiddetce saglanir.

Kanit. E C V kosulunu saglayan sabitlenmis bir Jordan bélgesi F, ve—hipotez-
den dolay1 kogullar1 saglanan Teorem 1.1.16 nedeniyle ¢(E) kiimesinin bir Jordan
bolgesi oldugu goz oniine alinarak—¢(E) tizerinde integrallebilir bir fonksiyon
f: &(F) — R olsun. Teorem 1.3.8’in kanitinin agihigindaki argiiman kullamlarak,
¢(F) lizerinde f > 0 oldugu varsayilsin.

¢(F) kiimesini igeren bir dikdoértgen H, ve H iizerinde bir ag G olsun. Her
e > 0 igin, G agindan daha ince olan ve V(9(¢(F)); H) < e kogulunu saglayan
bir H := {Ru,..., Ry} ag1 alinsin. Bunlarla birlikte, Z; := {j | R; C ¢(E)},
I = {j ¢ T | Rj N ¢(E) 7& @}, herj e ULy icin

M UGRIJ'I%WQS(E) f(u> X€¢_111’(1Rj)mE f((]b(X)),

ve M := sup{my,...,mp} olarak tamimlansin. §1.1, Problem 7 (b) kullanilarak
{¢71(R;) | j € I1 } ailesinin Srtiismeyen kiimelerden olustugu, ayni zamanda

Q=)o '(R)CE

J€TL

igermesinin de saglandig1 gézlemlensin.
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Baylece, (1.4.5), Teorem 1.2.11, ve Teorem 1.2.8 (ii) kullanilarak,

L(f,6) L(f,H) = Y mj|R;|+ Y my|R;|

JE€TL JEL,
<Y myl Ryl + MV(9($(E)); H)
JEL
< )" mj|R;| + Me
JE€LL
:ij/ ) |Ay(x)| dx + Me
JELL ¢~ (R;)

—/ﬂ(DMdﬂw+M€
/f )| Ag(x)] dx + Me

sonucuna ulagilir; bu son esitsizligin tiim G aglar: tizerinden supremumu ve daha
sonra ¢ — 0 i¢in limit alinarak da,

/f DIA ()] dx (1.4.7)

¢(E

esitsizligi elde edilir.

Ters yondeki esitsizligi elde etmek i¢in ilk olarak, III/Teorem 2.4.2 nedeniyle,
¢(V) kiimesinin agik oldugu goézlemlensin. Aym zamanda Zincir Kurali'ndan
dolay1, V {izerinde Ay # 0 kosulu saglandigindan ¢(V') iizerinde Ay # 0
olduguna da dikkat edilsin. Bu iki gézlem, ¢ yerine ¢!, f yerine f o ¢|Ay|, ve
¢(E) yerine E = ¢~1(¢(F)) kullanlarak (1.4.7) esitsizliginin igletilebilecegini
gosterir: yani,

/f NIAs(x)] dx < / F@(o™ () Ag (67 (W)][Ag-1 (w)| du (1.4.8)

olur. Ancak ¢(V) iizerinde ¢ o ¢~ = I,, gerceklendiginden, Zincir Kural kul-
lanilarak her u € ¢(V) D ¢(E) i¢in

[Ag(¢™ ()] [Ag-1 ()| = |Ag, (w)| =1
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oldugu da goriiliir: (1.4.8)’den, o halde,

/f DA >|dx</¢(E)f<u>du

sonucuna ulagihir. Bu son esitsizlik ve (1.4.7) ile birlikte, kamit tamamlanmig
olur. O

Artik, lokal olarak saglanan degisken doniistiirme formiiliinii kanmitlayabilecek
durumdayiz.

Teorem 1.4.3. V C R" bir agik kime, a € V, ve ¢ : V — R"™ fonksiyonu
V' dizerinde bire-bir ve strekli-diferansiyellenebilir olsun. Eger Ag(a) # 0 ise,
bu durumda a noktasina iceren bir W C V agik dikdértgeni, f fonksiyonunun
®(E) tzerinde ve f o ¢|Ay| fonksiyonunun E tzerinde integrallenebilir oldugu
ve E CW kosulunu saglayan her E Jordan bélgesi i¢in

= )| A
[ Jwau= /f x))| A (x)] dx

esitligi saglanacak sekilde vardar.

Kanit. n lizerinden tiimevarim kullanilacaktir. Bir-boyutlu teori” ve Lemma
1.4.2’den dolayi, ifade edilen sonug¢ n = 1 igin dogrudur. Bir n > 1 tam sayisi
i¢in, teoremin R™" ! {izerinde dogru oldugu kabul edilsin. ¢ : V' — R™ fonksiyonu
Ag(a) # 0 kosulunu saglasin. Bu durumda ilk siitun kullanilip Ag(a) determi-
nant1 agilirsa, D¢(a) matrisinin d¢;/0x; girdisinin kofaktérii A; olmak iizere,
biri € {1,...,n} igin d¢;/Idx1 - A; degerinin a noktasinda sifir olmadigr goriiliir.
¢; ve ¢ fonksiyonlar1 birbirleriyle yer degistirilerek, her x := (z1,...,z,) € V
igin,
P(x) == (.Tl, ¢2(X)7 AR (bn(x))

ve

o(x) = ($1( 7 (%)), 22, - )

olarak tanimlansin. Bu durumda ¢ = ¢ o o olur ve, (¢1)s, - Ay = 0¢1/0x1 - Ay
degeri a noktasinda sifir olmadigindan, Ay (a) # 0 gergeklenir.

Lemma 1.4.1 nedeniyle, a € W C V kosulunu saglayan bir W agik kiimesinin
var oldugunu ve V yerine W alindiginda (1.4.2) ve (1.4.3) esitliklerinin ikisinin
de saglandigini gostermek yeterlidir; dolayisiyla, Lemma 1.4.2°den, ¢ yerine ¢ ve

7Bkz. |23, §3.3, Exercise 11].
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o fonksiyonlar1 alindiginda, sirasiyla, her R C (W) ve her R C (W) dikdort-
geni i¢in (1.4.5), ve her @ C W dikdoértgeni igin (1.4.6) esitliklerinin saglandigy, a
noktasini igeren bir agtk W C V kiimesinin var oldugu gosterilirse kanit tamam-
lanmig olur. Kullanilan argiimanlar benzer ve (1.4.6) esitliginin kanit1 (1.4.5)
esitliginden daha kolay oldugundan, sadece (1.4.5) ispatlanacaktir.

Ay(a) # 0 oldugundan, Ters Fonksiyon Teoremi® kullanilarak a noktasim
iceren bir agtkk W C V kiimesi; her x € W igin Ay(a) # 0, (W) lizerinde
y~! fonksiyonu siirekli-diferansiyellenebilir, ve ¢ (W) iizerinde A, -1 # 0 olacak
sekilde bulunabilir.

Eger gerekiyorsa W kiimesi daha da kiiciiltiilerek, genelligi bozmaksizin, W
kiimesinin bir agik dikdortgen oldugu, yani W = I; x --- x I,, olacak sekilde
her j = 1,...,n igin I; agik araliklarimin bulundugu da varsayilabilir. Simdi,
Wy := Io x - - x I, alinsin, 21 € I; noktasi sabitlensin, ve (z1,y) € W kogulunu
saglayan her y := (22, ...,2,) i¢in

¢0(y) = (¢2(x17y)a . 'a¢n($1,y))

olarak tamimlansm. ¢o : Wy — R™~! fonksiyonu ¥(z1,y) = (21, ¢o(y)) esitligini
saglar; dolayisiyla ¢q fonksiyonu, siirekli-diferansiyellenebilirdir ve Zincir Ku-
rali’'ndan dolayr Wy fiizerinde Ay, = Ay # 0 kosulunu gercekler. Bdylece,
tiimevarim hipotezinden, (n — 1)-boyutlu her Ry C ¢o(Wy) dikdortgeni igin

Rol= [, 180 (0)]dx (1-4.9)
¢0 (RO)
ve (n — 1)-boyutlu her Qy C Wy dikdortgeni icin
Qul= [ 18,00 dx
$0(Qo) 0

esitlikleri elde edilir. (Wp, dolaywsiyla, W dikdortgenleri, eger yine gerekiyorsa,
daha da kiigiiltiilebilir.)

R C (W) kosulunu saglayan n-boyutlu bir dikdértgen R olsun. Bu durumda,
¢o(Wy) tarafindan igerilen (n — 1)-boyutlu bir dikdértgen Ry ve her z1 € [a, b]
icin

¢~ ({21} x Ro) = {21} x ¢y ' (Ro)

olmak tizere, R = [a, b] X Ry olur. (1.4.9) ve Teorem 1.3.13 kullanilarak, o halde,

b
R=G-alfol= [ [ Aamldndy = [ 15,6)]dx
¢ (Ro) Ja Y=H(R)

8Bkz. I11/Teorem 2.4.5.




48 1 R" iizerinde integrasyon

esitligi elde edilir. Sonug olarak, n-boyutlu her R C (W) dikdortgeni igin
|R| = fd) 1(R) |[Ay(x)] dx esitligi kamitlanmig olur: yani, ¢ yerine ¢ alindiginda
(1.4.5) esitligi saglanir. Benzer argiimanlar kullanilarak, ¢ yerine o alindiginda
da (1.4.5) esitliginin saglandig1 goriiliir ve kanit tamamlanir. O

Teorem 1.4.3 yardimiyla, global olarak gecerli olan agagidaki degisken doniis-
tlirme formiiliine ulagilir.

Teorem 1.4.4. V C R" bir agik kiime ve ¢ : V. — R™ fonksiyonu V dzerinde
bire-bir ve sirekli-diferansiyellenebilir olsun. Eger V tizerinde Ay # 0 ise ve bir
E Jordan bélgesi E C V kosulunu saghyorsa, bu durumda f fonksiyonu ¢(E)
tzerinde ve f o ¢|Ay| fonksiyonu E dzerinde integrallenebilir oldugunda

fw)du= [ Fom)Ias]dx (1.4.10)
H(E)

esitligi saglanar.

Kanit. f:¢(E) — R, H := E, f fonksiyonu ¢(E) iizerinde integrallenebilir, ve
(f o ®)|Ay| fonksiyonu E iizerinde integrallenebilir olsun. Teorem 1.4.3’den, her
a € H igin bir V, acik dikdértgeni, a € V, C V ve E; C V, kosulunu saglayan
her E; Jordan bdlgesi igin

/1,( du_/ f(o(x))|Ag(x)] dx (1.4.11)

olacak sekilde vardir. a € W, C W, C V, saglanacak sekilde bir acik dikdortgen
Wa olsun. Bir Jordan bdélgesi olan E kiimesi simirli oldugundan, Heine-Borel
Teoremi’nden dolay1 H kiimesi kompakttir; bu ise,

Hc | Wa

acH

saglandigindan, j = 1,...,k i¢cin W; := W, acgik dikdortgenlerinin
k
clUw
j=1

gergeklenecek bicimde bulunabilmeleri anlamina gelir. H kiimesini i¢ceren biiyiik
bir dikdértgen R olsun. Sonlu sayida W; dikdértgeninin var oldugu kullanilarak
R iizerinde yeterince ince bir G := {R; | i = 1,..., N} ag1, H kiimesini kesen her
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dikdértgenin bir W, kiimesinin bir alt-kiimesi oldugu dikdértgenlerden olusacak
sekilde alinsin. Her ¢ = 1,..., N i¢in E; := R; N F olsun. Bu durumda, bir
je{l,....k}i¢in B; C RyN H C W; C Va, olur; yani, (1.4.11) saglanir. Aym
zamanda {F; | ¢ = 1,..., N} koleksiyonu, birlegimleri E kiimesine esit olan ve
ortiismeyen Jordan bolgelerinden olusan bir ailedir; dolayisiyla, §1.1, Problem 7
(b) nedeniyle {¢(E;) | i =1,..., N} koleksiyonu da, birlegimleri ¢(FE) kiimesine
esit olan ve ortiismeyen Jordan bolgelerinden olusan bir aile olur. Teorem 1.2.8
(ii) ve (1.4.11)’den, o halde, istenen

*Z/f DIAs(x IdX*/f DIA(x)|dx

esitligine ulagilir. O

Teorem 1.4.4 ile verilen degigsken doniistiirme formiilii, global olarak saglan-
masina karsin, yeterince genel degildir. Ay determinantinin V' kiimesinin tamdma-
nin iizerinde sifirdan farkli kabul edilmesi, (—1, 1) iizerinde ¢(z) := 23 gibi basit
degigken doniisiimleri icin bile, oldukga kisitlayicidir. Pek ¢ok durum igin bu
engel, Jacobi determinantinin sadece sifir-hacimli bir kiime tzerinde sifira egit
olmasinin varsayildigr agagidaki sonug kullanilarak asilabilir.

Teorem 1.4.5 (Kath Integraller I¢in Degiskenlerin Déniigtimii). W C R™ bir
actk kiime, ¢ : W — R™ bir sirekli-diferansiyellenebilir fonksiyon, ve E C W
kosulunu saglayan bir E Jordan bolgesi i¢in ¢(E) de bir Jordan bolgesi olsun.
Eger EN Z kiimesi sifir-hacimli olacak sekilde bir kapaly Z kiimesi varsa, ve
her x € E° \ Z igin ¢ fonksiyonu bire-birse ve Ay(x) # 0 kosulu saglani-
yorsa, o zaman f fonksiyonu ¢(E) tzerinde ve (fo@)|Ay| fonksiyonu E dzerinde
integrallenebilir oldugunda

f(u) du = / F(9(x))] A ()] dx (1.4.12)
#(E)

esitligi saglanar.

Buraya kadar elde edilenlere ek birtakim mekanizmalar gerektiren Teorem
1.4.5’in kanit1, bir sonraki kisimda verilecektir. Simdilik, gerektigi durumlarda bu
sonucu sadece uygulayacagiz. Birgok kosul igerdiginden ilk bakista uygulanmasi



50 1 R" iizerinde integrasyon

zor gibi goriinen Teorem 1.4.5’in hipotezlerinin ¢ogu, aslinda, sezgisel olarak
dogrulanabilir niteliktedir. Ozellikle dikkat edilmesi gerekenler, ¢ fonksiyonunun
bire-bir, Ay determinantinin Z diginda sifira esit, ve ENZ kiimesinin sifir-hacimli
olmasi gerektigini bildiren kogullardir.

Teorem 1.4.5'in 6nemli ve ¢ok kullanish ilk uygulamalar: olarak, R? ve R3
iginde baz1 6zel degisken doniiglimlerini ele alacagiz.

R? iginde kutupsal koordinatlar, her (z,y) € R? igin, r := ||(z,y)]| ve pozitif
x-ekseninden L((0,0); (z,y)) dogru pargasina saat yelkovaninin ters yoniinde
Olciilen ag1 0 olmak ftizere,

x =rcosf, y=rsinf

doniigimleriyle tanimlanir. Bu sistemi Teorem 1.4.5’1 kullanarak anlamlandir-
mak i¢in, r > 0 kogulunu saglayan her (r,6) € R? icin ¢(r,0) := (r cos 6,7 sin 6)
olarak tamimlansin. Bu durumda, her § € R i¢in ¢(0,0) = (0,0) oldugundan,
Cl-simifindan olan ¢ : {(r,0) € R? | » > 0} — R? fonksiyonu bire-bir degildir.
Ancak diger taraftan, Q := {(r,0) € R? | » > 0, 0 < 0 < 27} alimdiginda
¢:Q— R?~ {(0,0)} fonksiyonunun bire-bir ve érten oldugu goriiliir. Ayrica

cos) —rsinf

Ay = det [sin@ rcosf

} = r(cos?§ +sin® ) = r

oldugundan, Q iizerinde A, sifirdan farkhdir. Z := {(r,6) € R? | r = 0} kiimesi
diginda, o héalde, ¢ fonksiyonu bire-birdir ve bu fonksiyonun Jacobi determi-
nant1 sifirdan farkh olur. Her F Jordan bdlgesi icin Z N E kiimesi sifir-hacimli
oldugundan, Teorem 1.4.5 nedeniyle, ¢(E) bir Jordan bolgesi ve f ve f o ¢|Ay]
fonksiyonlar, sirasiyla, ¢(E) ve FE iizerinde integrallenebilir oldugunda (1.4.12)
esitliginin saglandig1 boylece goriilmiis olur. Kutupsal koordinatlardan kartezyen
koordinatlara yukaridaki bicimde tamimlanan doniigiim formiili dz dy = r dr df
olarak kisaltilacaktir.

Kutupsal koordinatlar, Fubini Teoremi’yle birlikte, kartezyen koordinat sis-

temi kullanildiginda kolayca hesaplanamayan integralleri almak i¢in ¢ok elverig-
lidir.
Ornek 1.4.6. z = 22 4+ 92, 22 + 4> = 4, ve z = 0 ile smirlanan E bol-
gesinin hacmini bulma problemi géz 6niline alinsin. Bu durumda FE kiimesi,
f(z,y) == 22 + y? fonksiyonunun grafiginin altinda ve B := B,((0,0)) acik
topunun {izerinde kalan bir Jordan bdlgesidir. Kutupsal koordinatlar ve §1.3,
Problem 8 kullanilarak, o halde,

27 2
Vol(E):/[B(:r2+y2)dA:A A r3drdf = 8
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oldugu goriiliir.

Ornek 1.4.7. a € (0,1) igin E:= {(2,y) e R? |a®> < 2? + 94> <1, 0 < y < 7}

olmak fizere,
2 2
/ / Y A
E x

integrali goz oniline alinsin. Kutupsal koordinatlara gecildiginde,

2 2 /4 1 3 1— 3 /4
// Ty dA:/ / " rdp = —— / secdo
E 0 o Tcosf 3 0

oldugu goriiliir; bu son integrali almak i¢in integrand sec 6 + tan6 ile garpilip
boliinerek u := sec § + tan 6 degigken doniigiimii yapildiginda da

/4 T/4 o a2 1+/2
/ seced9=/ secf tanf + sec Hdez/ 1+ v2)
0 0 secf + tan 6 1 U

olarak bulunur. Boylece,

// z? +y? dA — (1—a®)In(1+ v/2)
B

x 3
elde edilir.

R3 i¢inde silindirik koordinatlar, her (z,y, z) € R? icin, r := ||(z,y, )| ve
pozitif x-ekseninden L((0,0,0); (z,y,0)) dogru pargasina saat yelkovaninin ters
yoniinde Olciilen ag1 6 olmak tizere,

T =rcosb, Yy =rsinb, z=z

doniigimleriyle tanimlanir. Bunlar kullanildiginda, ¢(r, 6, z) := (r cos 6, rsin 6, z)
olarak tamimlanan Cl-siifindan ¢ : {(r,6,2) € R* | r > 0} — R3 fonksiyonunun
Q:={(r,0,2) e R®|r >0, 0<6<2m, z€ R} iizerinde bire-bir oldugu; aym
zamanda da,
cosf —rsinf O-I
Ay =det |sinf rcosf 0] =r
Lo o 1

oldugundan, Z := {(r,0,z) € R3 | r = 0} kiimesi disgnda Ay # 0 kosulunun
saglandig: goriiliir. Boylece, her E' Jordan bélgesi i¢in Z N E kiimesi sifir-hacimli
oldugundan, Teorem 1.4.5 nedeniyle, ¢(E) bir Jordan bolgesi ve f ve f o ¢|Ay]
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fonksiyonlari, sirasiyla, ¢(F) ve E iizerinde integrallenebilir oldugunda (1.4.12)
esitliginin saglandig goriilmiis olur. Silindirik koordinatlardan kartezyen koordi-
natlara yukaridaki bigimde tanimlanan déniigtim formiilii dx dy dz = r dz dr df
olarak kisaltilacaktir.

Ornek 1.4.8. 22 +y%+ 2z = 4 paraboloidinin i¢inde, 22 — 2z +y? = 0 silindirinin
diginda, ve z = 0 diizleminin iizerinde kalan E bdlgesinin hacmini bulma prob-
lemi g6z 6niine alinsin. Bu durumda F kiimesi, tepe noktasi (0,0,4) olan ve
z-ekseni boyunca yukar1 dogru agilan z = 4 — 22 — y? paraboloidi ve tabam
(1,0) merkezli ve 1 yarigaph cember olan 22 — 2z + 3% = (z — 1)2 +3y?> -1 =0
silindiri tarafindan belirlenen bir Jordan bélgesidir. Bu nedenle Fj5 izdiigtimii,
22 + y? = 4 ¢cemberinin icinde ve 22 4+ y? = 2x ¢emberinin diginda kalir. Bu son
cember kutupsal koordinatlar kullanilarak 2 = 2r cos 6, yani r = 2 cos § olarak
betimlenebileceginden, silindirik koordinatlar ve Sonug 1.2.7 kullanilarak,

v = [[[ 1av = [[ / ddA

/2 2 3n/2 p2 11
= / (4—r2)rdrd9+/ / (4 —r®)rdrdd = ——
— 2cos 6 ™ 0 2

/2 /2
bulunur.

R? icinde kiiresel koordinatlar, her (z,y,z) € R3 igin, p := |(z,y,2)|,
pozitif z-ekseninden L((0,0,0); (z,y,0)) dogru pargasina saat yelkovaninin ters
yoniinde olgiilen a1 0, ve pozitif z-ekseninden (z,y, z) vektoriine 6lgiilen ag1 ¢
olmak iizere,

T = psinpcosb, y = psinpsinf, Z = pcosy

doniiglimleriyle tanimlanir. ¢(p, ,0) := (psin cos, psin @ sin 6, p cos ) olarak
tanimlanan Cl-smifindan ¢ : {(p,p,0) € R® | p > 0} — R? fonksiyonunun
Q:={(p,p,0) eR3| p>0, 0<p <7, 0<0 < 2n} iizerinde bire-bir oldugy;
ayni zamanda da,

[sin pcosf pcospcosf —psinpsin 9-|
Ay =det |singsind pcospsing psinpcosf | = p*sing
[ cos —psinp 0 J

oldugundan, Z = {(p,¢,0) € R* | p = 0, ¢ = 0,7} kiimesi disinda A, # 0
kogulunun saglandig1 kolayca goriiliir. Béylece, her E Jordan bolgesi i¢in Z N E
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kiimesi sifir-hacimli oldugundan, Teorem 1.4.5 nedeniyle, ¢(E) bir Jordan bolgesi
ve f ve f o ¢|Ay| fonksiyonlar, sirasiyla, ¢(E) ve E lizerinde integrallenebilir
oldugunda (1.4.12) esitliginin saglandig1 goriillmiis olur. Kiiresel koordinatlar-
dan kartezyen koordinatlara yukaridaki bi¢cimde tamimlanan déniigiim formiilii
dx dydz = p?sin p dp dp df olarak kisaltilacaktir.

Ornek 1.4.9. R? icinde Q := B3(0) ~ By(0) ise, kiiresel koordinatlar kul-
lanildiginda,

27 T 3
/// de:/ / / psin g cos 0(p? sin @) dpdp df = 0
Q 0 0o J2

olarak elde edilir.

Teorem 1.4.4 ve Teorem 1.4.5, kutupsal, silindirik, ve kiiresel koordinat doniigiim-
lerinin diginda birtakim degisken doniigiimleri i¢in de kullanilabilir.

Ornek 1.4.10. y=22—1,y=22+3,y= —=x, ve y = —z + 1 ile siurlanan F
bdlgesi tizerinde

/L sin(z + y) cos(2z — y) dA

integrali goz oniine alinsm. Her (z,y) € R? i¢in ¢(z,y) := (22 — y,x + y) olsun.
Cramer Kurali’'ndan?® dolay1, sabitlenmis her u,v € R i¢in, u =2z —y, v =x+y
sisteminin x ve y degiskenlerine gore tek bir ¢oziimii vardir; yani, ¢ fonksiyo-
nu R? iizerinde bire-birdir. Diger taraftan, C'-sinifindan oldugu bariz olan bu
fonksiyon,

2 -1

Ay(z,y) = ZE;Z;g = det {1 1 } =3#0

kogulunu saglar. Dolayisiyla, f(u,v) := cosusinv olmak {izere, verilen integral
(1.4.10) esitliginin sag yam olarak

/A sin(z + y) cos(2z — y) dA = %/[Ef o ¢z, y)Ag(x,y) d(z,y)

selinde ifade edilmig olur.
Simdi, y = 22 — 1 oldugunda v = 1, y = 22 + 3 oldugunda v = -3, y = —x
oldugunda v = 0, ve y = —x + 1 oldugunda v = 1 elde edildigi gdzlemlenirse,

9Bkz. [22, Theorem 2.104].
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¢(F) = [-3,1] x [0,1] olarak bulunur. Béylece, Teorem 1.4.4 kullamlarak,

1 1 1
// sin(x + y) cos(2x —y) dA = - / / sinv cos u du dv
B 3Jo J-3

1
= g(sinl +sin3)(1 —cos1)

sonucuna ulagilir.

Problemler

1. Asgagidaki integralleri hesaplayiniz:

2 ,V(4—2?) 1 px
) / / sin(z? +y?) dydz;  (b) / / V[3](2y — y*)? dy dz;
0 0 0 0

b T 2 k4
c) / / V(@2 +y?)dyde, 0<a<b; (d) / / sin(rz/(2y)) dy dx.
a 0 1 x

2. Asagida verilen her E bolgesi ve her f fonksiyonu igin, f f B f dA integralini hesaplayiniz:

(a)
(b)

22 4+ 42/3 < 1 kosulunu saglayan (x,y) € R? noktalarmdan olusan E bdlgesi
iizerinde, f(z,y) := cos(3z2 + y2);
koseleri (0, 0), (4,0), ve (4,2) noktalar: olan ti¢cgenle sinirlanan E bdlgesi iizerinde,

flz,y) == yV(z — 2y).

3. Asagida verilen her E bolgesi ve her f fonksiyonu igin, fffE f dV integralini hesaplayiniz:

(a)
(b)
(c)
4 (2)

(b)

(d)

(b)

22 4+ 9% 4+ 22 <6 ve z > 22 + y? kosullarini saglayan (z,y, z) € R? noktalarindan
olusan E bdolgesi iizerinde, f(z,vy,2) := 22;

22+ y2 4+ 22 <9, 22 +92 < 1, ve z > 0 kosullarim saglayan (z,y,2) € R3
noktalarindan olusan F bdlgesi tizerinde, f(z,y, 2) := €;

22 +y? 4+ 22 < 4, 2 > V(2% +93), ve £ > 0 kosullarim saglayan (z,v,2) € R>
noktalarindan olusan F bdlgesi tizerinde, f(z,y,2) := (z — y)=.

z2/a? 4+ y2/b% + 22/c% = 1 elipsoidi ile sinirlanan bélgenin hacminin 4rabe/3
oldugunu kanitlayiniz.

a, b, ¢, d pozitif gergel sayilar ve r?2 < d2/(b? + c?) olsun. y? + 22 = r2 ve
ax + by + cz = d ile sinirlanan bolgenin hacmini hesaplayiniz.

Her a > 0 igin, 22 + 22 = a? ve y? + 22 = a? silindirleriyle simirlanan bolgenin

hacminin 16a3/3 oldugunu gésteriniz.

a > 0 olmak iizere, 2 4+ y2 = a?, y2 + 22 = a2, ve 22 + 22 = a? silindirleriyle

siirlanan bélgenin hacmini hesaplayimiz.
K0§e1er1 (0 0) (2/3 —1/3), (1,0), ve (1/3,1/3) olan paralelkenar E olmak lizere,
ffE V/(x + 2y) dA integralini hesaplayiniz.

y= x/3 y= (:E 1)/3 y = —2z, ve y = 1—2z dogrulariyla sinirlanan paralelkenar
E olmak tizere, ffE [3](222 — 5xy — 3y?) dA integralini hesaplayiniz.
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(¢) Koseleri (1,1), (2,2), (2,0), ve (4,0) olan yamuk E olmak iizere,

// =)/ (w+a) g4
E
integralini hesaplayiniz.

(d) Eger fol(l —z)f(z)dx =5 ise,

1 x
/ / f(z —y)dydx
0 0

6. V C R"™ bir agik kiime ve siirekli-diferansiyellenebilir olan f : V — R fonksiyonu i¢in V'
tizerinde Ay # 0 olsun. Her xg € V igin,
Vol (f (Br(x0)))
r—0+ Vol (Br(x0))

integralini hesaplayiniz.

= |Ay(x0)|

oldugunu kanitlayiniz.

7. (a) Vol fonksiyonunun, R? iginde, rotasyon (dénme) altinda invaryant (degis-
mez) kaldigini ispatlayimiz: diger bir deyisle, eger ¢ fonksiyonu R? {izerinde bir
rotasyon'® ve E C R2 bir Jordan bdlgesi ise,

Vol (¢(E)) = Vol (E)
oldugunu gosteriniz.

(b) §1.1, Problem 3 (a), Vol fonksiyonunun, R” i¢inde, 6telenme altinda invaryant
kaldigin1 gosterir. Bunu ve (a) kisminda elde edilen sonucu kullanarak, yarigap:
olan bir kiirenin hacminin (4/3)7r3, yiiksekligi h ve taban yarigapi r olan bir dik
dairesel koninin hacminin ise 7r2h/3 oldugunu kanitlayiniz.

8. Her j =1,...,n i¢in, v; := (vj1,...,vjn) € R™ olsun.

Pvi,...,va)i={tivi+- - +tavn | her j=1,...,ni¢in ¢; € [0,1]}
kiimesi, {v; | j = 1,...,n} vektorleri tarafindan belirlenen paralelyiizlii olarak ad-
landirilir. Eger det (v1,...,vn) := det [ujx]nxn ise,

Vol (P(vi,...,vn)) = |det (vi,...,Vvy)|

oldugunu kanitlayiniz; bu formiili n = 2 ve n = 3 durumlarinda g6z oniine alarak,
sirasiyla, bir paralelkenarin ve bir doértyiizliiniin hacmini veren klasik formiillerle** uyus-
tugunu gosteriniz.
9. (a) fooo =% dz genellegtirilmis integralinin sonlu bir gergel sayiya yakinsadigini is-
patlayimiz.
(b) Eger (a) kismindaki integralin degeri I ise,

/2 N R
I? = lim/ / e " rdrdd
N — oo 0 0

egitligini kanitlayiniz.

1°Bkz. III/§1.1, Problem 6.
11Bkz. I1I/§1.1, Problem 5.
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oo
/ e dy = ﬁ
0 2
oldugunu gosteriniz.

Qp, n-boyutlu [—k, k] X --- X [—k, k] kiibiinii gdstersin.

Jim / o112 gy
k=00 Qk

degerini bulunuz.

10. H kiimesi konveks ve V kiimesi agik olmak iizere, H C V C R™ olsun, ve C!-siifindan
¢ : V — R™ fonksiyonu géz Oniine alinsin.

()

(b)

(c)

Eger E kiimesi H® kiimesinin bir kapali alt-kiimesi ve, x € V' ve yeterince kii¢iik
h vektorleri igin

en(x) i= ¢(x + h) — ¢(x) — Dg(x)(h)
ise, bu durumda h — 0 igin, F {izerinde diizgiin olarak e, (x)/|/h| — 0 yakin-
samasinin saglandigini kanitlayiniz.
HP icinde bir kapal: dikdértgen R ise ve bir x € R icin S := [D(x)] ! varsa, her
e > 0igin 6 > 0 ve M > 0 sabitlerinin ve bir T'(x,y) fonksiyonunun, her x,y € R
icin

Sop(x)—Sody) =x—y,

ve ||x —y|| < 6 oldugunda ||T'(x,y)|| < Me gerceklenecek bicimde var olduklarini
ispatlayiniz.
(a) ve (b) kisimlarinda elde edilenleri kullanarak, V' tizerinde Ay # 0, x € H®,
ve € sayis1 yeterince kiiglik ise, sadece H, ¢, n, ve € degerlerine bagh olan C: > 0
sayilarinin, ve bir § > 0 sayisinin, ¢ — 0 i¢cin C: — 1 ve x noktasi igerip
Vol (Q) < 6 kogulunu saglayan her Q@ C H kiibii igin Vol (S o ¢(Q)) < C¢|Q)|
gergeklenecek gekilde var olduklarini kanitlayiniz.
(c) kisminda elde edilen sonucu ve Problem 8’i kullanarak, eger V' {izerinde Ay # 0
ve x € H° ise, her j € N igin x € Q; ve j — oo igin Vol (Q;) — 0 kosulunu
saglayan her (Q;);en kiipler dizisinin, j — oo igin Vol (¢(Q;))/1Q;| — [Ag(x)]
ozelligini gergekledigini ispatlayiniz.

1.5 Birimin ayrisimlan

Bu kismin amaci, Oklidyen uzaylarin alt-kiimeleri iizerinde tanimh ve ‘yeterince
diizgiin’ olan fonksiyonlarin her biri ‘kii¢iik’ bir kiimenin diginda sifira esit olan
ayni tipte fonksiyonlarin toplami olarak ifade edilebileceklerini gostermek, ve
bunu kullanarak global olarak saglanan ve ifadesi bir 6énceki kisimda Teorem
1.4.5 ile verilen degisken doniistiirme formiiliinii kanitlamaktir.

Tanim 1.5.1. f:R” — R bir fonksiyon olsun.
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(i) f fonksiyonunun sifirdan farkl degerler aldig1 kiimenin kapanigina, yani

supp f := {x € R" | f(x) # 0}

kiimesine, f fonksiyonunun dayanag: denir.

(ii) Eger supp f kiimesi kompakt ise, f fonksiyonunun “kompakt dayanakl
oldugu,” sdylenir.

Ornek 1.5.2. Gercel eksen iizerinde
1, z€Q ise;
fz) = .
0, z¢ Q ise;
olarak tanmimlanan f : R — R fonksiyonu i¢in, supp f = R olur.

Ornek 1.5.3. Her z € R icin

(1, ze(0,1)ise;
flz) =4 2, ze(1,2) ise;
0, diger durumlarda;

olarak tamimlanan f : R — R fonksiyonu i¢in, supp f = [0, 2] olur.

Aciklama 1.5.4. Bir fonksiyonun dayanag tanim geregince kapali oldugundan,
Heine-Borel Teoremi nedeniyle, bir f fonksiyonunun kompakt dayanakli olmasi
i¢in gerek ve yeter sart supp f kiimesinin sinirl olmasidir.

Acgiklama 1.5.5. Eger f,g: R" — R ise,

supp (f +g) C supp f Usuppyg

olur: Gergekten, eger (f + g)(x) # 0 ise, f(x) # 0 veya g(x) # 0 olmak zorun-
dadir. Boylece,

{xeR"[(f+9)(x) #0} S {x eR" [ f(x) # 0} U{x e R" [ g(x) # 0}

oldugu goriiliir; bu ise, iki kiimenin birlesiminin kapanigi bu kiimelerin kapanigla-
rinin birlegimine egit oldugundan'? ve kapanis iglemi igerme bagintisi altinda
korundugundan,*3 supp (f + g) C supp f U suppg igermesinin saglanmasi an-
lamma gelir. Dolayisiyla, I1I/Teorem 1.3.18 (i) nedeniyle, kompakt dayanakli iki
fonksiyonun toplami da kompakt dayanaklidir.

12Bkz. III/§1.2, Problem 7 (b).
*3Bkz. III/S. 16, Problemler’den 6nceki son paragraf.
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p € N veya p = oo olsun. R™ iizerinde CP-smifindan*# olan ve kompakt
dayanakl f : R™ — R fonksiyonlarmin ailesi C?(R") ile gosterilecektir. Agk-
lama 1.5.5 nedeniyle, eger her j =1,..., N i¢in f; € CZ(R™) ise,

N
S fiec®ry)

j=1

gergeklenir—basit ancak 6nemli olan bu goézlem, bu kismin i¢inde sik sik kul-
lanilacaktir.

Eger f fonksiyonu (C*°-simifindan olmaktan daha kuvvetli bir nitelik olan)
analitik*® olma o6zelligine sahip ve kompakt dayanakli ise, f fonksiyonu 6zdes
olarak sifira esittir (bkz. Problem 4); dolayisiyla, C2°(R™) ailesinin sifir fonksi-
yonu diginda bir fonksiyon igerdigi yolundaki iddia, &sikir olmaktan uzak ve
kanitlanmaya muhtag bir énermedir: Teorem 1.5.8 ve Problem 7 ile, C2°(R"™)
ailesinin, sadece sifirdan farkl fonksiyonlar icerdigini degil, her kompakt kiimeyi
‘yaklagik olarak’ belirleyebilmek icin yeterli sayida fonksiyona sahip oldugunu
kanitlayacagiz.

Ik olarak, bir-boyutlu durumla baglayalim.

Lemma 1.5.6. Her a < b gercel sayilar ¢ifti i¢in bir ¢ € C°(R) fonksiyonu,
t € (a,b) i¢in ¢(t) > 0 ve t ¢ (a,b) igin ¢(t) = 0 olacak bigimde vardur.

Kanait. Gergel eksen {izerinde

eV ¢ 40 ise;
f(t) = o
0, t =0 ise;

*4Bkz. IIT/Tanim 2.1.1.

5V C R™ olmak iizere, eger f : V — R fonksiyonu V iizerinde C*°-smifindan ise ve Tay-
lor Formiilii’niin (bkz. I1I/Teorem 2.3.7) ifadesindeki Rp(a) := 5 D®) f(c;h) terimi igin
limy oo Rp(a) = 0 oluyorsa, bu durumda h := x — a i¢in

— @)+ Z 5 D) £ ) (15.1)

esitligi saglanir; (1.5.1) esitliginin sag yanindaki seriye, f fonksiyonunun a noktasindaki
Taylor serisi denir. Her a € V i¢in a noktasim iceren bir U agik kiimesi, f fonksiyo-
nunun a noktasindaki Taylor serisi her x € U igin f(x) degerine yakinsayacak bicimde
varsa, f fonksiyonu V iizerinde (reel-) analitik olarak adlandirilir. Bariz bigimde, her
analitik fonksiyon C°°-smifindandir; bu Onermenin tersi ise, genel olarak dogru degildir
(bkz. Problem 3). Reel-analitik fonksiyonlarla ilgili genis bilgi i¢in: bkz. [14].
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olarak tanmimlanan f : R — R fonksiyonu C*°(R) ailesine aittir, ve her j € N i¢in
£U)(0) = 0 olur (bkz. Problem 3). Dolayisiyla,

b(t) = e~ 1/(t=a)*e=1/(t=0* = ¢ ¢ (g, b) ise;
o 0, diger durumlarda;

olarak tamimlanan ¢ : R — R fonksiyonu, C*°(R) ailesine aittir, her ¢ € (a,b)
i¢in ¢(t) > 0 kogulunu saglar, ve supp ¢ = [a, b] 6zelligine sahiptir. O

Simdi de, yine bir-boyutlu durum igin olmak iizere, sifirdan farkli ve C*°-sinifin-
dan olup kiiciik bir aralik diginda her yerde sabit olan bir fonksiyonun var
oldugunu gorelim.

Lemma 1.5.7. Her § > 0 sayst i¢in R dzerinde C*°-sinifindan olan bir ¢
fonksiyonu, R dzerinde 0 < ¢ < 1, hert < 0 igin ¢(t) = 0, ve her t > § igin
¥(t) =1 olacak bigimde vardur.

Kanst. Lemma 1.5.6 kullanilip her ¢ € (0,6) icin ¢(¢) > 0 ve her ¢ ¢ (0,0) i¢in
@(t) = 0 kogullarim saglayan bir ¢ € C°(R) fonksiyonu segilerek, t € R igin

fot o(u) du
t) = % ——
O S du

olarak tanimlansin. Bu durumda, Integral Hesabin Temel Teoremi'® nedeniyle
¥ € C*(R) olur, tanimi nedeniyle ¢ fonksiyonu R {izerinde 0 < ¢ < 1 ozelligini

saglar, ve
0, t<0ise;
(t) = S e
1, ¢ >0 ise;

gerceklenir. 0

Artik, Lemma 1.5.6 ve Lemma 1.5.7 ile verilen bir-boyutlu sonuglar1 kulla-
narak, C2°(R") ailesinin sifirdan farkli fonksiyonlar igerdigini gosterebilecek du-
rumdayiz.

Teorem 1.5.8 (Urysohn Lemmasi’min C*°-uyarlamasi). H C R™ bir kompakt
kime, V. C R™ bir agik kiime, ve H C V olsun. Bu durumda, her x € R" i¢in
0 < h(x) €1, her x € H igin h(x) = 1, ve supph C V olacak bigimde bir
h € C(R™) fonksiyonu varder.

*6Bkz. [23, Theorem 3.13].
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Kamt. Lemma 1.5.6 kullamlarak, ¢t € (—1,1) icin ¢(t) > 0 ve t ¢ (—1,1) icin
¢(t) = 0 kosullarim saglayan bir h € C°(R) fonksiyonu alinsin. Her € > 0 ve her
x:=(z1,...,2,) € R" i¢in Q.(x) simgesiyle, n-boyutlu

Q:(x) :={y = (y1,...,yn) €ER" | her j=1,...,ni¢in |y; — z;| <e}

kiibii gosterilsin. Ayn1 zamanda

ge(y) =0 (L) 0 (L) (1.5.2)
€ €
tanimi yapilarak, tek-degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri icin gegerli olan Carpim
Kurali*7 nedeniyle, g. fonksiyonunun R” iizerinde C*°-sinifindan oldugu gozlem-
lensin. Bu durumda, R™ iizerinde g.(y) > 0 gergeklenir, B.(0) agik topuna
ait her y noktasi i¢in g.(y) > 0 saglanir, ve g. fonksiyonunun dayanag: Q.(0)
kiibiiniin bir alt-kiimesi olur. Ozel olarak da, g. € C>*(R™) oldugu goriiliir.
Simdi, bu g. fonksiyonlarimi &teleyerek elde edilecek fonksiyonlarmn toplam-
larini gbz oniine alip, dayanagi V' kiimesi {izerinde bulunan ve H iizerinde kesin
pozitif olan, C*°-smifindan bir fonksiyon kuracagiz.
Her x € H igin bir € := g5 > 0 sayis1, Q-(x) C V icermesi saglanacak bigimde
alinsin; diger taraftan her y € R” i¢in

hx(y) := ge(y — %)

olarak tammlanip, R™ tizerinde hy > 0, her y € B.(x) igin hx(y) > 0, her
Yy ¢ Q:(x) icin hx(y) = 0, ve hx € C°(R™) oldugu gozlemlensin. H kiimesinin
kompakt oldugu ve

Hc | B(x)

x€eH

icermesinin saglandigl g6z ¢niine alinarak, j = 1,..., N i¢in, x; € H noktalar:
ve €; 1= ex, sayilari,

HC B, (x1)U-+-U B¢, (xn)
gergeklenecek bigimde segilsin. Bunlar kullanilarak,
Q:=Q:(x1)U - UQey(xn) ve fi=hx, +-+hxy

seklinde tanimlansin.

17Bkz. (23, Theorem 2.13].
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Bariz bigimde, @ kiimesi kompakttir, @ C V igermesi saglanir, ve f fonksiyonu
R™ iizerinde C*°-smifindandir. Eger x ¢ @ ise, her j =1,..., N icin x ¢ Qc, (x;)
oldugundan, f(x) = 0 olur. Dolayisiyla, supp f C @ saglanir. Eger x € H
ise, bir j € {1,...,N} i¢in x € B¢, (x;) olacagindan, f(x) > 0 gergeklenir.
Kamt1 tamamlamak icin, o halde, f fonksiyonunu ‘diizlestirerek’ H iizerinde
6zdes olarak bire esit olmasim saglamak yeterlidir.

Kompakt olan H kiimesi tizerinde f > 0 oldugundan, Ekstremum Deger Teo-
remi*® nedeniyle, f fonksiyonu H {izerinde sifirdan farkli bir minimum degerine
sahiptir; yani bir 6 > 0 sayisi, her x € H igin f(x) > ¢ olacak gekilde vardir.
Lemma 1.5.7°den de, ¢t < 0 iken 9 (t) = 0 ve t > 0 iken 1(t) = 1 olacak sekilde
bir ¢ € C*°(R) fonksiyonu bulunur. Simdi h := ¢ o f olarak alinirsa, h € C2°(R"™)
oldugu, supp h C @ C V igermelerinin saglandigi, ve H tizerinde f > ¢ oldugun-
dan ayni kiime iizerinde h = 1 6zdegliginin de gerceklendigi goriiliir. Son olarak,
0 < ¢ < 1 olmasi ise, ayn1 ozelligin h i¢in de gecerli olmas: anlamina gelir. O

Teorem 1.5.8 yardimiyla, C*°-smifindan fonksiyonlar i¢in agagidaki ayrigim
teoremine ulagilir.

Teorem 1.5.9 (Birimin C*-ayrigmmlar1). Q@ C R™ bog-olmayan bir kime ve
{Vo | @ € I} ailesi Q kiimesinin bir agik ortilisi®® olsun. Her j € N igin,
asagidaki ozellikler dogru olacak bigimde, ¢; € C°(R™) fonksiyonlar ve a; € I
indisleri vardar:

(i) Her j € N icgin, ¢; > 0 olur.

(ii) Her j € N igin, supp ¢; C Vo, igermesi saglanar.

(iii) Her x € Q igin, E]oil ¢j(x) =1 gerceklenir.

(iv) Eger H C Q kiimesi kompakt ise, bir W 2 H agik kiimesi ve bir N tam

sayis, her j = N ve her x € W igin ¢;(x) = 0 olacak bigimde bulunur.
Ozel olarak, her x € W igin

N
Z%‘(X) =1

olur.

8Bkz. I11/Teorem 1.6.9.
19Bkz. III/Tanim 1.3.13.
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Kamit. Her x € Q2 icin,

XEWx CWxCV,
olacak sekilde, sinirli ve agik bir Wy kiimesi ve bir o € [ indisi alinsin. Bu
durumda W = {Wx | x € Q} ailesi Q kiimesinin bir agik ortiliigii olur, ve
Lindel6f Teoremi'nden® dolay1 W = {W; | j € N} olarak alinabilir. Dolayisiyla,
her j € N i¢in bir «; € I indisi,

Wj - WJ < Vaj
saglanacak bicimde bulunmug olur. Diger taraftan, Teorem 1.5.8 kullanilarak

her j € Nigin h; € C°(R™) fonksiyonlari, R iizerinde 0 < hy, < 1, W iizerinde
h; =1, ve supph C V,, olacak gekilde segilebilir. Simdi, ¢1 := hy ve j > 1 igin

¢j = (L—h1) (1 =hj-1)h;

olarak tanimlanirsa, her j € N i¢in, R™ tizerinde ¢; > 0 oldugu, ve ¢; € C°(R")
ozelliginin supp ¢; C supph; C V,, icermeleriyle birlikte saglandigy goriiliir.
Boylece, (i) ve (ii) kanitlanmg olur.

Ote yandan, tiimevarim kullanilarak, her k € N icin

j=1—(1—hy)-(1—hyg)

uMw

elde edilir. Eger x € Q ise, bir jo € N icin x € W, olacagindan, 1 — h;,(x) =0

olur. Béylece,
k
Z $p;j=1-0=1

esitliginin k > jg igin saglandlgl sonucuna ulagilir. Eger H kiimesi {2 kiimesinin
bir kompakt alt-kiimesi ise, bu durumda bir N € Ni¢cin H C Wi U.--- U Wy
gergeklenir. W := Wy U---U Wy denilirse, x € W olmasimin bir k& € {1, ...,N}
i¢in hy(x) = 1 olmasi gerektirdigi goriiliir; yani, her j > N i¢in ¢;(x) = 0 olur.
Dolayisiyla, her x € W igin

N e}

D six) =) ¢(x) =1

Jj=1 Jj=1

elde edilir. Sonug olarak, (iii) ve (iv) ozelliklerinin de saglandigi kanitlanmig
olur. O

20Bkz. I1I/Teorem 1.2.11.
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Q C R”™ kiimesinin bir &rtiiliigiinii meydana getiren V,, kiimelerinin her birinin
bostan farklh ve acik oldugu, ve siirekli ve kompakt dayanakli olan her ¢; fonksiyo-
nunun Teorem 1.5.9’un ifadesinde verilen (i), (ii), (iii), ve (iv) 6zelliklerini gergek-
ledigi bir (¢;)jen fonksiyonlar dizisine, birimin Q dzerinde {V, | o € I}
ortiliigiine bagimla bir (C°-) ayrisyma denir. Birimin, ¢; fonksiyonlar: C?()
ailesine ait olan () {izerinde bagimli bir ayrigimi, birimin ) dzerinde bir
CP-ayrisvma olarak adlandirilir. Teorem 1.5.9’dan o6tiiri R™ igindeki bogtan
farkli her 2 kiimesinin verilen her V acik ortiiliisii ve her p genisletilmis gergel
sayisi i¢in, birimin € {izerinde V ortiiliigiine bagimlh bir CP-ayrigim vardir.

Birimin CP-ayrigimlari, verilen bir fonksiyonu, en az kendisi kadar ‘diizgiinliige’
sahip ve dayanaklar1 daha kii¢iik olan fonksiyonlarin toplami olarak ayrigtir-
makta kullanilir. Ornegin, f fonksiyonu bir  C R™ kiimesi {izerinde taniml ve
(¢4)jen dizisi birimin € tizerinde {V,, | a € I} 6rtiliigiine bagiml bir CP-ayrigimi
ise, her j € Nicin f; := f¢; olmak iizere,

) = F0) D 05(x) = 3 FX)6;(x) =D fi()

esitlikleri her x € € i¢in saglanir: eger f fonksiyonu 2 iizerinde siirekli ve p > 0
ise, bu durumda her f; fonksiyonu da €2 iizerinde siirekli olur; eger f fonksiyonu
Q tzerinde siirekli-diferansiyellenebilir ve p > 1 ise, o zaman her f; fonksi-
yonu da €2 iizerinde siirekli-diferansiyellenebilirdir. Bu tiirden bir bakig acisi,
lokal olarak saglanan sonuglardan global olarak saglanan sonuglara gecebilmeyi
miimkiin kilar; eger verilen bir 6zelligin, 6rnegin, {2 i¢indeki kiigiik acik kiimeler
iizerinde gergeklendigi biliniyorsa, birimin € kiimesinin kii¢iik acik kiimelerden
olugan bir ortiiliisiine bagimli bir ayrigimi kullanilarak, benzer bir 6zelligin €2
kiimesinin tamaminin {izerinde de gerceklenecegi gosterilebilir.

Bu bakig agisindan hareket ederek, gimdi, Jordan bdlgeleri lizerinde tanim-
lanan Riemann integralinin simirli ve acik kiimelere—bu kiimeler Jordan bol-
geleri olmasalar bile—genigletilebilecegini gorecegiz. Genellegtirilmig integral*
kavraminin ¢ok-boyutlu benzeri olan bu genigletme igleminin ana fikri, simirh
ve agik bir V' C R" kiimesi iizerinde tanimli ve bu kiime {iizerinde lokal-
integrallenebilir olan, yani V kiimesinin i¢inde kalan her H kapali Jordan
bolgesi tizerinde integrallenebilen,?* bir f : V' — R”™ fonksiyonunu goz éniine
almaktir. Aynm1 zamanda, her x € V i¢in x € V, C V kosulunu saglayan bir
Vi acik Jordan bolgesi (Vy, ornegin, bir agik top olabilir) segilebileceginden, V'
icin bir {Vx | x € V} aqk ortiiliisii elde edilebilir, ve Lindeldf Teoreminden

21Bkz. I1I/Dipnot 5, s.56.
22Tek-degiskenli fonksiyonlar i¢in yapilan tanimla karsilagtirmak igin: bkz. II1/Dipnot 5, s.56.
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dolay1 bu ortilliisiin bir V := {V; | j € N} sayilabilir alt-6rtiiliigii vardir. Diger
taraftan da, Teorem 1.5.9 nedeniyle, birimin V iizerinde V ortiiliigiine bagiml
bir ayrigimi olan bir (¢;),en dizisi bulunabilir. f fonksiyonu V' tizerinde lokal-
integrallenebilir oldugundan, o halde, her f¢; fonksiyonu integrallenebilirdir. Bu
ise, f = Z;‘;l f¢; esitligi saglandigindan,

Lﬂwa—éﬂﬁw@ma

tanimini yapmanin anlaml olabilecegini akla getirir. Bu tanimi yapabilmek
igin, yukaridaki son esitlikle verilen serinin yakinsak olup olmadigini, ve eger
yakinsaksa g6z Oniine alinan birimin ayrigimi degigtiginde degerinin ayni kalip
kalmadigini belirlemek gereklidir. Agagidaki iki yardimer sonug, bu sorularin ce-
vaplaridir.

Lemma 1.5.10. V CR"™ sumrl ve agik bir kiime, ve

V:GVj
j=1

kosulunu gercekleyen V' i¢cindeki bostan farkl a¢ik Jordan bélgelerinin bir ailesi
V:={V;|j €N} olsun. f:V — R fonksiyonunun, V dzerinde sinerl ve her V;
tizerinde integrallenebilir oldugu varsayisin. Eder (¢;);en, birimin V dzerinde
V ortilistine bagumly bir ayrisima ise, bu durumda

;Aﬁmwww (1.5.3)

serisi mutlak yakinsaktar.

Kanit. V kiimesini iceren n-boyutlu bir dikdértgen R, ve M := sup,cy |f(x)]
olsun. Her j € N igin, ¢; fonksiyonunun dayanagi V; iizerinde oldugundan, ¢; f
fonksiyonu V; iizerinde integrallenebilirdir. Ayrica, N € N olmak iizere, eger
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E= Uévlej ise,

N
j=1

N
/V 6;(%) f(x) dx <g /E 165 (%) £ () dx

N
= [ Ziooreolix
Ej=1
N
< M/ > " 1e;(x)| dx < M Vol (E) < M|R| < oo
ES

oldugu goriiliir: (1.5.3) serisi, o halde, mutlak yakisaktir. O

Yakinsak oldugu Lemma 1.5.10 ile kanitlanan (1.5.3) serisinin degeri, ne goz
Oniine alinan birimin ayrigimina ne de V ortiiliisine baghdir.

Lemma 1.5.11. V C R" simrh, bostan farkl, ve ac¢ik bir kime olsun. R™
igindeki bostan farkle agik Jordan bolgelerinden olusan V = {V; | j € N} wve
W = {Wj | k € N} aileleri,

V =

ot
(@

‘/j:
1 k

Wy
1

J

kosulunu gerceklesin. f : V. — R fonksiyonunun, V dzerinde, sinirl ve lokal-
integrallenebilir oldugu varsayusin. Eger (¢;)jen ve (Vr)ken, swraswla, birimin
V dizerinde V ve W értiilislerine bagumly birer ayrisima ise, o zaman

jzzl Aj d)](x)f(x) dx = ; /Wk T,ka(X)f(X) dx (154)

olur.

Kanst. Lemma 1.5.10 nedeniyle, (1.5.4) ile verilen toplamlar mutlak yakinsaktir.
Problem 6’dan dolay1, (¢;r),ken dizisi birimin V iizerinde {V;NW;, | j, k € N}
ortiiliigline bagimh bir ayrigimidir. Dolayisiyla,

;;L%(X)%(X)]‘(x) dx
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serisi de mutlak yakinsak olur. Simdi, j € N sabitlensin. Bu durumda, supp ¢;
kompakt oldugundan bir N € N sayis;, & > N ve x € supp¢; oldugunda
¥ (x) = 0 olacak bigimde segilebilir. Boylece,

N
/Vj 65 (%) (x) dx = /V 61 ;wux)f(x) dx

N
- ; Amwk o (x) k(%) f(x) dx

P BRCCCHEE

elde edilir; bu ise,
Z_j/v GOt =3 3 [ el

esitliginin saglanmasi anlamina gelir. j ve k indislerinin rolleri degistirilip benzer
argiimanlarla

S [ o= 35" [ 0w )

egitligine de ulagilir. Seriler mutlak yakimsak olduklarindan, o halde, son esitligin
sagindaki ¢ift-seride toplamin sirasinin degistirilebilecegi géz 6niine alinarak is-
pat tamamlanir. O

Lemma 1.5.11 kullanilarak, sinirh ve agik bir V' kiimesi iizerinde lokal-integral-
lenebilen bir fonksiyonun integrali agagidaki bigimde tanimlanabilir.

Tanim 1.5.12. V C R™ siirly, bogtan farkli, ve agik bir kiime, ve f : V — R
fonksiyonu, V iizerinde, simirh ve lokal-integrallenebilir olsun. R"™ i¢indeki bogtan
farkli acik Jordan bolgelerinden olusan V := {V; | j € N} ailesi,

V:Gw
j=1

kogulunu gerceklesin. (¢;);en, birimin V' iizerinde V ortiiliigine bagimh bir
ayrigimi olsun. Bu durumda

(=3 [ 060100 dx
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degerine, f fonksiyonunun V iizerindeki integrali denir.

V bir Jordan bélgesi oldugunda Tanim 1.5.12'nin verdigi integral kavraminin
daha 6nce Tanim 1.2.1 (iv) ile verilen integral tanimiyla uyustugu, asagidaki teo-
remin igerigidir: bundan dolay1, Iy (f) yerine [|, f(x)dx yazilimim kullanmakta
bir sakinca yoktur.

Teorem 1.5.13. Ejer E kiimesi R™ i¢inde bostan farkl, acik bir Jordan bélgesi
ve [ : E— R fonksiyonu E tzerinde integrallenebilir ise, bu durumda

/ﬂww:mm
E

esitligi saglanar.

Kamit. € > 0 olsun. E bir Jordan bolgesi oldugundan, bir R O E dikdortgeni
tizerinde bir G :={Q1,...,Q,} ag,

S Qi <e (1.5.5)

QeNOE#D

olacak bicimde secilebilir.
H:= U Qe
QCE
olarak tamimlamirsa, H kiimesi kompakttir, ve (1.5.5) ve §1.1, Problem 4 (d)
nedeniyle Vol (E' \ H) < € gergeklenir.

M = supycp |f(x)| olsun. Her eleman1 E kiimesi tarafindan kapsanan ve
E = U2, R kosulunu saglayan bir dikdértgenler dizisi (R;)jen, ve birimin £
tizerinde V := {R} | j € N} ortiiliisiine bagiml bir ayrigimi (¢;) ey alinsm. H
kiimesinin kompakt oldugu kullanilarak bir N; € N sayisi, j > Ny ve x € H
oldugunda ¢;(x) = 0 olacak bi¢imde secilsin. Bu durumda, her N > N; i¢in

Fo0dx -3 65(x)f(x) dx| = F0dx =3 [ b)) dx
L i1/ R E /e

g/‘
E

<u [ 1—§j¢j(x>

< MVol(E\ H) < Me

dx

N
F0) = di(x)f(x)
j=1

dx
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oldugu goriiliir: bu ise, I (f) degerinin var ve [ f(x)dx integraline esit olmasi
demektir. 0O

Yeni tanimlarla, tiim sinirhi ve acik kiimeler i¢in gecerli olan agagidaki degisken
doniigtirme formiiliine ulagilir.

Teorem 1.5.14. V C R™ sinwrly, bostan farkl ve agik bir kime, ¢ : V — R
fonksiyonu V iizerinde bire-bir ve strekli-diferansiyellenebilir, ve ¢(V') kiimesi
swnarly olsun. Eger V dzerinde Ay # 0 ise, o zaman f fonksiyonunun ¢(V)
tizerinde ve (f o ¢)|Ag| fonksiyonunun V idzerinde integrallenebilir oldugu her
siarle f: (V) — R fonksiyonu igin

‘/ fwdu = [ F060)I84(0] dx

Kamit. Her a € V icin, Teorem 1.4.3 kullanilarak, W, C V ve

/Wa w)du = / F(6()) ]2 ()] dx (1.5.6)

gergeklenecek bigimde bir W, agk dikdortgeni segilsin. W := {W, | a € V}
olsun. Bu durumda W ailesi V i¢in bir agik ortiiliig olur, ve Lindel6f Teoremi
nedeniyle W = {W, | j € N} oldugu varsayilabilir. (¢;),en, birimin V iizerinde
W ortiiliistine bagimlh bir ayrigimi, yani

esitligi saglanar.

her j € Nigin supp; CW; CV, veher x € Vigin Y ¢,(x) =1
j=1
ozelliklerini saglayan C*°-sinifindan fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Teorem 1.1.16
sebebiyle, her ¢(W;) kiimesi bir Jordan bolgesidir. HI/§2.47 Problem g’dan, her
#(W;) kiimesi agiktir. Ve Problem 5 nedeniyle, (¢;0¢™1);jen dizisi birimin ¢(V)
tizerinde {¢p(W;) | j € N} agk ortiiligiine bagimh bir ayrigimidir. Tanim 1.5.12
ve (1.5.6) e§1thg1 kullanmilarak, o halde,

f(u) du = Z / Y (u)f(u) du

(W)

—Z/ 65 (%) F(6(x))| A (x)] dx
/f DIA ()| dx

(V)
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elde edilir. O

Artik, sifir-hacimli bir kiime iizerinde Jacobi determinantlar: sifir olan fonksi-
yonlar icin global olarak saglanan ve ifadesi Teorem 1.4.5 ile verilen kath integ-
raller i¢in degigken doniigtiirme formiiliinii kanitlayabilecek durumdayiz.

TEOREM 1.4.5'IN KANITI. V' := FE° \ Z denilerek, V kiimesinin agik ve simirh
oldugu gozlemlensin. Ayn1 zamanda ¢(E) D (V) oldugundan, ¢(V) kiimesi
de simirhdir. Hipotez nedeniyle, F \ E° C OF igermesi saglanir ve E N Z
kiimesi sifir-hacimlidir. Ayrica, §1.1, Problem 7 (a) sebebiyle, ¢(E ~\ E°) ve
¢(E N Z) kiimeleri de sifir-hacimli olur. £ = VU (EN Z) U (E \ E°) ve
o(E)=¢(V)UP(ENZ)UP(E \ E°) oldugundan, o halde, Teorem 1.2.8, Sonug
1.2.9, ve Teorem 1.5.14 kullanilarak,

o(E)

:/ F(6(x)) [ Ag(x |dx—/ F(6(2)) | A (x)] dx
s
esitligine ulagilir. O

Oklidyen uzaylardaki integrasyon teorisinin pratikteki kullanimlar1 agisindan
yeterince genel olan Teorem 1.4.5’in daha da geligtirilebilecegini not ederek, bu
kismi kapatacagiz: Riemann integrali yerine Lebesgue integrali kullamlarak, hem
(f 0 #)|Ay| fonksiyonuyla ilgili olan kosul hem de Ay # 0 sart1 kaldirilabilir. Bu
konuda detayli bilgi i¢in [2] ya da [19] kaynaklarina bakilabilir.

Problemler

1. Eger f,g:R"™ — R ise, supp (fg) C supp f N supp g oldugunu gosteriniz.
2. Eger f,g € C°(R") ise, fg ve her «a skaleri igin af fonksiyonlarinin da CZ°(R™) ailesine
ait olduklarini kanitlayiniz.
3. Gergel eksen iizerinde
7ty = {6*1”27 L0 ise;
0, t =0 ise;
olarak tanmimlanan f : R — R fonksiyonu goz 6niine alinsin.
(a) f € C>®(R) oldugunu ispatlayimz.
(b) Her j € N igin f)(0) = 0 oldugunu gostererek, f fonksiyonunun z = 0 noktasimi
igeren hicbir aralik {izerinde analitik olmadigini kanitlayiniz.

4. [ fonksiyonu R iizerinde analitik ve bir zg € R igin f(zo) # 0 ise, f ¢ CS°(R) oldugunu
ispatlayiniz.
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5. V. C R™ smirhh ve agik bir kiime, ¢ : V — R" fonksiyonu V {izerinde bire-bir ve
siirekli-diferansiyellenebilir, ve V' tizerinde Ay # 0 olsun. W := {W} | j € N} ailesinin
V igin bir acik ortiiliis ve, p > 1 olmak iizere, (¢;);jen dizisinin birimin V iizerinde
W ortiiliigine bagiml bir CP-ayrigimi oldugu varsayilsm. Bu durumda (¢; o (z)*l)jeN
dizisinin, birimin ¢(V') iizerinde {¢(W;) | j € N} acik 6rtiiliigiine bagiml bir Cl-ayrigim
oldugunu kanitlayiniz.

6. V kiimesi R™ icinde agqik, ve V := {V; | j € N} ve W := {W}, | k € N} aileleri V
icin birer ortiiliig olsun. Eger (¢;)jen ve (¥r)ken, sirasiyla, birimin V' iizerinde V ve
W ortiiliiglerine bagimli birer CP-ayrisimu ise, (¢;%y ) ken dizisinin birimin V' {izerinde
{V; N Wy | j, k € N} ortiiliigline bagimh bir CP-ayrigim oldugunu ispatlayimiz.

7. Verilen her H C R™ kompakt kiimesi igin, C°°-sinifindan fonksiyonlardan olusan bir
(¢j)jeN dizisinin
J—00

lim / ¢;(x) dx = Vol (H)
Rn,

olacak bigimde var oldugunu kanitlayimiz.

1.6 Gama fonksiyonu ve hacim

Bu kisimda gama fonksiyonu tanimlanarak, bu fonksiyon yardimiyla n-boyutlu
bir topun hacmini ve n! sayisinin yaklasik degerini veren formiiller elde edilecek-
tir.

Eger f : (0,00) — R fonksiyonu (0, 00) iizerinde lokal-integrallenebilir ise,

/OO FWdi= tim [ ft)ydr
0

z—0t Jz
Yy—o0

olarak verildigi hatirlanmalidir.?3 Bunu kullanarak, fooo et dt genellegtirilmis
integralinin her a > 0 i¢in yakinsak oldugu kolayca gosterilebilir.

Tanmim 1.6.1. Gama fonksiyonu, x € (0,00) degerleri icin, ilgili genellegti-
rilmis integral yakinsak oldugunda,

[(z):= / t" et at
0

olarak tanimlanir.

Tanimdan dolay1

23Bkz. I11/Dipnot 5, s. 56.
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ve t = u? degigsken doniisiimii yapilip §1.4, Problem g (c) kullanildiginda
I'1/2) = / t_l/Qe_tdt:2/ e du=/r
0 0

oldugu goriiliir. Daha da genel olarak, I'(z) degeri her x € (0, c0) i¢in tanimhdir.

Teorem 1.6.2. Herx € (0,00) i¢in I'(z) degeri var ve sonludur, ayni x dejerleri
icin T(x 4+ 1) = al'(x) egitligi saglanir, ve her n € N i¢in I'(n) = (n — 1)! olur.

Kanat. Integral iki parcaya ayrilarak,
1 00
I'(z) = / t* et dt +/ t"leTtdt = 1, + I,
0 1

olarak yazilsin. L’Hépital Kurali*4 nedeniyle her y € R icin

lim e ¥/2tY =0

t—o0
oldugundan, yeterince biiyiik ¢ gercel sayilar icin e %*~! < e /2 egitsizligi
saglanir; bu ise, Teorem 1.2.11 (i) nedeniyle, I5 integralinin her = € R igin sonlu
olmasi demektir.

I, integralinin z > 0 i¢in sonlu oldugunu gostermek maksadiyla, ilk olarak,
x > 1 oldugu varsayilsin. Bu durumda her ¢ € [0, 1] i¢in t*~1 < 1 olacagindan,

1 1 1
11:/ t””*le*tdtg/ etdt=1-—= <
0 0 e

gerceklenir: yani, I'(z) degeri her « > 1 i¢in sonlu olur. Simdi de, 0 < z < 1
oldugu kabul edilsin. Bu durumda z 4+ 1 > 1 saglanacagindan, I'(z + 1) degeri
sonludur. Kismi integrasyon kullanilarak da

tTe t |

x

I'(x) :/ t" et dt =
0

+ 1/ tretdt = lF(a:+ 1)

t=0 TJo x

elde edilir: dolayisiyla, I'(x) degeri 0 < < 1 oldugunda da sonlu olur.
Kullamilan son argiiman, her z € (0,00) i¢in I'(z + 1) = 2I'(z) esitliginin

saglandigim da kanitlar; bu egitlik ise, I'(1) = 1 oldugu goz 6niine alinip ard-

arda uygulandiginda, her n € N i¢in I'(n) = (n — 1)! sonucuna ulagtirir. O

24Bkz. (23, Theorem 2.18].
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Gama fonksiyonu, elemanter yontemlerle alinamayan bazi integralleri hesapla-
mak i¢in kullanilabilir.

Teorem 1.6.3. Eger x,y € (0,00) ise,
0 1
I'(z)T
/ ,nyl(]_ o ,U)asfl dv = (:E) (y)’
0 Iz +y)

(i)

~/2 I'(z)l'(y)
2x—1 2y—1 _

cos sin dp = ——=

/0 4 7Y T (@t y)

esitlikleri saglanar. Ozel olarak, her k > 2 tam sayisi igin,

(iii)

" P((k = 1)/2)0(1/2)
k—2
sin dp =
/ o L(k/2)
olur.
Kanat. (i) ile verilen esitligi gostermek igin, v = u/(1 4+ u) degisken doniigiimii
yapilarak

1 00 y—1 rz—1 du
oot F(Eg) (1-55)
AU (1—v)" dv A 1+u 1+u (14 u)?

oo 1 Tty
z/ u?! <7) du
0 1 +u

olarak yazilsin. Boylece, s = ¢t/(1 4+ u) ve w = su degigken doniigiimleri yapilip
Fubini Teoremi kullanilarak,

vy~ 1(1— ==L dy

/
00 oo z+y
A A [T 1 1—|—u) = =Lle=t dt du
/C>O /Oouy 1gaty—1,—s(ut1) 4o du,
o Jo
Aoo w=lg=s / u¥™ 1sye_5"du) ds
AOO elems /00 wy e dw) ds =T'(x)T'(y)

T(z+y)
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oldugu goriiliir. (i) ile verilen esitlik i¢in (i) kisminda v = sin® ¢ degisken
doniistimii yapilirsa,

/2 1 1 r r
/ cos? "t psin® "t pdp = < / (1 =) dy = T(@)l(y)
0 2 Jo 2T (x + y)

elde edilir. Son olarak, (ii) esitliginde x = 1/2 ve y = (k — 1)/2 durumlar goz
oniine alindiginda, (iii) esitligi gosterilmis olur. O

Gama fonksiyonu ile hacim arasindaki baglant1, asagidaki gibidir.
Teorem 1.6.4. Eger r > 0 ve a € R" ise, o zaman

27,,717.(.71/2
Vol (B,(a)) = "Tn/2)
olur.

Kanat. §1.1, Problem 3 (a) ve Sonug 1.2.7 kullamldiginda, B := B,(0) i¢in
Vol (B,(a)) = [51dx oldugu goriiliir. Sadelik agisindan n > 2 oldugu kabul
edilsin, ve lic-boyutlu uzaydaki kiiresel koordinatlarin R™ uzayindaki benzerleri
olarak, 0 < p<r, 0< O <2m,vej=1,...,n—2i¢in 0 < ¢; < 7 olmak iizere,
T1 = pCcosSyy, Tg = PSiny]cCcoss, T3 = psin(;sinpscosys, ...,
Tp_1 = psing; ---sing,_scosf, ve x, = psiny]---sinp,_osinf

degisken doniisiimii tanimlansin. Bu durumda, tiimevarimla, bu degisken donii-
simiiniin Jacobi determinanti

A= p" tsin™ 2y sin™ 3y - - - sin? @,z sin @, o (1.6.1)

olarak elde edilir. Teorem 1.4.5 ve Teorem 1.6.3 (iii) nedeniyle, o halde,

Vol(BT(a)):/ 1dx

B

T T T 21
= / / e / / PV sin™ "2 o1 - singn_odfde ... dpn_odp
o Jo o Jo

2 n s
_ 2 </ sin" 2 cpdgp) (/ singodap)
n 0 0

omr™ T((n—1)/2)0(1/2) T((n—2)/2)0(1/2) T1)I(1/2)

n T(n/2) T((n—1)/2) I(3/2)
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sonucuna ulagilir. Sadelegen garpanlar elenip T'(1/2) yerine v/« degeri konularak
da,

Vol (B, (a)) = 2™ <F"—2(1/2)> /2

n I'(n/2) ~ nl'(n/2)

olarak bulunur. O

Agiklama 1.6.5. Teorem 1.6.4 ile verilen hacim formiilii, bilinen klasik for-
miillerle uyugur: n =1 i¢in

2rmi/2
Vol (B, = — =2,
n =2 igin
2r2n
1(B,(0)) = = 7r?
Vol (B,(0)) = 5o = v
ve n = 3 icin
2r373/2 2r373/2 4

Vol (B,(0))

= =_7r

T 30(3/2)  (3/2)I(1/2) 3
olur.

Bu kismin kalan pargasinda, n! sayisi igin asimptotik bir yaklagim elde etmeye
yonelik yapilar gelistirilecektir. Ilk olarak, ileride kullanacagimiz ve kendi bagma
onemli olan klasik bir sonucu kanitlayacagiz. Bunun i¢in 6nce, baz kavramlar:
tanimlamak gerekmektedir.

E C R” bog-olmayan bir kiime ve her k € N i¢in f; : E — R fonksiyonlarin-
dan olugan bir dizi (fx)ken olsun. Eger her x € F igin f(x) := limg— o fx(X)
limiti varsa, “(fx)ken fonksiyonlar dizisinin f : F — R fonksiyonuna E {izerinde
noktasal yakinsadige,” sOylenir. Diger taraftan, eger her x € E ve k € N igin
fe(x) < fr+1(x) ya da fr(x) > frr1(x) ise, (fx)ren dizisi E iizerinde, sirasiyla,
noktasal artan ya da noktasal azalan olarak adlandirilir; E iizerinde nok-
tasal artan veya noktasal azalan bir diziye, E ilizerinde noktasal monoton
denir.

Tamimlar kargilagtirilirsa, diizgiin yakinsak?5 bir fonksiyonlar dizisinin nok-
tasal yakinsak oldugu goriiliir; agsagidaki 6nemli netice, bu Snermenin genel
olarak dogru olmayan tersinin gergeklendigi kogullar1 sabitler.

25Bkz. 111/§1.6, Problem g (b).
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Teorem 1.6.6 (Dini Teoremi). H C R™ bir kompakt kiime ve her k € N igin
frx : H— R siirekli fonksiyonlarindan olusan noktasal monoton bir dizi (fi)ken
olsun. Eger (fr)ren dizisi f fonksiyonuna H dzerinde noktasal yakinsiyorsa ve
| fonksiyonu H dzerinde stirekli ise, o zaman (fi)ken dizisi f fonksiyonuna H
tzerinde dizgin yakinsar.

Kamit. Genelligi bozmaksizin, H kiimesinin bogtan farkli ve (fy)gen dizisinin
H iizerinde noktasal artan oldugu varsayilabilir. ¢ > 0 olsun. Noktasal yakin-
sama tanimi kullanilarak her x € H igin bir Nx € N sayisi, & > Ny olmasi
|fe(x) — f(x)| < £/3 olmasim gerektirecek bicimde segilsin. Boylece, f ve fn,
fonksiyonlar1 H tizerinde siirekli olduklarindan, bir r := rx > 0 sayis1

y € HNB,(x) iken [f(x) =[] <5 ve [fn(0)- Il <y

gerceklenecek bigimde bulunur. Diger taraftan, H kiimesinin kompakt olmasin-
dan dolay: bir M € N saywis;, j € {1,..., M} oldugunda segilecek x; € H
noktalar1 ve r; := ry, > 0 sayilar igin

H Q L]\jBTj (Xj)

j=1
icermesi saglanacak bigimde vardir. Simdi, N := max{Ny,,...,Nx,, } ve x € H
olsun, ve k > N oldugu varsayilsin. Bu durumda, bir j € {1,..., M} indisi i¢in

x € By, (xj) ve k > Ny, olacagindan,
|f(x) = fe(®)] = f(x) = fr(x) < f(x) = fn,, (%)
SIf) = FEG)1+ 1 (x5) = fiv, (3%5)]

+ |fo (%) — foJ (%)
<S4i4i-
3 3 3
saglanir: bu egitsizlik ise, her x € H i¢in dogru oldugundan, (f)ren dizisinin f
fonksiyonuna H tizerinde diizgiin yakinsadiginmi gosterir. O

Simdi, n!/(n"*t1/2¢=") degeri icin bir integral gosterilisi elde edecegiz.

Lemma 1.6.7. Eger her x > 0 i¢in ¢(x) :==x —Inxz — 1 ise,

n! &
_ —n¢(1+t/\/n) dt
nnJrl/Qefn / n €

esitligi her n € N icin saglanar.
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Kamit. Tanim 1.6.1 ve Teorem 1.6.2 nedeniyle, her n € N i¢in
n!l=Tn+1)= / x"e " dx
0

olur. Once z = ny ve daha sonra y = 1+ t/v/n degisken doniisiimleri yapilarak,

o halde,
n! 1 s\
= el —z+n
1/ 2g—n \/nA (n) € dz
= \/n/ yre "D gy
OOO oo
— Vn / e~ gy — / e nd(Ft/Vn) gy
0 —V/n
elde edilir. O

Simdi de, Lemma 1.6.7’de elde edilen integralin limitini hesaplamakta kul-
lanilacak bazi egitsizlikler geligtirecegiz.

Lemma 1.6.8. Eger her x > 0 i¢in ¢(x) ==z —Inxz — 1 ise,
0<x<1igin (x—1)¢'(x) —24(x) >0
ve
z>1igin (z—1)¢' (z) — 2¢(x) <0
olur. Ayrica, bir mutlak M > 0 sabiti,

0<az<2igin ¢(x)>=M(x—1)> (1.6.2)

ve
x =2 i¢in ¢(x) = M(x—1) (1.6.3)

olacak bigimde vardr.

Kanat. p(x) :=2Inz — x4 1/z denilerek (x — 1)@’ (x) — 2¢(x) = () esitliginin
her x > 0 igin saglandigy; diger taraftan da, z # 1 igin ¢/ (x) = —(xz —1)?/2% < 0
olmasindan dolay1, ¥ fonksiyonunun (0, co) tizerinde azalan oldugu gézlemlensin.
Béylece, ¢(1) = 0 oldugundan, (0,1) araligy tizerinde ¢ > 0 ve (1,00) aralig
iizerinde 9 < 0 oldugu sonucuna ulagilir—ilk esitsizlik ¢ifti, o halde, kanitlanmig
olur.
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Ikinci esitsizlik ciftini kanitlamak maksadiyla, ilk olarak, Taylor Formiilii*®
nedeniyle x ve 1 degerleri arasinda kalan bir ¢ sayisinin,

(z-1? _ (x-1)

Blw) = 6(1) + &' (1w — 1) + 6" () =

olacak gekilde var oldugu goriilsiin: bu, 0 < x < 2 kosulunu saglayan tiim x
degerleri icin ¢(x) > (x — 1)?/8 esitsizligini gerektirir. Daha sonra, > 1 icin
¢(z) > 0ve x — oo durumunda ¢(x)/(z—1) — 1 olmasimdan dolay, ¢(z)/(x—1)
degerlerinin [2,00) aralig: {izerinde m gibi bir pozitif minimum degerine sahip
olduklar1 gozlemlensin: bu ise, M := min{m, 1/8} igin, (1.6.1) ve (1.6.2) egitsiz-
liklerinin gerceklenmesi anlamina gelir. U

Son yardimci sonug¢ olarak, Lemma 1.6.7’deki integralin limitini hesaplaya-
cagiz.

Lemma 1.6.9. Eger her x > 0 i¢in ¢(z) := v — lnx — 1, ve her n € N ve
t> —/n igin F,(t) := e ¢0H/V) ise o zaman

lim Fo(t)dt = / e /2 gt

n—o0 J_\/n —o00

olur.

Kamit. € > 0 olsun, ve n > a kogulunu saglayan her a > 0 ve n € N sayilar i¢in

o0 (oo} 2
‘/ Fo(t) dt—/ et /? dt‘
—n —Vn

<Sh+bLh+L+1

Va
. 642/2
/_ 9 (Fu(t) ) dt

—|—/ 642/2 dt
[t|>Va

e’} —Va
+/|mww+/ IF(t)] dt
Ve vn

a —

oldugu gozlemlensin: isteneni gérmek ic¢in, o halde, n ve a sayilar1 yeterince
bityiik oldugunda |I;| < e/4 esitsizliginin j = 1,2,3,4 i¢in saglandigim goster-
mek yeterlidir.

26Bkz. 111/ Teorem 2.3.7.
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Lemma 1.6.8 ile varligi kanitlanan sabit M olmak iizere, a > 0 sayis1 yeterince
biiyiik segilerek,

e M gr < £ OCe*Mtdt< = (1.6.4)
[t|>Va 4’ a 4’ o

ve

/ et /2gt < £ (1.6.5)
|t1>Va 4

esitsizliklerinin gergeklenmesi saglansin. (1.6.5) nedeniyle, |I3| < €/4 olur.

Simdi, j # 2 icin |I;| degerini kestirebilmek maksadiyla, t > —v/a sayisi
sabitlenerek z > 0 i¢in G(z) := e—ve(1+1/Va) fonksiyonu gbz 6niine alinsin. Bu
durumda, y := 1+ t/\/a? olmak iizere,

= o ) -ofie )

e~ T¢()
= (ly=1¢'y) - 26(y))

olur. Bu ise, Lemma 1.6.8 nedeniyle, z > a ve —va < t < 0 i¢in G’(z) > 0,
ve z > 0 ve t > 0 oldugunda G’(z) < 0 olmasi anlamina gelir. Dolayisiyla,
her t € (—va,0) i¢in n — oo durumunda F,(t) T e */2, ve her t € (0,00)
i¢gin n — oo durumunda F,(t) | et’/2 saglanir. Dini Teoremi ve §1.2, Problem
4’den, o halde, n — oo igin

Va Va o,
/ F(t)dt H/ e /2 dt
7\/a —Va

oldugu sonucuna ulagilir: yeterince biiyiik bir N € N sayisinin, n > N igin
|I] < e/4 gerceklenecek bigimde segilebilecegi béylece goriilmiig olur. Kamti
tamamlamak i¢in, j = 3,4 durumunda |I;| degeri de smirlanmalidir. Bu amagla,
n > max{N,a} oldugu varsayilsin. (1.6.2) ve (1.6.3) sebebiyle,

t2
—Vn<t<+vn icn <1+7>>nM—:Mt2
Vn n
ve
t>vn icin (1+i) aM-L > Mt
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gerceklenir. Bu ise, n > a oldugundan,

00 —Va
Tl + 1] :/ |Fn<t>|dt+/ IF(t)] dt
Vi vn

a —

o0
g/ e~ M dt—|—/ e Mt gy
Vag|t|<vn n

o0
</ e~ Mt dt—|—/ e Mty
[t|=>Va a

olmasi anlamina gelir: boylece, (1.6.4) gbz oniine alindiginda, |I3] + |I4] < €/2
esitsizliginin de saglandig: goriiliir.

Artik, n! sayisinin asimptotik degerini belirleyebilecek durumdayiz.

Teorem 1.6.10 (Stirling Formiilii). n dogal sayist yeterince biiyiik oldujunda,
n! = /(2m)n" Y 2e=" olur; diger bir ifadeyle,

I ! 1
m =
n— 00 \/(27T)nn+1/26—n

gerceklenir.

Kamit. §1.4, Problem g (c) ve t = v/2u degisken déniisiimii kullanilarak,
/ eV /2 gt = \/2/ e du = 2\/2/ e du = V(2r)
—o00 —o00 0
elde edilir. Lemma 1.6.7 ve Lemma 1.6.9’dan, o hélde,

lim n! — lim #/m e—nd(1+t/Vn) gy
n— oo \/(271-)”"-"-1/26—” n— oo \/(27‘-) —Vn

1 /00 i
\/(27T) —o0

sonucuna ulagilir. O

Problemler

1.

oo
t28_t2 dt = v
0 4

oldugunu gosteriniz.
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1
dx
———=Vr
A V(=Inz)

> t
/ em e dt = T(m)
—0o0

4. Yarigapt 7 olan dort-boyutlu bir topun hacminin 72r*/2, yarigapr r olan bes-boyutlu
bir topun hacminin ise 872r° /15 oldugunu gosteriniz.

esitligini kanitlayiniz.

oldugunu gosteriniz.

5. Teorem 1.6.4’tin kanitindaki (1.6.1) esitligini dogrulayinz.
6. n > 2 olmak lizere, n-boyutlu
E:={(z1,...,2n) ER" |23 /a? + 22 /a3 + --- + 22 /a2 <1}
elipsoidinin hacminin
Vol (B) = 201 an™™/7 anT"/2
nl'(n/2)
oldugunu kanitlayiniz.
7. n > 2 olmak lizere, n-boyutlu
Ci={(z1,...,2n) ER™ | (B/r) V(25 + - +27)

konisinin hacminin

N

T gh}

ohrn—1lp(n=1)/2
Vol ) = (e~ 1))

oldugunu ispatlayiniz.
8. Her k € N igin,

/ Iid(ﬂﬁlymwn)
Br(0)
degerini hesaplayiniz.

9. Eger f : B1(0) — R fonksiyonu diferansiyellenebilir, f(0) = 0, ve her x € B1(0) igin

IV <1 ise,
lim / If(x)|* dx
k—o0 B1(0)

limitinin var ve sifira esit oldugunu kanitlayiniz.

10. (a) T fonksiyonunun (0, c0) aralig: iizerinde diferansiyellenebilir oldugunu, ve bu ara-
lik lizerinde

o0
I(z) = / et Lintdt
0

esitliginin saglandigini ispatlayiniz.
(b) T fonksiyonunun, (0,c0) aralig: {izerinde, C*°-simifindan ve konveks?7 oldugunu
kanitlayimiz.

27Bkz. 111/§1.4, Problem 1o0.



2 Cok-degiskenli hesabin temel
teoremleri

Bu boliimde egriler ve yiizeylerle ilgili temel bilgiler verilerek, vektor hesabinin
esas sonuglar1 olan Green, Gauss, ve Stokes teoremleri ele alinacaktir.

2.1 Egriler

Sezgisel olarak egri kelimesinden, ‘diizgiin’ biikiimlii bir dogru, ya da bir uzun-
luga sahip olup ‘genigligi’ olmayan bir-boyutlu bir nesne anlagilir. Kesinlikten
uzak ve cok kisitlayici olan bu sezgisel kavrayigsi matematiksel bir alt-yapiya
kavusgturmak, bu kismin temel amaci olacaktir.

Eger I CR ve ¢ : I — R™ ise, I kiimesinin ¢ altindaki goriintiisliniin

dp(I) ={x € R™ | bir ¢t € I i¢in x = ¢(t)}

kiimesi oldugu hatirlanmalidir. R™ igindeki en basit egri tipi, b # 0 kosulunu
saglayan a,b € R™ noktalar: i¢in, b dogrultusundaki ve a noktasindan gegen ve
R kiimesinin ¢(t) := a+tb fonksiyonu altindaki goriintiisiinden olugan dogrudur
(bkz. Problem 2).

Dogru i¢in yapilan tanimdan hareket ederek bir egri gergel eksen {izerindeki bir
araligin siirekli bir ¢ : R — R™ fonksiyonu altindaki goriintiisii olarak tanim-
landiginda, bu tamimlamanin fazla genis oldugu goriiliir: [0, 1] birim araligin
orten olarak [0, 1] x [0, 1] birim karesinin iizerine génderen siirekli fonksiyonlar
vardir.* Bu tanmimlamay1 diizeltmenin bir yolu eg-yap: dondisimlerini (homeo-
morfizmleri)—yani, bire-bir, 6rten, ve siirekli olup tersleri de siirekli olan fonksi-
yonlari—kullanmaktir. Hedefledigimiz temel sonuglar acisindan egrilerin dife-
ransiyel yapilariyla ilgilenecegimizden, bir diger yaklagimi tercih ederek, egri-
leri diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 kullanarak tanimlayacagiz.

Ik olarak, kismi tiirev tanmimim? acik-olmayan kiimeler iizerinde tanimlanmis
fonksiyonlar1 da igerecek bicimde genisletecegiz.

*“Alan-dolduran egriler” olarak adlandirilan bu fonksiyonlarla ilgili bilgi igin: bkz. [4].
2Bkz. I1I/S. 5o.
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m,n,pe N, ECR" vef:=(f1,..., fm): E — R™ bir fonksiyon olsun. Eger
bir V' 2 E acik kiimesi ve her j < p icin j’inci mertebeden kismi tiirevleri V'
tizerinde var ve siirekli olup her x € E i¢in f(x) = g(x) esitligini saglayan bir
g:=1(91,.-.,9m) : V. — R™ fonksiyonu bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna “E ii-
zerinde CP-swnefindandir,” denir. Bu durumda f fonksiyonunun kisms tiirevleri
g fonksiyonunun kismi tiirevlerine egit olarak tamimlanmir: bir bagka ifadeyle,
k=1,2,...,n,7=1,2,...,m, ve x € E igin 0f;/0zk(x) := 0g;/0xr(x) olarak
verilir. Her p € N igin E {izerinde CP-simifindan olan bir f : £ — R™ fonksiyo-
nunun “E tizerinde C*-sinsfindan oldugu,” sdylenir.3 Ara-Deger Teoremi’nin4
ve Ortalama Deger Teoremi’'nin® E iizerinde C!-sinifindan olan fonksiyonlar icin
gecerli olduklar1 kolayca gozlemlenebilir.

Genel bir egriyi, asagidaki gibi tamimlayacagiz. p simgesi N kiimesinin bir
elemanini veya oo genigletilmis gercel sayisini gosterecektir.

Tanim 2.1.1. I, gergel sayilar i¢inde (sinirh veya sinirsiz) dejenere-olmayan bir
aralik ve ¢ := (¢1,...,0m) : I — R™ fonksiyonu I ilizerinde CP-sinifindan ve
I° flizerinde bire-bir ise, R™ kiimesinin C := ¢(I) alt-kiimesine (R™ iginde)
CP-sunfindan bir egri denir. Bu durumda (¢, ) swrali ikilisi C egrisinin bir
parametrizasyonu, ve C kiimesi (¢, 1) ikilisinin 4zi olarak adlandirilir. Her
j=1,....,mvetelign

zj = ¢;(1)

olarak tanimlanan denklemlere, C egrisinin (¢, I) parametrizasyonuyla belirlenen
parametrik denklemleri ad: verilir.

Ornek 2.1.2. R™ icinde, b dogrultusundaki ve a noktasindan gecen dogru,
I:=Rvehertelign ¢(t) :== a+ tb olmak tizere, (¢, I) parametrizasyonuna
sahip C*>°-smifindan bir egridir.

Pratikte kargilagilan birgok durum icin, egri kavramini daha da 6zellestirmek
gerekir.

Tanim 2.1.3. I := [a,b] kapali ve sirhi bir aralik olmak iizere, bir (¢,1)
parametrizasyonuna sahip CP-sinifindan bir C egrisine bir yay adi verilir. Bu
durumda ¢(a) ve ¢(b) noktalarma C yaymin ug¢ noktalar: denir; ¢(a) = ¢(b)
kosulunu saglayan bir yay, kapal: olarak adlandirilir.

3Kargilagtirmak igin: bkz. III/Tamim 2.1.1.
4Bkz. III/Teorem 1.6.10.
5Bkz. III/Teorem 2.3.2.
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Ornek 2.1.4. R” igindeki a ve b noktalarmi birlestiren L(a;b) dogru parcasi®
bir yaydir; x2._+ y? = a? bagimtisiyla belirlenen bir cember ise bir kapali yaydir
(ayrica bkz. Ornek 2.1.6).

Ug noktalar: hari¢ tutuldugunda, kendisini kesmeyen kapali bir yay basit
olarak adlandirilir. Jordan Egri Teoremi nedeniyle, basit kapali yaylara Jordan
egrileri de denir: bu teoreme gore R? icindeki bir C basit kapali yay1, R? diiz-
lemini, 0F = 0f) = C kosulunu saglayan sinirli ve baglantili bir £ kiimesinin?
ve sinirsiz ve baglantili bir  kiimesinin belirledigi iki pargaya ayirir (bkz. [10]).

Tanim 2.1.1 ile verilen egri kavrami, CP(R) ailesine ait fonksiyonlarin grafik-
lerini icerecek denli genigtir.

Ornek 2.1.5. I C R bir aralik ve f : I — R fonksiyonu I {izerinde CP-simifindan
olsun. f fonksiyonunun I iizerindeki grafigi R? icinde CP-simfindan bir egridir:
Her t € T igin &(t) := (¢, f(¢)) olarak tamimlanirsa, ¢ fonksiyonu I iizerinde
bire-bir ve CP-simifindan olur; aym zamanda da ¢(I) kiimesi, = degigskeni I -
zerinde degistiginde y = f(x) fonksiyonunun grafigini gosterir. (Bu durumda
(¢, I) parametrizasyonu, y = f(z) egrisinin dgikdr parametrizasyonu olarak
adlandirlacaktir.)

Eger CP-simfindan olan bir f : I — R fonksiyonu icin ¢(t) := (¢, f(t)) ya
da ¢(t) = (f(t),t) ise, ¢(I) egrisi bir bdriz egri olarak isimlendirilecektir;
dolayisiyla bir bariz egri, CP-simifindan bir f : I — R fonksiyonu igin, y = f(x)
va da x = f(y) esitligini saglayan (z,y) noktalarimn kiimesidir.

Ornek 2.1.5 nedeniyle, her bariz egri R? icinde bir egridir; bu énermenin tersi
ise, agagidaki 6rnegin gosterdigi gibi, genel olarak dogru degildir.

Ornek 2.1.6. 22 + y? = a2 cemberi R? icinde C*°-siufindan bir Jordan egri-
sidir: Verilen cember kutupsal koordinatlar kullanildiginda r = a geklinde tem-
sil edileceginden, kartezyen koordinatlara gegildiginde ilgili cember x = a cos 6,
y = asinf egitlikleriyle belirlenir. Bu durumda, I := [0,2x] olmak iizere her
t € I icin ¢(t) := (acost,asint) olarak tammlanan ¢ : I — R? fonksiyonu [
tizerinde C*°-smufindan ve [0, 27) lizerinde bire-bir olur; ayn zamanda da ¢([)
ailesi, 22 + y? = a? bagmtisi gergekleyen (z,y) € R? noktalariim kiimesidir.

Bir aralik iizerinde CP-smifindan olan gergel-degerli bir fonksiyonun grafigi
‘diizgiin’diir; bir bagka deyisle bu tiirden bir fonksiyon, grafiginin her noktasinda

6Bkz. I11/S. 4.
7Buradaki E kiimesi, bir Jordan bolgesi olmak zorunda degildir. Ilk olarak W.F. Osgood
tarafindan kesfedilen bu ilging olgu igin: bkz. [16].
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bir teget diizlemine sahiptir.® Ayni durum, CP-simifindan bir egri icin genel olarak
dogru degildir.

Ornek 2.1.7. I := [0, 27] olmak iizere, ¢(t) := (cos® ¢, sin® ) olsun. Bu durumda
¢ : I — R? fonksiyonu [ iizerinde C*°-simifindan ve [0, 27) {izerinde bire-birdir.
x = cos® t ve y := sin® ¢ denilerek yarim-ac1 formiilleri yardimiyla

2 2 _ 3 2 1
4yt = 7 €08 (2t)—|—4
egitligi gozlemlenirse, ilgili egrinin {izerindeki noktalarin baslangi¢ noktasina
olan uzakliklarimi belirleyen /(2% + y?) biiyiikliigiiniin, (t = 0,7/2,37/2,27
oldugunda alinan) 1 maksimum degeriyle (¢t = w/4, 3w /4,57 /4,77 /4 oldugunda
aliman) 1/2 minimum degeri arasinda degigtigi goriiliir. III/Teorem 1.4.10 ne-
deniyle I araligi baglantili ve ¢ fonksiyonu diferansiyellenebilir—dolayisiyla, sii-
rekli—oldugundan, IT1T/Teorem 1.6.8’den ¢(1I) kiimesi de baglantihdir. ¢(7) kiime-
si, (1,0) noktasindan baglayip saat yelkovaninin ters yoniinde 9B (0) siirindan
0B /5(0) smirina hareket ederek geriye donen, dort-késeli bir yildiz goriiniimiin-
dedir; ¢ parametresi 0 ile 27 arasinda degistiginden, ilgili egri bir tam dolanim
yapar. (Bu egri, kartezyen denklemi x2/3 4 y2/3 = a?/3 olan ve astroid olarak
adlandirlan egrilerdendir.)

Egrilerin teorisini inceleme igine, bir egrinin ‘uzunlugunu’ tanimlayarak bagla-
yacagiz. (Bu tamimin geometrik anlami igin, Teorem 2.1.22 goz Oniine alin-
malidir.)

Tanum 2.1.8. Bir parametrizasyonu (¢, I) olan, CP-smifindan bir yay C olsun.
C yaymin, (¢, I) parametrizasyonuyla dlgiilen, yay uzunlugu

Ly = [l wia
olarak tanmimlanir.

Ornek 2.1.9. Yaricap: a olan bir C cemberinin Ornek 2.1.6 ile verilen parametri-
zasyonu (¢, I) ise, her ¢ € [0,27] igin ||¢/(¢)|| = a oldugundan, L(C) = 27wa olur.

Aciklama 2.1.10. Ornek 2.1.9, parametrizasyonlar1 belirleyen fonksiyonlarm,
tamim kiimelerinin icleri iizerinde bire-bir olma sartiyla ele alinmalarinin ne-
denini de agiklar: eger ¢ fonksiyonu (0,27) {izerinde bire-bir olmasaydi, baz
kisimlar1 bir kereden fazla ¢izilmis olacagindan, verilen ¢cember ¢evre uzunlugun-
dan biiyiik bir yay uzunluguna sahip olurdu.

8iki-degiskenli fonksiyonlar igin: bkz. I1I/Teorem 2.2.15 & I1I/§2.4, Problem 8.
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Eger ¢’ fonksiyonu kapali ve simirh bir aralk {izerinde siirekli ise, Teorem
1.2.6 nedeniyle, ||¢’(¢)|| fonksiyonu aymi aralik iizerinde integrallenebilirdir; bun-
dan dolay1, CP-siifindan bir C yayinin her parametrizasyonu icin, L(C) degeri
sonludur. Bu 6zellik, bir araligin stirekli bir goriintiisii olan9 ya da agik bir a-
raligin goriintiisii olarak belirlenen bir C kiimesi igin genel olarak gegerli degildir
(bkz. Problem 4).

C, bir [a, b] arahig {izerinde y = f(x) esitligiyle belirlenen ve asikar parametri-
zasyonu (¢, I') olan bir bariz egri oldugunda, Tamim 2.1.8 ile verilen yay uzunlugu

b
L) = / VL + (f'(2)?) da

bigimine girer.

En basit egrilerin bile birgok farkli parametrizasyona sahip olabilecekleri, goz-
den kagirilmamalidir. Ornegin R? icindeki {(z,y) € R? |y = 2, 0 < = < 1}
dogru pargast, (0, 1] lizerinde ¢(¢) := (¢,¢) ile, (0,2] tizerinde ¥(t) := (¢/2,t/2)
ile, ve [1,00) tizerinde o(t) := (1/t,1/t) ile verilen parametrizasyonlarin izidir.
Bu fonksiyonlarin hepsi de ayni dogru pargasini ¢izmelerine karsin, her biri bu
dogru parcasini farkli bir bigimde ¢izer: ¢ fonksiyonu ilgili dogruyu ¢ fonksiyo-
nuna nazaran ‘iki kat daha yavasg’ ¢izerken, o fonksiyonu séz konusu dogruyu ¢
fonksiyonundan ‘geriye dogru’ ¢izmis olur. Bir C egrisinin bir (¢, I') parametrizas-
yonu, o halde, C egrisi lizerindeki noktalar1 belirlemenin yollarindan biridir.

Farkll parametrizasyonlar1 gz oniine alindiginda bir C egrisinin L(C) yay
uzunlugunun ayni kalip kalmadigi, dogal bir sorudur. Bu soruyu yanitlamaya,
ayni bir yayin herhangi iki parametrizasyonunun birbirlerine bir-boyutlu bir 7
degigken doniiglimii ile bagh olduklarini gistererek basglayacagiz.

Lemma 2.1.11. [ ve J kapalr ve sinwrly araliklar, ve ¢ : I — R™ fonksiyonu
bire-bir ve strekli olsun. Bu durumda sirekli bir ¢ : J — R™ fonksiyonunun
o(I) = Y(J) esitligini saglamast i¢in gerek ve yeter sart, ¥ = ¢ o 7 olacak
sekilde J kiimesinden I kiimesine tanimly stirekli ve drten bir T fonksiyonunun
var olmasidar.

Kamt. I arahigr kapali ve sinirli ve ¢ fonksiyonu bu aralik tizerinde bire-bir ve
siirekli oldugundan, I11/§1.6, Problem 5 nedeniyle, ¢ ~! fonksiyonu ¢(1I) kiimesin-
den I kiimesine siirekli ve értendir. Eger ¢(J) = ¢(I) ise, o halde, 7 := ¢~ 0 4}
fonksiyonu J kiimesinden I kiimesine siirekli ve érten olur.

Tersine, J kiimesinden [ kiimesine siirekli ve érten her 7 fonksiyonu igin,
¥ = ¢ o 7 fonksiyonu J kiimesinden ¢(I) kiimesine siirekli ve ortendir: yani,
W(J) = ¢(I) gergeklenir. O

9Siirekli olmasina ragmen, alan-dolduran bir egrinin (bkz. Dipnot 1) uzunlugu sonlu degildir.
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Dolayisiyla, eger (¢, I) ve (¢, J) ikilileri aym bir yayin CP-simifindan parametri-
zasyonlar: ve ¢ fonksiyonu bire-bir ise, ¢ = ¢ o 7, veya buna egdeger olarak,
T = ¢~ L o) olacak sekilde bir siirekli 7 : J — I fonksiyonu vardir—bu fonksiyonu
J kiimesinden I kiimesine ge¢is fonksiyonu olarak adlandiracagiz. Eger gecis
fonksiyonu CP-smifindan ise, Zincir Kurali*® nedeniyle, her v € J igin

¥ (u) = ¢/ (7(w))7' (u) (2.1.1)

esitligi de saglanir.
Artik, sifirdan farklh bir tiireve sahip gegis fonksiyonlar: icin, yay uzunlugu
taniminin secilen parametrizasyona bagl olmadigini gdsterebilecek durumdayiz.

Teorem 2.1.12. Eger (¢,1) ve (v,J) ikilileri ayny bir yaywmn CP-sinifindan
parametrizasyonlar: ise, ayni zamanda da J kiimesini I kiimesine orten olarak
gonderen ve her u € J i¢in 7' (u) # 0 kosulunu saglayan bir T fonksiyonu igin
1 = ¢ oT oluyorsa, o zaman

l 16/ (8) | dt = / 1/ ()] du

gerceklenir.
Kamit. Hipotez nedeniyle, 7(J) = I olur. Bu ise, (2.1.1) esitligi ve Teorem
1.4.4’den,

Jre@na= [ gl [ o= [ )
olmasi1 demektir. O

Acgiklama 2.1.13. Teorem 2.1.12’nin hipotezindeki 7/ # 0 kosulu, J kiimesinin
sonlu sayida noktasinda zayiflatilabilir (bkz. Problem 8).

Bir C egrisinin farkli parametrizasyonlarim ¢(t) vektérini bu egri boyunca
yol alan bir parcacigin ¢ zamanindaki konumunu olarak yorumlamak, faydal
bir diistinme bigimidir: C egrisinin farkli parametrizasyonlari, bu durumda, iz-
leri (veya, geometrik tasiyicilar) aym olan, fakat kimi daha ‘hizli’ ya da kimi
daha ‘yavag’ tezahiir eden, yahut kimi ‘ileriye dogru’ veya kimi ‘geriye dogru’
belirlenen ve hepsi de C egrisini ¢izen degisik hareket bigimlerini gosterirler.

1°Bkz. III/Teorem 2.2.20.
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Teorem 2.1.14. (¢, I) ikilisi CP-sunasfindan bir C egrisinin bir parametrizasyonu,
ve bir tg € I° igin xo := ¢(tg) olsun. Eger C boyunca yol alan bir par¢acigin t
zamamndaki konumunu ¢(t) gosteriyorsa, o zaman ||¢' (to)|| dejeri bu parcacigin
xo konumundaki siiratidir; ayni zamanda da @' (tg) vektori, ¢'(to) # 0 iken, X
konumundaki hareket dogrultusunu gosteren bir vektordir.

Kamit. ty € I° olsun ve, yeterince kiigiik her h > 0 sayisi igin,

P(to +h) — d(to)
h

oraninin C egrisi boyunca devam eden hareket dogrultusunda bir vektori gos-
terdigi gozlemlensin. Ilgili parcacigin siiratini hesaplamak amaciyla, C := ¢(I)
egrisinin dogal parametrizasyonu, her t € [a,b] i¢in

o= () = / 16/ (w)|| du (2.1.2)

olarak tammmlansin. Bu durumda, Integral Hesabin Temel Teoremi'* nedeniyle,

ds/dt = 0'(t) = ||¢'(t)|| gergeklenir: s yay uzunlugunun zamana gore degisiminin
to Anindaki degeri, yani parcacigin xo konumundaki siirati, o halde, ||¢'(to)]|
olur. 0

Tiirevle ilgili temel 6zelliklerden dolayi, CP-sinifindan olan her bariz egri ‘diiz-
giin’diir; yani, her noktasinda bir teget dogrusuna sahiptir. Ornek 2.1.7’de verilen
astroid, genel bir egri i¢in ayni durumun her zaman gegerli olmadigini gosterir.
Diger taraftan, eger (¢, I) ikilisi bu egrinin bir parametrizasyonu ise, ¢(I) as-
troidinin bir tegete sahip olmadigr noktalarda, yani ¢ = 0,7/2,37/2, 27 igin,
@'(t) = 0 olur. Agagidaki sonug, bu durumun bir rastlanti olmadigim kamtlar.

Teorem 2.1.15. Eger (¢,1) ikilisi R? i¢indeki CP-simfindan bir C egrisinin
bir parametrizasyonu ise, ve bir tog € I° icin ¢'(to) # 0 oluyorsa, o zaman C
egrisinin (xo,yo) := @(to) noktasinda bir tejet dogrusu vardar.

Kanat. ¢ fonksiyonunun bilegenleri (¢4, ¢2) olsun. Hipotezden dolay1 ¢'(tg) # O
saglandigindan, ¢ (tg) # 0 oldugu varsayilabilir. Simdi F(x,t) := ¢1(t) — x
denilerek Kapali Fonksiyon Teoremi*® kullanilirsa, x¢ noktasini igeren bir Jy agik
araliginin ve siirekli-diferansiyellenebilir bir g : Jy — I fonksiyonunun, = € Jy
icin ¢1(g(x)) = x ve g(xg) = to olacak bigimde bulunabildikleri goriiliir. Her

11Bkz. [23, Theorem 3.13].
*2Bkz. III/Teorem 2.4.10.
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x € Jy igin y = f(x) := ¢3 0 g(x) olarak tanimlanan f fonksiyonunun grafiginin
g(Jo) tizerinde—yani, (zg, yo) noktasinin civirinda—¢ egrisinin iziyle ayni oldugu
boylece elde edilmig olur: C egrisinin, o halde, (zo,yo) := ¢(t9) noktasinda bir
teget dogrusu vardir. O

Tanim 2.1.16. (¢, ) ikilisi CP-siifindan bir C egrisinin bir parametrizasyonu
olsun.

(i) Eger bir tg € T igin ¢'(tg) # 0 ise, (¢, I) parametrizasyonu to noktasinda
diizgiin olarak adlandirilir.

(ii) Eger (¢, ) parametrizasyonu I kiimesinin her noktasinda diizgiinse, diiz-
giin olarak isimlendirilir; bu durumda ¢’ fonksiyonuna, C egrisinin (¢, I)
parametrizasyonu tarafindan belirlenen teget vektori denir.

(iii) Diizgiin bir parametrizasyona sahip ve kapali bir yay olmayan, ve eger
kapali bir yay ise bir (¢, [¢, d]) diizgiin parametrizasyonunun ayni zamanda
Y'(¢) = ¢'(d) kosulunu da sagladigi, bir egri diizgiin olarak adlandirilir.

Aciklama 2.1.17. Tanim 2.1.16 nedeniyle, diizgiin bir parametrizasyona sahip
bir egri diizgiindiir. Bu 6nermenin tersi ise, yaylar i¢in bile, genel olarak dogru
degildir; bir bagka deyisle, her diizgiin yayin diizgiin-olmayan bir parametrizas-
yonu bulunabilir: Gergekten, eger (¢, [a, b]) ikilisi diizgiin bir C yayimin bir diizgiin
parametrizasyonu ise, bir degisken doniimii yardimiyla genelligi bozmaksizin
0 € (a,b) kosulunun saglandig1 varsayilarak, J := (v/[3]a, V/[3]b) ve her t € J i¢in
P(t) == ¢(t3) olarak alinirsa, (1,.J) ikilisinin de C yaymim bir parametrizasyonu
oldugu goriiliir; ancak bu parametrizasyon, t = 0 i¢in ¢/(t) = ¢'(t3) - 3t2 = 0
oldugundan, diizgiin degildir.

Boylece, parametrizasyon degisimlerinin hangi kogullar altinda diizglinligi
koruduklar: sorusunun anlamli oldugu goriiliir. Bu soruyu yanitlamak igin, ayni
bir egrinin (¢, I) ve (¢, J) gibi iki parametrizasyonu, ¢ fonksiyonu bire-bir ve
(¢, I) parametrizasyonu diizgiin olmak tizere, g6z oéniine alinsin. Bu durumda,
eger J kiimesinden I kiimesine gegis fonksiyonu olan 7 diferansiyellenebiliyorsa,
(2.1.1) nedeniyle, (1, J) parametrizasyonunun diizgiin olmasi igin gerek ve yeter
kosul her u € J i¢in 7/(u) # 0 olmasidir. Agagidaki tanim, o halde, anlamlidir.

Tanmim 2.1.18. Eger CP-smufindan olan (¢, I) ve (1, J) ikilileri ayn1 bir egrinin
iki diizgiin parametrizasyonu ise, ayni zamanda da CP-sinifindan olup J kiimesin-
den I kiimesine tanmiml, ¢p = ¢ o 7 ve 7(J) = I kosullarim saglayan, ve her
u € J i¢in 7/(u) # 0 olan bir 7 fonksiyonu varsa, bu durumda (¢, I) ve (3, J)
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parametrizasyonlarimin “diizgtince denk olduklar1,” soylenir. Bu durumda 7
fonksiyonu J kiimesinden I kiimesine geg¢is fonksiyonu olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.12 nedeniyle, bir egrinin yay uzunlugu ayni egrinin diizgiince denk
parametrizasyonlar: altinda degismeden kalir. Diger taraftan da, 7/ fonksiyonu
siirekli ve sifirdan farkl oldugundan, ya J iizerinde 7" pozitif olur ya da J lize-
rinde 7/ negatiftir; diizgtince denk olan iki parametrizasyon arasindaki bir 7 gegis
fonksiyonu, o halde, her zaman bire-birdir.

Tanmim 2.1.19. Bir parametrizasyonu (¢, I) olan, R™ i¢inde bir diizgiin yay C,
ve g : C — R fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda g fonksiyonunun C iizerindeki
egrisel integrali

/ gds = / a(6() 16/ (1)) dt (2.1.3)
C I
degeridir.

Her x € [a,b] i¢in y = f(z) esitligini saglayan (x,y) € R? noktalarmimn be-
lirledigi bir bariz C egrisi igin (2.1.3) egrisel integrali,

b
/ gds = / g, F@)W QA+ |f (@)2) da
C a

sekline doniigiir. Ayni zamanda, Tanim 2.1.8 sebebiyle, g = 1 oldugunda (2.1.3)
egrisel integrali C egrisinin yay uzunluguna esit olur. Bu esitlik ds yazilimimin
anlamini da agiklar: bu durumda s parametresi (2.1.2) ile verilen yay uzunlugunu
gbstermis olur ve, Integral Hesabin Temel Teoremi nedeniyle, ds/dt = ||¢/(t)]|
gerceklenir. Ayrica, bir g fonksiyonunun bir egri iizerindeki egrisel integralinin
diizgiince denk parametrizasyonlar altinda degismeden kaldig1 da not edilmelidir
(bkz. Problem 8).
Egrisel integral bir-boyutlu bir integral oldugundan, klasik integrasyon teknikle-

riyle hesaplanabilir.

Ornek 2.1.20. I := [0,7/2], her t € I igin ¢(t) := (cost,sint), C := ¢(I), ve
g(x,y) =2z +y ise, ||¢'(¢)|| = ||(—sint, cost)| = 1 oldugundan,

w/2
/gds:/ (2cost +sint)dt = 3
c 0

olur.
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En basit uygulamalar i¢in bile, birim karenin sinir1 olan 9([0, 1] x [0, 1]) egrisi
gibi, diizgiin olmayan fakat sonlu sayida diizgiin parcanin birlesimi olarak ifade
edilebilen egrilerle caligabilecek kadar zengin bir egriler teorisine ihtiyag¢ duyu-
lur; simdi, buraya kadar gelistirilen teoriyi bu tiirden egrilere dogal bir bigimde
genigletecegiz.

Her j = 1,..., N igin R™ uzaymn bir C; alt-kiimesi bir diizgiin egri ya da
bir diizgiin yay ise, ve her j # k icin ya C; ve Ci, ayriksa ya da tek bir noktada
kesigiyorlarsa, bu durumda R™ uzaymm C := U;V:1 C; alt-kiimesine, sirasiyla,
bir parcgaly diizgiin egri ya da bir parcaly diizgiin yay adi verilir. Pargali
diizgiin bir egri, o halde, 0 < a? < 22 + y? < b? halkasinin s gibi ayrik
diizgiin pargalardan, ya da ([0, 3] x [0, 3]) ~ ([1,2] x [1,2]) delikli karesinin sinir1
gibi kogeli ve baglantili olan ayrik pargalardan olusabilir.

C:= Ujvzl Cj, bir parcali diizgiin egri olsun. C egrisinin bir parametrizasyo-
nundan, C; egrilerinin (¢;, I;) diizglin parametrizasyonlarinin bir ailesi anlagila-
caktir. C egrisinin U;V:l(qﬁj,lj) ve Uévzl(i/}j, J;) gibi iki parametrizasyonunun,
eger her j € {1,...,N} igin (¢,,I;) ve (¢;,J;) parametrizasyonlar1 diizglince
denk ise, “diizgiince denk olduklari,” sOylenecektir. Son olarak, eger C bir
parcali diizgiin yay ise, C egrisinin yay uzunlugu

L(C) := ZL(Q)

olarak; bir siirekli g : C — R fonksiyonunun C {izerindeki egrisel integrali ise

N
gds = / gds

bi¢giminde tanimlanacaktir.

Ornek 2.1.21. [0,1] x [0,1] birim karesinin C smirmi olusturan dért diizgiin
parga, t € [0,1] olmak iizere,

¢1(t) = (t’0)7 ¢2(t) = (Lt): ¢3(t) = (t’ 1)7 ¢4(t) = (Ovt)

seklinde parametrelenebilir; boylece, j = 1,2, 3,4 igin || ¢; ()|l = 1 oldugu gériiliir.
g(z,y) == 2% 4+ y3 ise, o halde,

1 1 1 1 19
/gds:/ tht+/ (1+t3)dt+/ (t2+1)dt+/ t3dt = —
c 0 0 0 0 6

olarak bulunur.
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CP-smifindan olmayan baz egrilerin yay uzunluklarinin, egri iizerindeki sonlu
tane noktanin belirledigi dogru pargalarinin uzunluklar: toplamini ilgili yay uzun-
lugu i¢in bir yaklagim kabul ederek hesaplanabileceklerini gostererek, bu kismi
kapatacagiz. Bir parametrizasyonu (¢, I) olan bir C egrisi, eger

k
IC|| := sup {Z lo(t;) — ot | {to, t1, ..., tx} ailesi I igin bir par(;alan1§}

degeri sonlu ise, dogrultulabilir olarak adlandirilir; bu durumda ||C|| degerine
C egrisinin yay uzunlugu denir.

Asagidaki sonug, CP-sinifindan olan her yaym dogrultulabilir oldugunu, ve
bu tiirden egriler icin, simdiye dek iki farkl gekilde tanimlanan yay uzunlugu
degerlerinin ayni olduklarini gésterir.

Teorem 2.1.22. Ejer C egrisi CP-sinifindan bir yay ise, bu durumda ||C|| degeri
sonludur, ve L(C) = ||C|| olur.

Kamt. € > 0 olsun, ¢ := (¢1,¢2,...,0n) alinsi, ve I™ := I x --- x I kiibiine
ait her (z1,...,,,) noktas i¢in

m 1/2
F(a1,... o) = (Z ¢2(w)l2>

{=1

olarak tamimlansin. Bu durumda I™ kiibii kapali ve smrhdir, ve hipotez ne-
deniyle F fonksiyonu I"™ fiizerinde siirekli olur; bu ise, III/Teorem 1.6.15 ne-
deniyle, F' fonksiyonunun I iizerinde diizgiin siirekli olmasi demektir: bir § > 0
sayisi, o halde,

€
x,y€eI™ ve |x—y|[|<éd iken |F(x)—F(y)|< 27|
olacak sekilde bulunur.
I arahiginin bir parcalamgsi P := {ug,...,un} olsun ve ||¢’|| fonksiyonunun
I iizerinde integrallenebilir oldugu kullamilarak I araliginin P parcalanigindan
daha ince olan bir Py := {to,t1,...,t;} parcalans, | Pyl < d/v/m ve

/||¢ ||dt—f<2||¢ (s —t51) /||<z> e+ 5
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gergeklenecek bigimde almsmn. ¢ € {1,...,m} ve j € {1,...,k} sabitlensin. Bir-
boyutlu Ortalama Deger Teoremi'3 kullanilip bir ¢;(¢) € [t] 1,t;] sayist,

be(ts) — Pe(tj—1) = dp(ci(0)(t; —tj-1)

olacak sekilde segilsin. Bu durumda, yeni pargalanis igin ||Po|| < §/v/m gergek-
lendiginden, |F(t;,...,t;) — F(cj(1),...,¢;(m))| < €/(2]I]) olur; diger taraftan
da, ¢'(t) = (¢ (t),...,¢),(t)) oldugundan, F(t;,...,t;) = ||¢'(t;)] ve

1/2
F(ej(1), ... cj(m))(t; —tj-1) <Z¢z (c;(¢ ) (t; — tj—1)
= llo(t;) — o(t;-1)ll

saglanir. Buradan,

k k

Z||¢ i) — = < S 6(t) — et <Z||¢ t1)+=
2 2

j=1 j=1

elde edilir. Boylece, bu son egitsizlik ¢ifti daha 6nce elde edilen egitsizlik ¢iftiyle
birlegtirilerek,

k
ﬁ 16/(8)] dt — = < ;||¢<tj> —o(t;1)] < / l¢'(8)| dt +

egitsizliklerine ulagilir; bu ise, soldaki egitsizlik ve ||C|| bilyiikliigiinin tanimi
nedeniyle,

k
C)—e= /1 ' ()| dt — & <Y [l6(t;) = é(t5-1)ll < [C]]
j=1

olmasi demektir: Tanim 2.1.8’den, o halde, L(C) < ||C|| sonucuna ulagilmig olur.
Ote yandan, Py pargalanmisi P parcalamigindan daha ince oldugundan, sagdaki
esitsizlik nedeniyle

N
> () = o(ui1) Zuqs — o0l < [ 1@+

*3Bkz. III/Sonug 2.3.3’de n = 1 durumu.
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oldugu gériiliir, ve I araligimin tiim {uo, ..., uy} parcalaniglar: iizerinden supre-
mum alinarak,

el < / 16/ (1)) dt + e,

yani ||C|| < L(C) esitsizligine ulagilarak kamt tamamlanir. O
Problemler
1. I:=10,2m), J := [0,7), ¥(t) := (asint,acost), ve o(t) := (acos(2t), asin(2t)) olsun.

B

(¢, I) ve (o, J) parametrizasyonlarimin izlerini ¢iziniz. Her parametrizasyonun ‘hareket
yoniinii’ ve ‘siiratini’ belirleyiniz. Bu parametrizasyonlar: Ornek 2.1.6’da verilenle kargi-
lagtiriiz.

a,b € R™, b # 0, ve ¢(t) := a+ tb olsun. Bu durumda C := ¢(R) kiimesinin, a ve
a+ b noktalarini igeren smirsiz bir diizgiin egri oldugunu gosteriniz. Her ¢1,t2 # 0 icin,
o(t1) — ¢(0) ve p(t2) — ¢(0) vektorleri arasindaki aginin 0 veya 7 oldugunu kanitlayiniz.

I C R bir aralik olsun, ve stirekli-diferansiyellenebilir bir f : I — R fonksiyonu her 6 € T

icin
[FO + 1 (0)f #0

kosulunu saglasin. Kutupsal koordinatlarda » = f(#) esitliginin gosterdigi grafigin R?
icinde C'-smifindan bir diizgiin egri oldugunu kanitlaymiz.
0 <z <1igin y = sin(1/x) egrisinin dogrultulabilir olmadigim kanitlayiniz, ve bunu
kullanarak C egrisi bir yay degilse Teorem 2.1.22’nin dogru olmayabilecegini gosteriniz.
Asagida verilen her egrinin izini ¢iziniz ve yay uzunlugunu hesaplayiniz:

(a) t € 10,27 igin, ¢(¢) := (e sint, e’ cost, e?);

(b) (—1,1) noktasindan (1,1) noktasma, y° = z?;

(c) t€[0,2] igin, ¢(t) := (t2,12,¢2);

(d) Ornek 2.1.7°de verilen astroid.
Asagida verilen her C egrisi ve her g fonksiyonu igin, C egrisinin (pargal) diizgiin bir
parametrizasyonunu bularak f c9 ds egrisel integralini hesaplayiniz:

(a) C egrisi x >0 icin y = /(9 — z2), ve g(z,y) := 2y?;

(b) a,b > 0 olmak iizere, C egrisi 22/a® + y?/b? = 1 elipsinin birinci bélgede kalan

kismi, ve g(z,y) := zy;

(c) C egrisi 2 + 22 = 4 ve y = 22 yiizeylerinin arakesiti, ve g(z,v, 2) := V(1 + y22);

(d) C egrisi koseleri (0,0,0), (1,0,0), ve (0,2,0) olan iiggen, ve g(z,vy, 2) := z+y+2°.
C := ¢(I) bir diizgiin yay, ve her k € N igin gi : C — R bir siirekli fonksiyon olsun.

(a) Eger (gx)ken dizisi g fonksiyonuna C iizerinde diizgiin yakinsiyorsa,*4 k — oo igin

fc gr ds — fc g ds oldugunu ispatlayimiz.
(b) (gr)ken dizisi C tizerinde noktasal monoton olsun ve bu dizi C tizerinde g fonksiyo-

nuna noktasal yakinsasin. Eger g fonksiyonu ¢(I) tizerinde siirekli ise, k — oo igin
fc gi ds — fc g ds oldugunu gosteriniz.

14Bkz. I11/§1.6, Problem g (b).
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R™ igindeki bir diizgiin yayin bir parametrizasyonu (¢, I) olsun, ve C!'-sinifindan olan
7 : J — R fonksiyonu J kiimesini bire-bir ve orten olarak I kiimesine gondersin. Eger
sonlu sayida u € J noktasi igin 7/(u) # 0 ise, 1) = ¢ o 7 oluyorsa, ve g : ¢(I) — R
fonksiyonu siirekliyse, bu durumda

/g(¢(t))H¢/(t)\|dt:/g(¢(u)) ¢ ()| du
I J

egitliginin saglandigimi kamtlayiniz.

(Descartes Yapragy). I := (—oo,—1), Iz := (—1,00), ve

3t 3t2
t)i=| —s,——=
(1) (1+t3 1+t3>

olmak iizere, parcali diizgiin C egrisi ¢(I1UI2) olsun. Eger (x,y) = ¢(t) ise, 23 4+y> = 3zy
oldugunu gosteriniz. C egrisinin grafigini ¢iziniz.
Bir parametrizasyonu (¢, I) olan bir diizgiin egri igin xo := ¥ (to) olsun. ¢’ (t) ve 1’ (o)
vektorleri arasindaki agi 0(t), ve ¥(I) egrisinin 1)(¢) noktasindan v (tg) noktasina yay
uzunlugu £(t) olmak iizere,

k(x0) := lim o)

t—tg Z(t)

degeri, ilgili limit var oldugunda, verilen egrinin x¢ noktasindaki mutlak egriligi olarak
adlandirilir. (k bilyiikliigii, tanim geregince, 6(t) degerinin yay uzunluguna gore hangi
hizla degistigini lger.)

(a) a,b € R", b # 0, I := (—00,00), ve ¥(t) := a + tb olmak lizere, A := ()
dogrusunun mutlak egriliginin, her xo € A noktasinda, sifir oldugunu gdsteriniz.

(b) I := [0,27) ve 9(t) := (rcost,rsint) olmak tizere C := (1) ile belirlenen r
yarigapl gemberin mutlak egriliginin, her xg € C noktasinda, 1/r oldugunu kanit-
layiniz.

C, bir parametrizasyonu (¢, [a, b]) olan, R™ i¢inde C2-sinifindan bir yay olsun, ve s = £(t)
yay uzunlugu (2.1.2) ile verilsin. Bu durumda,

v(s):=(pol 1) (s) ve L:=L(C)
olmak tizere, (v, [0, L]) ikilisine C yayimnin dogal parametrizasyonu denir.

(a) Her s € [0, L] igin ||/(s)]| = 1 esitliginin saglandigini, ve C yayinn her (v, [c, d])
alt-egrisinin yay uzunlugunun d—c oldugunu kanitlayimiz. (Bundan dolay: (v, [0, L])
ikilisi dogal parametrizasyon olarak adlandirilir.)

(b) Her s € [0, L] igin v/(s) ve v”’(s) vektorlerinin ortogonal olduklarim gésteriniz.

(¢) (v, [0, L]) egrisinin x¢ := v(so) noktasindaki mutlak egriliginin (bkz. Problem 10)
k(x0) = ||v""(s0)|| oldugunu ispatlayiniz.

(d) Eger xg = ¢(to) = v(so) ve m = 3 ise,

/ " ¢’ (o) x ¢" (to)|l
r(x0) = [[v"(s0) x v""(s0)]| 16/ (o)
oldugunu gosteriniz.
(e) Asikar parametrizasyonuyla goéz oniine alinan CP-simfindan bir y = f(x) bariz
egrisinin (zo, yo) noktasindaki mutlak egriliginin
ly" (zo)]
(1+ (y'(20))?)%/2

oldugunu ispatlayiniz.
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2.2 Yonlendirilmis egriler

Diizgiin bir C egrisinin her (¢, I) parametrizasyonu, ¢ parametresi I {izerinde
degistiginde, ¢(t) vektoriiniin hareket ettigi dogrultuyu—ya da buna denk olarak,
@' (t) teget vektoriiniin gosterdigi dogrultuyu—belirleyerek, C boyunca bir ‘hare-
ket dogrultusu’ meydana getirir. Bu dogrultu, C egrisinin (¢,1) tarafindan
belirlenen yonlendiriligi olarak adlandirilir.

Bir parametrizasyonu (¢, I) olan diizgiin bir C egrisinin bir xg := ¢(to) nok-
tasindaki birim teget vektori

T(x0) = ¢'(to)/l1¢' (to) |

olarak tamimlamir. Eger (¢,1) ve (¢, J) aym bir egrinin 7 gegis fonksiyonuna
sahip diizgiince denk parametrizasyonlar1 ise, 7/ fonksiyonu siirekli ve sifirdan
farkli oldugundan, ya her w € J igin 7/(u) > 0 olur ya da her u € J igin
7'(u) < 0 gerceklenir. Tk durumda, bir énceki kisimdaki (2.1.1) esitliginden
dolay1, ¢'(7(u)) ve 9’ (u) vektdrleri aym dogrultuyu gosterirler; dolayisiyla ilgili
parametrizasyonlar, egri i¢in ayni yonlendirilisi ve ayni birim teget vektorlerini
belirlerler. Tkinci durumda ise, benzer nedenlerle, ¢’ (7(u)) ve ¢’ (u) vektorleri zit
dogrultulara sahiptirler; bir bagka deyigle verilen parametrizasyonlar, zit yon-
lendiriligleri ve aksi yonlii birim teget vektorlerini belirlemis olurlar. Agagidaki
tanim, bu gozlemler neticesinde yapilir.

Tanim 2.2.1. Diizgiince denk olan ve J kiimesinden I kiimesine gegisi belirleyen
7 fonksiyonunun her u € J igin 7/(u) > 0 kogulunu sagladigz (¢, I) ve (¢, J) gibi
iki parametrizasyonun “yonlendirilisce denk olduklari,” soylenir.

Pratikte, bir egri ve parametrizasyonu ¢ogu kez geometrik olarak belirlenir:
yani, egrinin izini belirlenmis bir dogrultuda ¢izen uygun bir parametrizasyon
aranir.

Ornek 2.2.2. R? icinde, 22 + 5y = 5 ve z = x? yiizeylerinin kesigimiyle belir-
lenen ve pozitif z-ekseninden yukar: dogru goriildiigiinde saat yelkovan yoniinde
yonlendirilmis olan C egrisi goz 6niine alinsin. Bu durumda 2 4+ 5y2 = 5 eliptik
silindiri z = 22 parabolik silindirini, bir ‘sarkik elips’ olusturacak bicimde keser.
Diger taraftan, z = v/5sint ve y = cost denilerek 22 4+ 532 = 5 elipsinin cevre-
sine saat yoniindeki hareket dahil edildiginde, z = 22 = 5sin® t oldugu gériiliir. C
egrisinin saat yelkovani yoniinde yonlendirilmis bir diizgiin parametrizasyonu, o
halde, I := [0,27] ve her ¢ € T igin ¢(t) := (v/5sint, cost,5sin?t) ile belirlenmis
olur.
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Ornek 2.2.3. R? icinde, z = 22 — 3% ve © +y = 1 yiizeylerinin kesisimiyle
belirlenen ve zy-diizlemindeki y = x dogrusunun uzagindan gériildiigiinde sag-
dan sola dogru yonlendirilmis C egrisi goz 6niine alinsin. Bu durumda bir eyer
noktasina's sahip z = 22 — y? yiizeyi ile  + y = 1 diizlemi, yiizeyi caprazvari
kesen bir egri olusturacak bi¢cimde kesigirler. Parametre olarak x = t kullanilip
sagdan-sola-dogru yonlendirme ilgili egriye dahil edildiginde ise, y = 1 — t ve
z =12 — (1 —t)? = 2t — 1 oldugu goriiliir. C egrisinin bir diizgiin parametrizas-
yonu, su halde, I := R iizerinde ¢(t) := (¢,1 —t,2t — 1) ile belirlenmis olur—bu
egri, (1,—1,2) dogrultusundaki ve (0,1, —1) noktasindan gegen bir dogrudur.

Asagida tamimlanan integral tipiyle, akigkanlar, elektrik ve manyetizma gibi
konularin analizinde dogal olarak kargilagilir.

Tanim 2.2.4. R™ iginde, birim teget vektorii T olan bir diizgiin yay C, ve (¢, 1)
ikilisi C yayinin bir parametrizasyonu olsun. Eger F : C — R™ fonksiyonu siirekli

ise,

/CF-Tds — AFdd) - lF(gb(t)) (1) dt (2.2.1)

degerine C boyunca F fonksiyonunun ydénlendirilmis egrisel integrali
denir.

F-d¢ yazahmimin anlami agiktir. F- T ds notasyonu ise, §2.1 kismindaki (2.1.3)
esitligiyle uyumludur: T = ¢'(t)/]|¢'(t)]| ve ds = ||¢’(t)|| dt oldugundan, F - T ds
ifadesindeki ||¢’ ()] skalerleri sadelegirler.

F vektor fonksiyonu bir akigkanin akigini gosterdiginde, F - T skaleri T teget
vektoriiniin gosterdigi dogrultudaki akigkan akiginin bir 6lgiisiinii, bir bagka de-
yisle F fonksiyonunun tegetsel bilesenini belirler. Ornegin, C egrisi, saat yelko-
vaninn ters yoniinde yonlendirilmis birim gember ve F(z,y) := (—y,x) olsun.
Bir (x,y) noktasinda C egrisinin birim teget vektoérii (—y,x) oldugundan, F
fonksiyonu T vektoriiniin gosterdigi dogrultudadir. Dolayisiyla F - T = 1 ska-
leri, akigkanin, tegete zit yonde degil ‘tegetle birlikte’ aktigini isaret eder. Diger
taraftan, eger G(z,y) := (y, —z) ve H(z,y) = (z,y) ise, bu durumda, akigkan
tegete zit yonde aktigindan G - T = —1, ve akigkan tegete ortogonal olarak ak-
tigindan H-T = 0 olur. C boyunca F-T ds biiytikligiiniin integrali, o halde, teget
vektorii dogrultusunda F fonksiyonunun C etrafindaki dolaniminin bir 6lgiisiidiir;
eger bu integralin degeri pozitif ise, akigkanin net akisinin T vektoriine zit yonde
degil bu vektorle ayni yonde oldugu anlagilir.

Yonlendirilmis bir egrisel integral de, tipk: egrisel integral gibi, bir-boyutlu bir
integral oldugundan, ¢ogu kez standart integrasyon teknikleriyle hesaplanabilir.

*5Bkz. III/Tamim 2.5.6.
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Ornek 2.2.5. I := [0,47], her t € I igin ¢(t) := (cost,sint,t), C := ¢(I), ve
F(z,y,2) := (1,cos z,zy) olsun. Bu durumda, (z,y,z) = ¢(t) ise 22 + 3% = 1
olacagindan, ¢ fonksiyonunun izi 2% + 32 = 1, 0 < z < 4 silindirinin iizerinde
bulunur; ¢ arttikca da, (z,y) noktast 22 + y?> = 1 ¢emberinin etrafinda saat
yelkovaninin ters yoniinde dolanim yapar. Bundan dolayi, ¢ fonksiyonunun izinin
2?2 + y? = 1 silindiri etrafinda kivrilarak ilerleyen bir spiral oldugu gériiliir. (Bu
egri, dairesel helis olarak adlandirilir.) Parametre olan ¢ sifir ile 47 arasinda
degistiginden, bu spiral silindirin etrafinda iki kere dolanim yapar, ve z de sifir-
dan 47 degerine kadar degigir. Bu ise, ¢'(t) = (—sint, cost, 1) oldugundan,

4
/F-Tds:/ (1,cost,costsint) - (—sint,cost, 1) dt
c 0

4w
:/ (—sint + cos®t +sintcost) dt = 2m
0

olmas1 demektir.

Bir y6nlendirilmis [, F - T ds integrali, egrisel bir [, g ds integralinin tersine,
ayn bir egrinin diizgiince denk olan farkli parametrizasyonlari i¢in farkli degerler
alabilir.

Teorem 2.2.6. Ejer (¢,I) ve (¢, J) parametrizasyonlary dizgiince denk iseler
fakat yonlendirilisce denk degillerse, o zaman

/fwmwamﬁ:—/Fww»WWMu
I J

olur.

Kamit. J kiimesinden I kiimesine gegis fonksiyonu 7 olsun. Siirekli ve sifir-
dan farkli oldugundan, 7’ fonksiyonu ya J tizerinde pozitiftir ya da .J tizerinde
negatif olur; bu ise, (¢, 1) ve (¢, J) parametrizasyonlar1 yonlendiriligce denk ol-
madiklarindan, J iizerinde 7’ fonksiyonunun negatif olmasi, yani her u € J igin
|7 (u)] = —7'(u) esitliginin saglanmas1 demektir. Bu gozlem Teorem 1.4.4 ve
§2.1 kismindaki (2.1.1) esitligiyle birlikte kullamldiginda ise,

/?@@%d@ﬁ:/F@WWD¢VWM¥MMu
I J
=—LFW@»WWMU

sonucuna ulagilir. O
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Teorem 2.2.6’daki yontem kullamlarak, (2.2.1) ile verilen yonlendirilmis egrisel
integralin ayni bir egrinin yonlendirilisce denk parametrizasyonlar: icin ayni
degeri verdigi de kolayca gosterilebilir (bkz. Problem 5). Dolayisiyla, yonlendiri-
lisi geometrik olarak belirlenmis olan bir C egrisi boyunca yonlendirilmis bir
integrali hesaplamak i¢in, C egrisinin herhangi bir diizgiin parametrizasyonunu
kullanip integralin igaretini belirlenen yonlendiriligi yansitacak bigimde ayarla-
mak yeterli olur.

Ornek 2.2.7. Saat yelkovam yoniinde yonlendirilmis 22 4+ y2 = 1 birim ¢em-
beri C, ve F(z,y) := (y,zy) olsun. Bu durumda C egrisinin, her t € [0, 27]
igin ¢(t) := (cost,sint) ile belirlenen parametrizasyonu saat yelkovanimn ters
yoniinde yonlendirilmistir (bkz. Ornek 2.1.6). Teorem 2.2.6’dan, o halde,

2
/F~Tds:—/ (sint,sintcost) - (—sint, cost) dt
c 0
27
:/ (sin®t —sintcos®t)dt = m
0

elde edilir.

Diferansiyel notasyonu kullamlarak, (2.2.1) ile verilen yonlendirilmig integral
igin bir diger gosteriliy de elde edilebilir. Eger z; := ¢;(t) ise dx; = ¢}(t)dt
oldugu hatirlanirsa, F(¢(¢)) - ¢’(t) dt ifadesinin bigimsel olarak

(F1(¢(0))e1(E) + -+ + Fon(6(1)) by (1)) dt = Frdaxy + -+ + Frpy dvm

seklinde yazilabilecegi goriiliir. Bu son esitlikle verilen ifadeye, R™ {izerinde
birinci-dereceden bir diferansiyel form (ya da, bir 1-form) adi verilir;
F}; fonksiyonlar ilgili formun katsayilar: olarak adlandirilir. Katsayilarinin her
biri bir E kiimesi iizerinde siirekli olan bir 1-formun “F iizerinde stirekl: oldugu,”
soylenir. F := (Fy,..., F,,) olmak lizere, siirekli bir 1-formun R™ igindeki bir
diizgiin C yay: lizerindeki yonlendirilmis integrali

/Fldxl—&—---—kadxm::/F-Tds
c c

olarak tanimlanir.
Diferansiyel formlar, bariz egrilerin parametrizasyonlarini belirleme zorunlu-
lugu olmadan, yonlendirilmis egrisel integrallerin hesaplanabilmesini saglarlar.
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Ornek 2.2.8. R? icinde, (0,0) noktasmdan (7, 72) noktasmda yonlendirilmig

/yda:—l—cosxdy:/ (x2+sinx)da:+/ cos z(2x + cosz) dx
c 0 0

71'3 s

=429
373

olur.

R™ i¢inde bir pargali diizgiin yay C := U;VZI Cj, ve her j = 1,...,N icin
C; yaymin bir birim teget vektérii T; olsun. Eger F : C — R™ fonksiyonu
stirekli ise, T; tegetleri tarafindan belirlenen, C boyunca F fonksiyonunun
yonlendirilmis egrisel integrali

N
/F-Tds::Z/ F-T;ds
¢ j=17¢

olarak tamimlanir. Eger C iizerinde siirekli bir 1-form w ise, w formunun C
boyunca yonlendirilmis integrali

Ornek 2.2.9. C egrisi Q := [0, 1] x[0, 1] karesinin saat yelkovaninn ters yoniinde
yonlendirilmis smir1, ve F := (2y, 2% + y?) olsun. Bu durumda C = 9Q egrisi,
x = 0 lizerinde bulunan egri C;, y = 0 tizerinde bulunan egri Co, x = 1 lizerinde
bulunan egri Cz, ve y = 1 tizerinde bulunan egri C4 olmak tizere, dort diizgiin
pargadan olusur. C egrisinin yonlendirilisi gbz 6niine alinarak, C; lizerinde, x = 0
olsun ve y degigkeni 1 degerinden 0 degerine dogru degigsin. Boylece,

ile verilir.

0
1
/mydw+(w2+y2)dy=/ yrdy = —
c 1 3

elde edilir. Benzer argiimanlarla Co, C3, ve C4 egrileri iizerindeki integraller,
sirasiyla, 0, 4/3, ve —1/2 olarak bulunur. O halde,

1 4 1 1
F-Tds=—- S_Z==Z
/c s 3+0+3 573

olur.
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Problemler

1. Asagidakilerin her biri icin, (¢, R) parametrizasyonunun izini ¢iziniz, bu parametrizas-
yonun yo6nlendiriligini belirleyiniz, ve ilgili egrinin verilen S yiizeyinin bir alt-kiimesi
oldugunu gosteriniz:

(a) ¢(t) := (3t,3sint,cost), S := {(z,y,2) € R3 | y? + 922 = 9};
(b) &(t) := (t2,t3,t2), S := {(z,9,2) € R? | z = x};

(c) o(t) := (t,t2,sint), S := {(z,y,2) € R? | y = 22};

(d) #(t) := (cost,sint,cost), S := {(x,y,2) € R? | y2 + 22 = 1};

(e) ¢(t) := (sint,sint, t), S := {(z,y,2) € R3 |y = z}.

2. Asagida verilen her C egrisi ve her F fonksiyonu igin, C egrisinin (parcali) diizgiin bir
parametrizasyonunu bularak f ¢ F - T ds integralini hesaplayiniz:

(a) C egrisi (1,1) noktasindan (3,9) noktasina y = 22, ve F(z,y) := (zy,y — z);

(b) C egrisi, pozitif z-ekseninin uzagindan goriildiigiinde saat yelkovaninin ters yoniinde
yonlendirilmis, y2 + 222 = 1 eliptik silindiri ile z = —1 diizleminin arakesiti, ve
F(z,y,2) = (V(z® +y* +5),2,2%);

(c) C egrisi, pozitif y-ekseninin uzagindan goriildiigiinde saat yelkovani yoniinde yon-
lendirilmis, y = |z| egik diizlemi ile 2 4 322 = 1 eliptik silindirinin arakesiti, ve
F($7 Y, Z) = (Z, —z,x + y)

3. Asagida verilen her C egrisi ve her w 1-formu igin, fc w integralini hesaplayiniz:

(a) C egrisi, (1,1) noktasiyla (2,1) noktasin birlestiren dogru parcasinin (2, 1) nok-
tasiyla (2, 3) noktasini birlegtiren dogru pargas: tarafindan takip edildigi gokgensel
yol, ve w := ydx + z dy;

(b) C egrisi, pozitif z-ekseninin uzagindan goriildiigiinde saat yelkovaninin ters yoniinde

yonlendirilmis, z = a2 + y2 ve z2 + y? + 22 = 1 yilizeylerinin arakesiti, ve
wi=dz+ (x+y)dy + (2% + zy + y?) dz;
(¢) C egrisi R := [a,b] X [c,d] karesinin saat yelkovaninin ters yoniinde yonlendirilmisg

siniry, ve w = zyde + (x + y) dy;

(d) C egrisi, y-ekseninin uzagindan goriildiigiinde soldan-saga yonlendirilmig, y = x
ve 0 < z <1 i¢in y = 22 yiizeylerinin arakesiti, ve w := vz dz + cosy dy — dz.

4. (a) c€Rved > 0 olsun, ve her u € R icin 7(u) := du + ¢ olarak tamimlansin. Eger
(¢, I ikilisi bir egrinin bir diizgiin parametrizasyonu oluyorsa, J := 7~1(I) ise, ve
1 := ¢ot gergekleniyorsa, bu durumda (v, J) ikilisinin (¢, I) parametrizasyonuna
yonlendirilisce denk oldugunu kanitlayiniz.

(b) Eger (¢,I) ikilisi bir diizgiin yaymn bir parametrizasyonu ise, bu parametrizas-
yona yonlendirilisce denk olan bir (%, [0, 1]) parametrizasyonunun var oldugunu
ispatlayiniz.

(c) Pargal diizgiin egriler icin, (b) kismindaki sonucun bir benzerini elde ediniz.

5. (¢, ) ikilisi bir yayin bir diizglin parametrizasyonu olsun, ve bir J kiimesinden I kiime-
sine bire-bir ve 6rten olup Cl-simifindan olan bir 7 fonksiyonu J kiimesinin sonlu sayida
noktas: diginda her u € J igin 7/(u) > 0 kosulunu saglasin. Eger ¢ := ¢ o 7 ise, bu
durumda

/F(¢(t))~¢'(t)dt:/F(lﬁ(u))'w/(u)du
1 J

esitliginin saglandigini kanitlayimiz.
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6. f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arali: iizerinde C!-siifindan, ve her t € [a,b] igin
f/(t) # 0 olsun. Bu durumda, f(a) noktasindan f(b) noktasina degisen y degiskeni igin
x = f~1(y) bariz egrisinin, a noktasindan b noktasina degigen z degigkeni igin y = f(x)
bariz egrisine yonlendirilisce denk oldugunu ispatlayiniz.

7. V C R? bos-olmayan bir kiime ve F : V — R? bir fonksiyon olsun. Eger bir f : V — R
fonksiyonu V tizerinde F = V f gergeklenecek bigimde bulunabiliyorsa, F fonksiyonu V'
izerinde bir korunum fonksiyonu olarak adlandirilir. Bir (z,y) € V noktasi alinsin
ve F:= (P,Q) : V — R? fonksiyonunun V {izerinde siirekli oldugu varsayilsin.

(a) C(zx) simgesi, (z,y) noktasinda sonlanan bir yatay dogru parcasini (yani, bir (1, y)
noktasindan (z,y) noktasina dogru yonlendirilmis L((z1,y); (z,y)) formunda bir
dogru pargasini) gostersin. Eger C(x) kiimesi V' kiimesinin bir alt-kiimesi ise,

0
— F-Tds= P(z,y)
oz |, @)

oldugunu kamtlayimiz. Ayrica, 8/9y tiirevini ve V iginde kalip (z,y) noktasinda

sonlanan dikey dogru parcalarini géz oniine alarak benzer bir ifade olusturunuz

ve bunu ispat ediniz.

(b) (z0,y0) € V olsun. V iginde kalan kapali ve parcali diizgiin her C egrisi icin

/ F-Tds=0 (2.2.2)
C

olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun, her (z,y) € V igin, V iginde kalan ve (zo, yo)
noktasindan baglayip (z,y) noktasinda sonlanan pargali diizgiin her C(x,y) egrisi

i¢in
flz,y) ::/ F-Tds
C(z,y)

integrallerinin ayni degeri vermeleri oldugunu kanitlayiniz.

(¢) F fonksiyonunun V {izerinde bir korunum fonksiyonu olmasi igin gerekli ve yeterli
kogulun, V kiimesinin i¢inde kalan kapali ve parcali diizgiin her C egrisi i¢in (2.2.2)
esitliginin saglanmasi oldugunu kanitlayiniz.

(d) Eger F fonksiyonu Cl-siifindan ise ve bu fonksiyon V kiimesinin iginde kalan
kapal1 ve parcali diizgiin her C egrisi i¢in (2.2.2) esitligini saglhyorsa, bu durumda

oP  0Q
oy Oz
oldugunu gosteriniz.

8. f:[0,1] — R fonksiyonu [0, 1] aralig) iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir ve artan, ve
koge noktalar: (0, £(0)), (1, £(0)), ve (1, f(1)) olan dik liggen T olsun. Eger T liggeninin
hipoteniisiiniin uzunlugu ¢, aym tiggenin kenar uzunluklar1 a ve b, ve z € [0,1] igin
y = f(x) bariz egrisinin yay uzunlugu L ise, ¢ < L < a + b oldugunu gosteriniz.

2.3 Yiizeyler

Bu kisimda, §2.1 kisminda tanimlanan yay ve egrisel integral kavramlarinimn iki-
boyutlu benzerleri olarak, yiizey ve yonlendirilmemis ylizey integrali kavramlar:
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tanimlanacaktir. Bir diizgiin yayin kapali ve sinirh bir aralik iizerinde paramet-
relendigi hatirlanirsa, bu tiirden bir genellestirmenin R? i¢indeki kapali ve sinirh
kiimeler kullanilarak yapilmas: gerektigi de hemen anlagilir. Dikdortgenleri kul-
lanmak, ilk akla gelen ve en dogal olan yol olmasima karsin, ¢ok kisitlayicidir:
pratikte siklikla kargilagilan ve izdiigiiriilebilir bolgeler olarak belirlenen ya da
silindirik veya kiiresel koordinatlar vésitasiyla temsil edilebilen pek ¢ok ylizey
igin, dikdortgenlerden daha ‘esnek’ tzelliklere sahip kiimelere ihtiya¢ duyulur.

Tanim 2.3.1. R™ i¢indeki bogtan farkl, agik, ve baglantili bir V' Jordan bolgesi
igin £ =V yapisindaki bir £ C R™ kiimesine, bir m-boyutlu bélge denir.

Her kapali ve sinirh araligin bir-boyutlu bir bolge, her iki-boyutlu dikdortgenin
ve iki-boyutlu bir agik topun ya da elipsin kapaniginin iki-boyutlu bir bdlge,
ve her tig-boyutlu dikdértgenin ve iig-boyutlu bir agik topun ya da elipsoidin
kapaniginin ii¢-boyutlu bir bélge oldugu kolayca gozlemlenebilir.

Tanim 2.3.2. E, iki-boyutlu bir bolge ve ¢ := (¢1, ¢2, ¢3) : E — R? fonksiyonu
E iizerinde CP-siifindan ve E° iizerinde bire-bir ise, R? uzaymimn S := ¢(E) alt-
kiimesine (R? i¢inde) CP-sinifindan bir yiizey denir. Bu durumda (¢, E) siral
ikilisi E ylizeyinin bir parametrizasyonu, ve S kiimesi (¢, E) ikilisinin izi
olarak adlandirihr. Her (u,v) € E igin

T = ¢1(U7U)7 Yy = (;52(’117’0), z = ¢3(u,v)

olarak tamimlanan denklemlere, S yiizeyinin (¢, E') parametrizasyonuyla belir-
lenen parametrik denklemleri ad: verilir.

Tamm 2.3.2 ile verilen yiizey kavrami, CP(R?) ailesine ait fonksiyonlarm grafik-
lerini igerir.

Ornek 2.3.3. E, iki-boyutlu bir bélge ve f : E — R fonksiyonu E iizerinde
CP- smifindan olsun. Bu durumda z = f(x,y) esitligiyle verilen grafik R? i¢inde
CP-smifindan bir ylizeydir: her (u,v) € E icin ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) olarak
tamimlanirsa, ¢ fonksiyonu E iizerinde CP-simmifindan ve bire-bir olur; aym za-
manda da ¢(F) kiimesi, z = f(z,y) kosulunu saglayan noktalarin grafigidir. (Bu
durumda (¢, E') parametrizasyonu, z = f(z,y) ylzeyinin dsikdr parametrizas-
yonu olarak adlandirilacaktir.)

x = f(y,z) ve y = f(x, z) esitlikleriyle belirlenen yiizeylerin agikir parametri-
zasyonlar, Ornek 2.3.3’dekine benzer bigimde tanimlanir: érnegin (y,z) € F
icin x = f(y,z) ylizeyinin agikAr parametrizasyonu, ¢(u,v) := (f(u,v),u,v)
olmak iizere, (¢, F) ikilisidir. Iki-boyutlu bir E bélgesi ve CP-siifindan olan bir
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f+ B — R fonksiyonu i¢in, = f(y, 2), y = f(z,2), veya z = f(z,y) formundaki
bir yiizey, E tizerinde bir bdriz yiizey olarak adlandirilacaktir. Ornek 2.3.3’iin
kanitindan dolay1, her bariz yiizey CP-sinifindan bir ylizeydir.

Ornek 2.3.4. 22 +y% =1, 0 < z < 2 ile belirlenen kesik silindir, C*°-simfindan
bir yiizeydir: F := [0, 2n] x [0, 2] ve her (u,v) € E i¢in ¢(u,v) := (cosu, sinu, v)
olarak alimirsa, ¢ fonksiyonu E iizerinde C*°-sinifindan ve E° {izerinde bire-bir
olur; karsilik gelen parametrik denklemler de, x = cosu, y = sinu, z = v olarak
belirlenir. ¢(E) kiimesi, o halde, 2% + 32> = 1, 0 < 2z < 2 silindirinin bir alt-
kiimesidir. I11/§1.4, Problem 1 nedeniyle E dikdoértgeni baglantili ve ¢ fonksiyo-
nu diferansiyellenebilir—dolayisiyla, siirekli—oldugundan, II11/Teorem 1.6.8’den
¢(F) kiimesi de baglantilidir. Son olarak, ¢(E) kiimesinin ilgili silindirin tamami-
ni olugturdugunu gérmek maksadiyla F i¢indeki yatay dogru parcalarinin goriin-
tiilerine bakilirsa, v = vy seklindeki bu tipten bir dogru pargasinin, z = vg
diizleminin iginde yatan, (0,0, v9) merkezli bir cember oldugu goriiliir; yani, vg
parametresi sifirdan 2 degerine degistiginde, v = vy yatay dogrularinin gorin-
tiilerinin 22 4+ y? = 1, 0 < z < 2 silindirinin tamamim orttiikleri gézlemlenmis
olur.

Ornek 2.3.5. 2 + 32 + 22 = a2 bagmtisiyla belirlenen kiire, C*-smifindan
bir yilizeydir: Gergekten, F := [0,27] X [-7/2,7/2] ve her (u,v) € E igin
o(u,v) := (acosucosv,asinucos v, asinv) olarak alimirsa, ¢ fonksiyonu E tize-
rinde C*°-smifindan ve E° iizerinde bire-bir olur. Diger taraftan da karsilik gelen
parametrik denklemler, x = acosucosv, y = asinucosv, z = asinv olarak be-
lirlenir; bu ise, 224y? = a? cos? v oldugundan, x24+y?+22 = a? esitliginin saglan-
mas1 anlamina gelir. ¢(F) kiimesi, o halde, yarigapr a olan merkezil kiirenin
bir alt-kiimesidir. Ote yandan, bir v = v yatay dogru parcasmin goriintiisiine
bakildiginda, bunun, z = asinvy diizleminin iginde yatan, (0, 0, a sin vg) merkez-
li ve acosvgy yaricaph bir ¢ember oldugu goriiliir. Ayni zamanda, E kiimesinin
v = /2 yatay dogrusunun goriintiisiiyle belirlenen iist kenar1 (0, 0, a) koordinath
kuzey kutup noktasi, ayni kiimenin v = —7/2 yatay dogrusunun goriintiisiiyle
belirlenen alt kenar ise (0,0, —a) koordinath giiney kutup noktasidir. Boylece,
vo parametresi —7/2 degerinden 7 /2 degerine degistiginde, v = vg yatay dogru-
larmin goriintiilerinin 22 +y? + 22 = a2 kiiresinin tamamini 6rttiikleri sonucuna
ulagilir.

C egrisi, a > b olmak tlizere, xz-diizlemindeki, (a,0,0) merkezli ve b yarigapl
gemberi gostersin. C gemberini z-ekseni etrafinda dondiirerek elde edilen simit-
bicimli yiizey, yaricaplari a > b olan orijin merkezli torus olarak adlandirilir.
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Ornek 2.3.6. Yaricaplari a > b olan orijin merkezli torus, C®-simfindan bir
yiizeydir: Gergekten, E := [—m, 7] x [-m, 7] ve (u,v) € E ikilileri géz Oniine
alindiginda ¢(u, v) := ((a+bcosv) cosu, (a+bcosv) sinu, bsin v) seklinde tanim-
lanirsa, ¢ fonksiyonu FE iizerinde C*°-simmifindan ve E° iizerinde bire-bir olur.
Diger taraftan, v = 0 dogrusunun goriintiisii zz-diizlemindeki (a, 0,0) merkezli
ve b yaricapl ¢ember; v = vy yatay dogrularinin goériintiileri ise, xy-diizlemine
paralel olan, (0,0, bsinvg) merkezli ve (a + bcosvg) yarigaph ¢emberlerdir. Ayni
zamanda da v = £ dogrularinin gériintiileri, xy-diizlemindeki (0, 0,0) merkezli
ve a — b yarigapli gember olur. Dolayisiyla, ¢(E) kiimesi ilgili torusun tamamini
orter.

Ornek 2.3.7. b > 0 olmak iizere, z = /(22 +4?), 0 < z < b kesik koni-
si C*®°-smifindan bir yiizeydir: E := [0,27] x [0,b] ve her (u,v) € E ikili-
si i¢in ¢(u,v) := (vcosu,vsinu,v) olarak alimrsa, ¢ fonksiyonu FE {izerinde
C>®-smifindan ve E° iizerinde bire-bir olur. Bariz olarak, z? + y?> = 22 ve
0 < z < b saglanir. Yani ¢(FE) kiimesi, verilen koninin bir alt-kiimesidir. Diger
taraftan, 0 < vg < b olmak flizere, v = vy yatay dogrusunun goriintiisi, z = vy
diizleminin iginde yatan, (0,0,vq) merkezli ve vg yarigapli bir gemberdir: ¢(E)
kiimesi, o halde, z = \/(12 +9?), 0 < z < b ile belirlenen kesik konidir. v = 0
dogrusunun goriintiistiniin koninin (0, 0,0) kosesi oldugu da dikkate almmalidir.

Bir parametrizasyonu (¢, E') olan, CP-simfindan bir yiizey S, ve (ug,vg) € E°
olsun. Eger ¢ := (¢1, ¢2, ¢3) ise, Kapali Fonksiyon Teoremi'nden*® dolay1,*7 ¢
fonksiyonunun kismi Jacobi determinantlarindan®® en az biri (ug, v) noktasinda
sifira egit degilse, diger bir ifadeyle i # j kogulunu saglayan bir (4, 7) indis ¢ifti
icin

Ay, ., (ug,v0) = (m(uo,vo) #(0,0,0) (2.3.1)
oluyorsa, bu durumda (xg, yo, 20) := ¢(uo,v0) € Y(B) ve Y (B) C ¢(B) gergek-
lenecek bigimde CP-sinifindan bir (¢, B) bariz ylizeyi vardir. Diferansiyellenebilir
bariz yiizeyler teget diizlemlerine sahip olduklarindan,'® eger ¢ # j kogulunu
saglayan bir (¢, 7) indis ¢ifti igin (2.3.1) gergekleniyorsa ve (zg, yo, z0) = ¢(uo, Vo)
ise, S ylizeyinin (zo, yo, 20) noktasinda bir teget diizlemine sahip oldugu goriiliir.

Asagidaki sonug bir yiizeyin bir parametrizasyonunun, yiizeyin teget diizlemi-
nin bir normal vektoriinti bulmak igin nasil kullanilabilecegini gosterir.

16Bkz. I11/Teorem 2.4.10.

17 Ayrica bkz. Teorem 2.1.15’in kaniti.

18Bkz. I11/S. 62.

197ki-degigkenli fonksiyonlar i¢in: bkz. III/Teorem 2.2.15 & II1/§2.4, Problem 8.
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Teorem 2.3.8. Bir parametrizasyonu (¢, E) olan, CP-sinsfindan bir yizey S,
ve ¢ := (¢1,02,¢3) olsun. Eger i # j kosulunu saglayan bir (i,j) indis ¢ifti
igin bir (ug,vo) € E° noktasinda (2.3.1) gergekleniyorsa, o zaman S yiizeyinin
(z0, Y0, 20) = ¢(ug,vo) noktasindaki teget dizleminin bir normali

(u X Pu)(u0,v0) = (Apy .05 (U0s V0)s Agy.6, (U0, 00), Dgy 6, (U0, v0))  (2.3-2)
vektoridir.

Kamit. § yiizeyinin ¢(uo, vp) noktasindaki teget diizlemi I olsun. Bu diizlemin
bir normalini belirleyebilmek icin, IT diizleminin i¢inde yatan iki vektér bul-
mak yeterlidir. Ancak ¢, (ug, vo) vektorii ¢(u,vy) egrisine ve ¢, (ug, vg) vektorii
o(ug,v) egrisine egrisine teget oldugundan, ¢, (ug, vo) ve ¢y, (ug, vo) vektorlerinin
ikisi de II diizleminin i¢inde kalir. Boylece, vektorel ¢arpim?© tanimi geregince,
IT diizleminin (xo, Yo, 20) noktasindaki bir normalinin

Gu (o, v0) X Gy (U, v0) = (Dgsy,é5 (05 10), Apg,1 (U0, V0)s Ay 6, (U0, V0))
vektorii oldugu goriiliir. O

Eger (¢, E) ikilisi Cl-smifindan bir S yiizeyinin bir parametrizasyonu ise,
(2.3.2) ile verilen vektor, (u,v) € E igin,

Ny (u,v) := ¢y (u,v) X ¢y(u,v)

notasyonuyla gosterilecektir. Bununla ilintili olarak, i # j kogulunu saglayan bir
(¢,7) indis ¢ifti icin (2.3.1) gerceklendiginde, Ny (ug,vo) vektori S tizerinde ¢
tarafindan belirlenen normal olarak adlandirilacaktir. Eger agikar parametri-
zasyonu ¢ ile belirlenen bir bariz yiizey z = f(x,y) ise, Ny = (—fz, —fy, 1)
oldugunu gozlemlemek oldukca kolaydir.?*

Yiizeyler i¢in normal vektorler, egriler igin teget vektorlerin gbrevini iistlenir-
ler: egrilerle ilgili kavramlarin ¢ogu, ¢’ vektorii N, ile degistirilerek, ylizeylere
tagmabilir. Agagidaki tanim, bundan dolayi, §2.1 kismindaki Tanmim 2.1.16 ile
kargilagtirilarak okunmalidir.

Tamim 2.3.9. (¢, E) ikilisi CP-sinifindan bir yiizeyin bir parametrizasyonu ol-
sun.

(i) Eger bir (ug,vo) € E i¢in Ny (ug, vo) # 0 ise (ya da buna denk olarak, eger
INg(uo,v0)|| > 0 oluyorsa), (¢, E') parametrizasyonu (ug, vo) noktasinda
diizgtin olarak adlandirilir.

20Bkz. I1I/Tanim 1.1.13.
2t Kargilagtirmak igin: bkz. III/Teorem 2.2.15.
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(ii) Eger (¢, F) parametrizasyonu E kiimesinin her noktasinda diizgiinse, diiz-
gtin olarak isimlendirilir.

(iii) Ep C E olmak tlizere, eger (¢, E) parametrizasyonu F \ Fy kiimesinin her
noktasinda diizgiinse, Fy kiimest digsinda diizgtin olarak adlandirilir.

Acgiklama 2.3.10. Bériz bir yiizeyin agikar parametrizasyonu diizgiindiir.

Egrilerdeki duruma benzer olarak, diizgiin bir parametrizasyona sahip bir
yiizey, iizerindeki her noktada bir teget diizlemine sahiptir (bkz. Problem 7).
Diger taraftan, her noktasinda bir teget diizlemine sahip olan bir yiizeyin diizgiin-
olmayan parametrizasyonlar: var olabilir: Ornek 2.3.5°de verilen kiirenin ¢ para-
metrizasyonu,

[Nyl = Il(a® cosucos® v, a* sinu cos® v, a* sin v cos v)|| = a?| cos v

oldugundan, v = +x/2 i¢gin diizgiin degildir. (Bunun nedeni ilgili parametrizas-
yonun, v = £7/2 dogrularini kiirenin kuzey ve giiney kutuplarina géndermesi,
yani bu noktalarda bire-bir olmamasidir.)

Bir S yiizeyini, xg := ¢(up,vo) olmak tizere, eger her xg € S igin (ug,vp)
noktasinda diizgiin olan bir (¢, E) parametrizasyonu bulunabiliyorsa, dizgiin
olarak adlandiracagiz. Bu adlandirma bir yiizeyi, bir diizgiin parametrizasyo-
na sahip oldugunda ‘diizgiin’ olarak nitelendirmekten farklidir ve daha kul-
lanighdir; zird tigc-boyutlu bir bélgenin siiri olarak belirlenen birgok ‘kapali’
ylizey, (global olarak) ‘diizglin’ parametrizasyonlara sahip degildir. (Bir 6nceki
paragrafta kiirenin parametrizasyonuyla ilgili yiiriitiilen tartigma, bu konuda iyi
bir perspektif saglar: kiire, yaptigimiz tanima gére, DUZGUNDUR; ¢iinkii kiirenin,
kuzey ve giiney kutup noktalarinda ‘diizgiin’ olan—her bir yarikiirenin asikar
parametrizasyonlar1 gibi—bagka parametrizasyonlar: bulunabilir.) Ayrica, yap-
t1gimiz tanima nazaran diizgiin olan her ylizey, diizgiin parametrizasyonlara
sahip yiizeylerin bir birlegimidir (bkz. §2.4, Problem 7).

Bir parametre degigimi altinda Ny normalinin nasil degistigi, agagidaki teo-
remin igerigidir.

Teorem 2.3.11. (¢, E) ve (¢, B) ikilileri, CP-sinifindan ayne bir yizeyin paramet-
rizasyonlar: olsun. Eger T fonksiyonu B kiimesini E kiimesine gonderen C*-sinafin-
dan bir fonksiyon ise ve 1 = ¢ o T oluyorsa, o zaman her (u,v) € B ig¢in

Ny (u,v) = Az (u,0) Ny (7(u, v))

gerceklenir.
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Kanit. ¢ := (¢1, P2, P3) ve 1 := (11,12, ¥3) olsun. Teorem 2.3.8’den,

Ny = (Agogps)s D) D p2))

olur. Hipotezden dolay1 da ¢, j = 1,2, 3 icin (¢;, ;) = (¢4, ¢;) o7 saglandigindan,
Zincir Kurali kullanilarak her (u,v) € B igin

A(wi’wj)(u, v) = AT(u,U)A(%%)(T(u, v))

esitligine ulagihr: B {izerinde, o halde, Ny, = A - (N, o 7) gergeklenir. O

Boylece, Tanim 2.1.18 ile kargilagtirilarak okunmasi faydali olan, asagidaki
tanima ulagilir.

Tanim 2.3.12. Eger CP-siifindan olan (¢, F) ve (¢, B) ikilileri ayni bir yiizeyin
iki diizgiin parametrizasyonu ise, ayni zamanda da CP-sinifindan olup B kiimesini
orten olarak E kiimesine gonderen, 1) = ¢ o 7 6zelligine sahip, ve her (u,v) € B
icin A;(u,v) # 0 kosulunu gergekleyen bir 7 fonksiyonu varsa, bu durumda
(¢, E) ve (¢, B) parametrizasyonlarin “diizgiince denk olduklari,” sdylenir.
Bu durumda 7 fonksiyonu B kiimesinden E kiimesine ge¢is fonksiyonu olarak
adlandirilir.

Agagidaki kavramlar da, yiizeyler i¢in, Tamim 2.1.8 ve Tamm 2.1.19’da ve-
rilenlerin benzerleridir.

Tanmim 2.3.13. Bir parametrizasyonu (¢, E) olan, CP-sinifindan bir yiizey S
olsun.

(i) S ylizeyinin ylizey alan

o(S) = /E N (s, )| d(u, v)
degeridir.

(ii) Eger g : S — R fonksiyonu siirekli ise, g fonksiyonunun S iizerindeki yiizey
integrali

J oo = [ a@w0) Ny 0l dtu,v) (2.3.3)

olarak tanimlanir.
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(2.3.3) ile verilen yiizey integrali, bi¢imi ¢(F) ve yogunlugu g olan bir zarmn
kiitlesi olarak yorumlanabilir. Diger taraftan bu integral, (x,y) € E olmak {izere
z = f(x,y) ile belirlenen CP-smifindan bir S bariz yiizeyi igin,

/ / gdo = / g, ) V(1 + F2(a,y) + £2(x ) d(z, y) (2.3.4)
S E

bi¢imine girer.

Yiizey alani kavrami kendi dogalligi iginde anlamlandirilmaya caligildiginda,
bu kavram i¢in dogru tanimin yukarida verilen oldugunu kesfetmek zor degildir.
Bu tanim, Ornek 2.1.21’den sonra, dogru parcalarinin uzunluklar1 toplamini goz
oniine alarak ||C|| yay uzunlugunun tanimlanmasina benzer bigimde, diizlemsel
bélgelerin alanlar: toplamini gz oniine alarak da verilebilir; ancak bu yaklagim,
sadece uygun kisitlamalar altinda gegerlidir: Sinirh bir silindirin yiizey alani
iiggensel bolgeler kullanilarak bu gsekilde hesaplanmaya calisildiginda bile, yak-
lagimi veren bélgelerin alanlar: toplami sinirsizca biiyiiyebilir.>?

GOz 6niine alinmasi gereken bir diger husus, Sonug 1.2.9 nedeniyle, Ny (u, v)
normalinin sifir-alanli bir kiime iizerinde tamimli olmadigi durumlar i¢cin de
(2.3.3) ylizey integralinin anlamh oldugudur. Yani, diizgiin-olmayan baz yiizeyler
—oOrnegin, koniler—iizerinde de yiizey integrali tanimlanabilir.

Yiizey alam1 ve yiizey integrali kavramlarinin diizgiince denk parametrizas-
yonlar altinda, hattd A, # 0 kosulu sifir-alanhi bir kapal kiime iizerinde za-
yiflatildiginda bile, korunduklarini gézlemlemek de zor degildir (bkz. Problem
5). Benzer bicimde, eger S yiizeyi R? uzaymm bir alt-kiimesi ise, bu yiizeyin
Tamm 2.3.13 (i) ile verilen yilizey alaninin, S kiimesinin Tanim 1.1.8 kullamlarak
belirlenen alaniyla ayni oldugu da gésterilebilir (bkz. Problem 4).

Bir yiizey integralini hesaplamak i¢in, verilen yiizeyin uygun bir parametrizas-
yonunu bulmak ve Tanim 2.3.13’i uygulamak gereklidir.

Ornek 2.3.14. S yiizeyi z = V/(a® — 2® — y?) yarikiiresi ve g(z,y,2) = V2

olsun. Bu durumda, E := [0, 27] x [0, 7/2] ve ¢, Ornek 2.3.5°de verilen fonksiyon
olarak alindiginda, (¢, F) ikilisinin S yarikiiresinin bir parametrizasyonu oldugu
ve [Ny | = a® cosv esitliginin gergeklendigi goriiliir. Boylece,

//sgdg: /LGQCOSU\/(asinv)dudv

w/2 4
= 27Ta5/2/ cos vV (sinw) dv = % a®/?
0

elde edilir.
22Daha detayh bilgi igin: kkz. [19, s. 130].
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g fonksiyonunun siirekli olmasi kogulu, Tamim 2.3.13’de, sadece (2.3.3) esitligi-
nin sag yanimin var olmasimi garantilemek icindir. Eger ilgili ardigik integral-
lerin biri yakinsak bir genellestirilmis integral®3 ise, yiizey integrali tanimi dogal
bicimde genisletilebilir. Bu diisiinme bicimi kullamilarak Ornek 2.3.14’deki yiizey
integrali yeniden gbz Oniine alinirsa, istenen integralin asikdr parametrizasyon
kullanilarak da hesaplanabilecegi goriiliir. Bunun i¢in z = v/(a? — 22 — y?) bariz
yiizeyinin normalinin N = (—z,, —z,,1) = (x/7,y/7, 1) oldugu gozlemlenmelidir.
(Bunormal 9B, /(0) {izerinde var olmaz; ancak 0B, (0) kiimesi sifir-alanl oldugun-
dan, B,(0) tizerinde integral alinirken bu kiime ihmaél edilebilir.) Béylece, (2.3.3)

ve kutupsal koordinatlar kullanilarak,

2m
//gdaz/ a\/z d(x,y) —a/ / 1/4drd€—— 5/2
S B,(0) * 3

sonucuna ulagilir. (Igteki, 7 degiskenine gére alinan integral bir genellegtirilmis
integraldir.)

En basit uygulamalar igin bile, birim kiibiin smir1 olan 9([0,1] x [0, 1] x [0, 1])
yiizeyi gibi, diizgiin olmayan fakat sonlu sayida diizgiin parcanin birlesimi olarak
ifade edilebilen yiizeylerle caligabilecek kadar zengin bir yiizeyler teorisine ihtiyag
duyulur; simdi, egriler icin yapildig1 gibi, buraya kadar geligtirilen teoriyi bu
tlirden yiizeylere dogal bir bigimde genigletecegiz. Genisletilmis bu teori, pratikte
kargilagilan somut yiizeyleri gorsel olarak betimlemek kolay oldugundan, kesin
ve formel tanimlardan ziyade geometrik betimlemeler tizerinden kurulacaktir.

Pargali diizgiin yiizeyleri tanimlamadan énce, i¢ noktalar (yani, ylizeyin ‘iginde’
yatan noktalar) ve simr noktalar: (yani, ylizeyin ‘kenarmmda’ bulunan noktalar)
arasinda bir ayrim yapilmalidir. Bu ayrimin neden yapilmasi gerektigini anla-
mak maksadiyla Ornek 2.3.4’de verilen (¢, F) ikilisiyle parametrelenen S kesik
silindiri goz oniine ahmirsa, bir (z,y,2) € S noktasimn, eger 0 < z < 2 ise S
silindirinin iginde kaldigi, buna karsin z = 0 veya z = 2 ise S silindirinin ke-
narinda bulundugu gozlemlenebilir. Sezgisel olarak bu, bir (z,y, z) noktasinin
bir ¢(E) egrisinin kenarinda bulunmasi i¢in (z,y, 2) ¢ ¢(E°) kosulunun saglan-
masinin gerekli ve yeterli oldugu yolunda bir tahmine yol agar. Ancak bu tah-
min, goz Oniine alinan silindir i¢in bile, dogru degildir: (1,0,1) = ¢(0, 1) noktast,
¢(E°) kiimesinde olmadigr gibi, silindirin bir kenarina da ait degildir. (Esasinda
bu nokta, S silindirinin bir ‘yivi’ iizerinde bulunur.) Bu basit gozlem, genel bir
yiizeyin i¢ ve sinir noktalarini, ylizeyin bir parametrizasyonunu kullanarak degil
geometrik olarak tanimlamanin daha uygun olacagini gosterir.

23Bkgz. I11/Dipnot 5, s.56.
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R3 i¢inde CP-sinifindan bir yiizey S olsun. Eger bir (x,y,2) € S noktas1 S
kiimesine ait noktalar tarafindan her yonden sariliyorsa, bir bagka deyisle bu nok-
tadan itibaren herhangi bir yone yeterince kiiclik bir hereket yapildiginda yine
S kiimesinin iginde kalimiyorsa, S yiizeyinin bir i¢ noktas: olarak adlandirila-
caktir. Bir § ylizeyinin tiim i¢ noktalarmimn kiimesini Int (S) ile gésterecegiz ve
S ylizeyinin (manifold) swnwrimi 9S := S \ Int (S) olarak tamimlayacagiz.

Ayni kavramlar olmamalaring karsin, bir yiizeyin smirim ve bir kiimenin
IIT/Tamim 1.2.12 (iii) ile tamimlanan simirin gdstermek i¢in ayni notasyonun
kullanildigina dikkéat edilmelidir. Bu segim, gok-degigkenli hesabin tiim temel
teoremleri i¢in ayni terminolojiye imkéan sagladigindan dolay: tercih edilmigtir.
Belirsizlige yol agmamak icin, bundan béyle bir E bélgesinin sinirmi, yani E~ E°
kiimesini, F kiimesinin topolojik sinari olarak adlandiracagiz. Yiizeyler soz
konusu oldugunda kullanilacak olan sinir kavrami manifold sinir1 ve m-boyutlu
bolgeler s6z konusu oldugunda kullanilacak olan simir kavrami topolojik smir
olacagindan, boyle bir ayrim bir karigikliga yol agmayacaktir.

Bir S yiizeyi, eger 0S = @ ise, kapals olarak adlandirihr. Ornegin, a > 0
icin, 22 + 92 + 22 = @ kiiresi kapaldir; fakat z = v/(a® — 2% — y?) yarikiiresi,
sinir1 #2 + y? = a?, z = 0 oldugundan, kapal degildir. (Benzer durum, smir1
224+ y?> =1,z = 1 olan z = 22 + 92, 0 < z < 1 kesik paraboloidi icin de
gegerlidir.)

Jordan Egri Teoremi?4 nedeniyle kapali bir C yay1 R? diizlemini, sinirh bilesen-
leri C tarafindan ‘gevrelenen’ ve sinirsiz bilegeni C yayimin ‘diginda’ kalan, iki veya
daha cok ayrik ve baglantiy1 kiimeye ayirir. Ayni durum, kapal yiizeyler igin
genel olarak gegerli degildir: (Klein sigesi gibi) hicbir noktay1 ¢evrelemeyen, ve
bundan dolay1 da R? uzaymi ayrik kiimelere bélmeyen, kapal diizgiin yiizeyler
vardir.?5

Her j=1,...,N i¢in §; := (¢;, E;) bir diizgiin yiizey ise, ve her j # k i¢in ya
S; NSy, bog kiime oluyorsa ya da S; yiizeyinin sinirinin bir pargas1 Sy, yiizeyinin
siiriin bir parcasina eklenmigse, bu durumda S := Ujvzl §; kiimesi bir parcalz
diizgiin ytizey olarak adlandirilacaktir. Dolayisiyla bir parcal diizgiin yiizey,
0 < a < ||(z,y,2)|| € b tacimn topolojik simir1 gibi ayrik parcalardan, ya da
ortak-merkezli 9[([0,3] x [0,3] x [0,3]) ~ ([1,2] x [1,2] x [1,2])] kutular1 gibi,
‘sirt’lara sahip baglantili pargalardan olusabilir. Bunlara ilave olarak, S; yiizey-
lerinden herhangi {i¢liniin kesigiminin en ¢ok sonlu bir kiime oldugu kisitlamasini
da getirecegiz: bu, bir pargali diizgiin yiizeyin herhangi bir kenar1 boyunca ken-
disinin {izerine iki kere katlanmasi gibi bir durumun s6z konusu olmamasi an-

24Bkz. Sayfa 83, Ornek 2.1.4’den sonraki paragraf.
25Bkz. [10, S. 22|.
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lamina gelecektir.

S:= Uj\[:1 S;, bir parcali diizgiin yiizey olsun. S yiizeyinin bir parametrizas-
yonundan, S; ylizeylerinin (¢;, E;) diizglin parametrizasyonlarinin bir ailesi
anlagilacaktir. S ylizeyinin Uévzl(q’)j, E;) ve Uj‘\[:1(1/’j> Bj;) gibi iki parametrizas-
yonunun, eger her j € {1,...,N} i¢in (¢;, E;) ve (¢;, Bj) parametrizasyon-
lar1 diizgiince denk ise, “diizgiince denk olduklari,” sGylenecektir. S yiizeyinin
swmary, 0S; ylizeyinin eklenmemis bir parcasinin kapamgina ait olan tiim nok-
talarin birlegimi olarak tanimlanacaktir. (Ornegin, [0,1] x [0,1] x [0,1] birim
kiibiinden z = 1 yiizliniin ¢gikarilmasiyla elde edilen kutunun siiri z = 1 diizle-
mindeki birim kare; 22 +32 = 1, =3 < 2 < 0 ve z = /(1 — 2% — y?) yiizeylerinin
birlegiminin sinir1 ise z = —3 diizlemindeki birim ¢emberdir.) Son olarak, eger
S bir pargali diizgiin yiizey ise, S ylizeyinin ytizey alana

o(S) = Z o(S;)

j=1

olarak; § {izerinde siirekli olan gergel-degerli bir g fonksiyonunun ytizey integ-
rali ise

//Sgda::;//sjgda

olarak tamimlanacaktir.

Ornek 2.3.15. £ =0,y =0, 2 =0, ve  + y + = = 1 ile simrlanan bolgenin
topolojik siir1 almarak olugturulan dortyiizli S, ve g(z,y,2) = x + y? + 23
olsun. Bu durumda S dértytizliisii, koge noktalar: (0,0), (1,0), ve (0,1) olan FE
tiggensel bolgesine ait her (u,v) i¢in, ¢1(u,v) = (u,v,0), ¢2(u,v) = (0,u,v),
@3(u,v) := (u,0,v), pa(u,v) := (u,v, 1 —u—wv) parametrizasyonlariyla belirlenen
dért adet yiize sahiptir. Aym zamanda, j = 1,2, 3 icin [Ny, || = 1 ve [Ny, || = v/3
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olur. O halde,

1 1-u 1 1—u
//gdoz/ / (u+v2)dvdu+/ / (u? + %) dv du
s o Jo o Jo
1 1—u
+/ / (u +v*) dv du
0o Jo

+\/3A1A1u(u+v2+(1—u—v)3)dvdu

:/1/1“[(2+\/3)u+u2+(1+\/3)v2+2v3
+\/3(17u—v)]dvdu
1 s 5 1+3 3
:A 2+ V8)Ju— (L+V3)u? - + —2(1—w)
2+/3

+ T(l —u)*] du

3
10(2 +/3)

olarak elde edilir.

Problemler

1.

4.

Asagida verilen her S yiizeyinin yiizey alanimi hesaplayiniz:
(a) S yiizeyi, a < z < b olmak iizere z = /(22 + y?) ile verilen konisel kabuk;
(b) S yiizeyi, Ornek 2.3.5'de verilen kiire;
(c) S yiizeyi, Ornek 2.3.6’da verilen torus.
Asagida verilen her S yiizeyi ve her g fonksiyonu i¢in, S ylizeyinin ve bu ylizeyin 0S
smirmin (pargall) diizgiin bir parametrizasyonunu bularak ffs g do integralini hesapla-
yiniz:
(a) S yiizeyi, z = 2 — y? yiizeyinin xy-diizleminin {izerinde olup = 1 ve # = —1
diizlemleri arasinda kalan parcasi, ve g(x, vy, 2) := V(1 + 42 + 4y?);
(b) S yiizeyi, y = 23, 0 <y <8, 0 < 2z < 4 ile belirlenen yiizey, ve g(z,y, 2) := x32;
(c) S yiizeyi, z = V(9 — 2 — y?) yarikiiresinin 2z2 4+ 2y? = 9 silindirinin diginda
kalan pargasi, ve g(z,y,z) ;=2 +y + z.
22 /a® + y?/bv? + 22 /c? = 1 elipsoidinin, OF topolojik siir1 diginda diizgiin olan bir
(¢, E) parametrizasyonunu bulunuz.

(a) E kiimesi iki-boyutlu bir bélge ve S := {(z,y,z) € R3 | (z,y) € E ve z = 0} ise,

Alan (E / / do



2.3 Yiizeyler 113

ve her siirekli g : E — R fonksiyonu igin

//gd0=/g(m,y,0)d(%y)
S E

(b) f : [a,b] — R fonksiyonu CP-smifindan olsun, R? icindeki C egrisi y = f(z),
< z < b ile belirlensin, ve R3 igindeki S yiizeyi z = f(z), a <z <b, c <y <d
olarak verilsin. Bu durumda, o(S) = (d — ¢)L(C) oldugunu gosteriniz.

oldugunu kanitlayiniz.

(¢) f : [a,b] — R fonksiyonu CP-simifindan olsun ve S yiizeyi y = f(z), a <z < b
egrisini x-ekseni etrafinda dondiirerek elde edilsin. S yiizeyinin yiizey alaninin

b
a(S) =27r/ [f (@) V(A + [ (2)]?) de

oldugunu ispatlayiniz.

5. CP-smifindan olan ¢ (B) ve ¢(F) ylizeyleri, ve B kiimesini 6rten olarak E kiimesine
génderen ve 1) = ¢ o 7 kosulunu saglayan Cl-smifindan bir 7 fonksiyonu géz oniine
alinsin.

(a) Eger (v, B) ve (¢, E) parametrizasyonlar1 diizgiin ise ve B iizerinde, 7 fonksiyonu
bire-bir oluyorsa ve A, # 0 gergekleniyorsa, bu durumda her siirekli g : $(F) — R
fonksiyonu igin

// 9((u, v)) ||N¢(u7’v)||dudv=// 9(%(s,1)) [Ny (s, )| ds dt
E B

esitliginin saglandigini kanitlayiniz.

(b) Eger Z kiimesi B kiimesinin sifir-alanli ve kapali bir alt-kiimesi ise ve (1, B)
parametrizasyonu Z kiimesinin diginda diizgiin oluyorsa, 7 fonksiyonu bire-bir
ise, ve B° \ Z kiimesi lizerinde A, # 0 kosulu saglaniyorsa, bu durumda her
siirekli g : ¢(E) — R fonksiyonu igin

// (u,v)) INg(u,v)|| dudv = // (5,1)) [Ny (s, )| ds dt

esitliginin saglandigini ispatlayiniz.

6. f : B3(0) — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun ve her (z,y) € Bs(0) i¢in
IVf(z,y)|| < 1 saglansin. Eger S yiizeyi 22 = z2 + y2, 0 < z < 4 ile belirlenen
paraboloid ise,

/ |f(l’,y)—f(0,0)|d0'<40ﬂ'
S

oldugunu gosteriniz.

7. ¢(E) ylizeyi CP-simifindan, ve (ug,vo) € E° olmak tizere (zo,yo0, 20) = ¢(uo,v0) olsun.
Eger Ny (uo,v0) # 0 ise, ¢(E) yiizeyinin (zo,yo, z0) noktasinda bir teget diizlemine
sahip oldugunu kanitlayiniz.

8. § :=¢(B) bir diizgiin yiizey olsun. Eger E := ||¢u]|, F := ¥y - o, ve G := ||1by]| ise, S
ylizeyinin ylizey alaninin fB V(E2?G? — F?)d(u,v) oldugunu ispatlayniz.
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9. S ylizeyinin, (z0,yo0, 20) noktasinda diizgiin olan bir (¢, E) parametrizasyonuna sahip
Cl-sinifindan bir yiizey oldugu varsayilsin. E igindeki, (ug,vo) noktasindan gegen (yani,
¥ (to) = (uo,vo) olacak gekilde bir tg € I bulunan) C'-sinifindan bir egrinin bir paramet-
rizasyonu (1, I) olsun. Bu durumda, (¢ o 9)'(t0) - (¢u X ¢v)(v0,v0) = 0 oldugunu
ispatlayiniz.

2.4 Yonlendirilmis yiizeyler

Bir diizgiin (¢, I) egrisinin yonlendirilmesi, §2.2 kisminda, bir ‘pozitif yon’ segmek
icin ¢'(t) teget vektorii kullanilarak yapilmigti. Benzer bigimde, bir diizgiin
S = ¢(F) yiizeyi de, N, birim normali S yiizeyi i¢in bir ‘pozitif taraf’ segmek i¢in
kullanilarak yapilacaktir. Diizgiin yiizeyler tanimlar1 geregince baglantili olduk-
larindan, boyle bir se¢im S yiizeyinin sadece iki tarafimin olmasi durumunda
miimkiindiir.

Bu durumda, yeni bir sorunla kargilagilir: sadece bir tarafi olan diizgiin yiizeyler
vardir.

Ornek 2.4.1 (Mébius Bandi). E := [—7,7] x [~1,1] ve her (u,v) € E icin
d(u,v) := ((2 +vsin(u/2)) cosu, (2 + vsin(u/2)) sin u, v cos(u/2)) olsun. Bu du-
rumda v = 0 yatay dogrusunun ¢ altindaki gériintiisii (2 cosu,2sinu,0), yani
xy-diizlemindeki orijin merkezli ve 2 yaricapl ¢emberdir. Diger taraftan her
u = ug dikey dogrusunun goriintiisii, ug degeri artarken iig-boyutlu uzayda
dénen, R? icinde bir dogru parcasidir: érnegin v = 0 dogrusunun goriintiisii
(2,0,v), =1 < v < 1, ve u = +x dogrularinin goriintiileri ise Sy := (—2Fv,0,0),
—1 < v < 1 yivi, yani {(2,0,0) € R? | =3 < z < —1} noktalarmin kiimesidir.
(¢, E) parametrizasyonunun izi, o halde, tek tarafli bir yiizey belirler.

Bu tiirden siradisi durumlardan kacinmak igin, yeni kavramlar tamimlaya-
cagiz. Bir § diizgiin yiizeyinin, tizerindeki bir (zo, yo, z0) noktasindaki, bir (¢, E)
parametrizasyonuyla belirlenen birim normali, ¢(ug,vo) := (zg, Yo, z0) olmak
tizere, n(zo, Yo, 20) = Ng(uo, v0)/||Ng(ug,vo)|| vektoriidiir. Apagik olarak, n
birim normalinin iyi-tanimh olabilmesi, j = 0,1 i¢in, ¢(u;,v;) = (o, Yo, 20)
kogulunu saglayan tiim (u;,v;) € E noktalar i¢in

Ny (uo, vo) Ny (uy, 1)

[N (uo, vo)ll [N (ur, v1)]]

olmasiyla miimkiindiir. Bu durum, ¢ fonksiyonu F {izerinde bire-bir ve diizgiin
oldugunda gergeklenir. Buna kargin, eger ¢ fonksiyonu E iizerinde bire-bir degilse,
(¢, E) parametrizasyonu E {izerinde diizgiin oldugunda bile, n birim normali
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iyi-tamimli olmayabilir (her v € [—1,1] igin, ¢(m,v) = ¢(—m,v) olan fakat
Ny (m,v) = —Ng(—m,v) durumu gerceklenen Mébius band: buna bir érnektir).

Bir § diizgiin yiizeyi, S iizerinde siirekli olarak degisen kesin bir n birim nor-
mali belirleyen bir diizgiin (¢, F) parametrizasyonuna sahipse, bir bagka ifadeyle
o(uo,v0) = ¢(u1,v1) oldugunda N (ug, vg) vektori Ng(ui,v1) vektoriiyle aym
dogrultuyu gosteriyorsa, ve (ug,v2) noktasi (ug,vp) noktasimin yakiminda iken
Ny (uz, v2) vektorii yaklagsik olarak N (ug, vo) vektoriiyle ayn dogrultuyu isaret
ediyorsa, yénlendirilebilir olarak adlandirilacaktir. Eger S ylizeyi yonlendirile-
bilir ise, bu ylizeyin birim normali yiizey icin bir ‘pozitif’ taraf (n vektoriiniin
isaret ettigi dogrultudan yana olan taraf) segmekte kullamlabilir.

Bundan béyle, bir § yonlendirilebilir ylizeyinin bir parametrizasyonun-
dan, § iizerinde kesin bir birim normal belirleyen bir diizgiin (¢, F) ikilisi an-
lagilacaktir.

Tamm 2.4.2. Eger (¢, E) ve (¢, B) ikilileri aym bir yonlendirilebilir yiizeyin
7 gegis fonksiyonuna sahip diizgiince denk iki parametrizasyonu ise, ve her
(u,v) € Bigin A (u,v) > 0 oluyorsa, bu durumda (¢, E) ve (¢, B) parametrizas-
yonlarimin “yénlendirilisce denk olduklari,” sGylenir.

Teorem 2.3.11’den dolayi, eger (¢, E) ve (1), B) parametrizasyonlar: yonlendiri-
ligce denk iseler, bu parametrizasyonlarin iirettikleri normaller ayni dogrultuyu
gosterirler. (¢, E') kullamlarak segilen pozitif taraf, su halde, (¢, B) kullamlarak
secilen pozitif tarafla aym olur.

Birim teget vektorii kullanilarak yonlendirilmig egrisel integrallerin tanimlan-
masina benzer bigimde, birim normal kullanilarak yonlendirilmis yiizey integral-
leri tanimlanabilir (agagidaki tamim, Tamm 2.2.4 ile kargilagtirilmalidir).

Tanim 2.4.3. S, bir (¢, ) parametrizasyonu tarafindan belirlenen n birim
normaline sahip diizgiin bir yénlendirilebilir yiizey olsun. Eger F : & — R?
fonksiyonu siirekli ise,

//S‘F ndo = /E(F 0 ¢)(u,v) - Ng(u,v)d(u,v)

degerine S tizerinde F fonksiyonunun yénlendirilmis yiizey integrali denir.

Soldaki integral i¢in kullanilan notasyon, n = N /|| Ng|| ve do = |Ny|| d(u,v)
oldugundan, (2.3.3)’de verilen notasyonla uyumludur.

Bariz bir ylizey iizerinde agikar parametrizasyonun her zaman kesin bir normal
belirledigi gozlemlenmelidir. Eger S := {(z,y,2) € R® | 2 = f(z,v), (z,y) € E}



116 2 (Cok-degiskenli hesabin temel teoremleri

ise, o halde, Tanim 2.4.3 ile verilen yonlendirilmisg yiizey integrali

/ L Fondo = /E F(a,y, f(2.9) - (= fo,—fy D) d(z,y) (2.41)

formuna doniigiir.

Parametrizasyonlar: normal vektoriiniin sifira egit oldugu en az bir noktaya
sahip olan ve bundan 6tiirii birim normallerinin tanimlanamadigi, ii¢-boyutlu
bolgelerin sinir1 olan (kiire gibi) yiizeyler ve diizgiin-olmayan (koni gibi) yiizeyler
igin, durum her zaman kolay degildir; ne ki, yonlendirilmis egrisel integrallerde
oldugu gibi, normal vektoriiniin sifir-alanli bir kiime iizerinde taniml olmadig:
ylizeyler iizerinde de yo6nlendirilmis yiizey integrali tamimlanabilir (bkz. Prob-
lem 4). Ancak bu durumda, yonlendirilebilir olma tanimi dikkatli bigimde ele
alinmalidir. Diizgiin-olmayan noktalarin ailesi (bir ¢adirin tepesinde ya da bir
piramidin kenarinda oldugu gibi) biitiin yiizeye dokunarak gidiyorsa, ‘siirekli
olarak degigen’ normal kavramindan ne anlagilmas: gerektigini tanimlamak zor
olabilir. Bu kismin sonunda, parcali diizgiin yiizeyler i¢in, bu probleme deginece-
giz. Simdilik, bir § = ¢(FE) ylizeyinin yonlendirilebilir olmasinin ne anlama
geldigini tanimlamanin, eger ylizeyin tekilliklerinin (yani, Ny (u,v) = 0 esitligini
saglayan bir (u,v) € E i¢in (z,y,2) = é(u,v) olan (x,y,z) € R? noktalarinin)
kiimesi sonlu ise miimkiin oldugunu séylemekle yetinecegiz. Boylece, kiirelerin
ve konilerin standart parametrizasyonlarinin Tanim 2.4.3’de kullanilabilecekleri
goriliir.

Eger F fonksiyonu sikigtirilamayan bir akigkanin bir S yiizeyi iizerinde bulu-
nan noktalardaki akigimi temsil ediyorsa, bu durumda F - n degeri F fonksiyo-
nunun normal bilegenini, yani n dogrultusunda akan akigkan miktarini gosterir.
Bu ise F-ndo degerinin integralinin, ilgili akigkanin S yiizeyi boyunca n dogrul-
tusundaki akiginin bir 6l¢iislinii vermesi anlamina gelir; bu degere S boyunca F
ile temsil edilen akigkanin akzs1 denir. Bircok yonlendirilmis yiizey integralinin
degerinin sifir olmasi, bundan dolay1 sagirtici degildir.

Bir § yiizeyi iizerinde F - ndo degerinin integralinin yonlendirilisce denk
parametrizasyonlar altindan degismeden kaldig1, kolayca gosterilebilir (bkz. Prob-
lem 4). Asagidaki sonug, yonlendiriligin degigtirilmesinin, yonlendirilmig bir yiizey
integralinin degerini bir igsaret farkiyla etkiledigini gosterir.

Teorem 2.4.4. Eger (¢, E) ve (1, B) parametrizasyonlar dizgince denk iseler
fakat yonlendirilisce denk degillerse, o zaman

/ F(6(u,v)) - Ny (1, v) d(u, v) = — / F(6(s, 1)) - Noy(s,1) d(s, 1)
E

B

olur.



2.4 Yoénlendirilmig ytizeyler 117

Kamt. B kiimesinden E kiimesine gegis fonksiyonu 7 olsun. Baglantili olan
B kiimesi tizerinde A, Jacobi determinant1 siirekli ve sifirdan-farkli oldugun-
dan, ayni zamanda da (¢, E') ve (¢, B) parametrizasyonlar1 yonlendirilisce denk
olmadiklarindan, B iizerinde A, < 0 gergeklenir. Teorem 2.3.11 ve Teorem
1.4.4’den, o halde,

/ F(1)(s,t)) - Ny(s,t)d(s,t) = _/ |A7 (s, 8)|[(Fogor)(s,t) - (N o7)(s,t)
B B
= ‘/ F(6(u,v)) - Ny (u, v) d(u, v)
7(B)
_ L F(6(u,v)) - Ny (u,v) d(u, v)

oldugu goriiliir. O

Baylece, yonlendirilisi geometrik olarak betimlenmis olan bir S yiizeyi {ize-
rinde bir yonlendirilmis ylizey integralini hesaplarken, S yiizeyinin herhangi bir
diizgiin parametrizasyonunu kullanip integralin isaretini belirlenen yoénlendiriligi
yansitacak bigimde ayarlamanin yeterli olacagi goriilmiis olur.

Ornek 2.4.5. S yiizeyi, (z,y) € [0,1] x [0,1] olmak iizere, z +y + z = 1 ile
belirlenen diizlemsel bélge, n vektorii asagiya-dogru-yénelmis birim normal, ve
F(z,y,z) := (xy,z — vy, 2) olsun. Bu durumda, = + y + z = 1 diizleminin (1,1, 1)
normali yukariya-dogru-yonelmis oldugundan, Teorem 2.4.4 kullanilarak,

11
1
//F~nda:—//(acy,x—y,l—x—y)-(1,1,1)dxdy=—f
s o Jo 4

elde edilir.

Yonlendirilmig egrisel integraller icin yapildigi gibi, yonlendirilmis yiizey in-
tegrallerini gostermek icin de bir ‘diferansiyel’ notasyonu geligtirmek uygun ola-
caktir. Tkinci-dereceden diferansiyelleri tanimlamak icin, parametrik denklemleri
x = ¢1(u,v), y = da(u,v), z = ¢3(u, v) olan diizgiin bir S := ¢(F) yonlendirilmisg
yiizeyi goz Oniine alinsin. Teorem 2.3.8 nedeniyle,

_ (0, 2) 9(z,x) O(x,y)
No = <5‘(u,v)’ A(u,v)’ 8(u,v))

olur. Buradan, bir F := (P,Q,R) : ¢(E) — R? fonksiyonunun yonlendirilmis
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yiizey integralinin

/E (P 0y, 2) | Q g(j Y R 3(%3/)) d(u, v)

O(u,v) (u,v) d(u,v)
=: // Pdydz+ Qdzdx + Rdxdy
S
sekline dontiigtiigii, yani ikinci-dereceden diferansiyellerin
Ay, z) I(z,x) A(z,y)
dydz == d dzdx = d dx dy :== d
bi¢iminde tammlanmalar1 gerektigi goriliir. (Bunlar, dy = f’(z)dz diferan-

siyelinin iki-boyutlu benzerleridir.) Bir  C R? kiimesi iizerinde bir 2-form (ya
da, ikinci-dereceden bir diferansiyel form), P,Q,R : Q — R fonksiyonlar
olmak iizere,

Pdydz+ Qdzdx + Rdx dy

yapisinda bir ifadedir. Katsayslar: olarak adlandirilan P, @, R fonksiyonlarinin
Q tizerinde siirekli olduklar1 bir 2-formun “Q? iizerinde stirekli oldugu,” sdylenir.
F .= (P,Q,R) : ¢(E) — R3 olmak fizere, siirekli bir 2-formun bir n birim
normali ile yonlendirilmig bir diizgiin S yiizeyi iizerindeki yénlendirilmis in-
tegrali

//dedz+dedx+Rdmdy :://(P,Q,R)~nda
s S

olarak tanimlanir.

Birinci-dereceden diferansiyel formlar, yonlendirilmis bir egrisel integrali hesap-
lamak ya da bir fonksiyonun artigini yaklagik olarak belirlemek gibi iglemleri
yapmak i¢in kullanilan formel aygitlardir. Benzer bi¢imde ikinci-dereceden difer-
ansiyel formlar da, yonlendirilmis yiizey integrallerini hesaplama gibi iglemlerde
kullanilirlar. Ayrica bu formlar, §2.5 ve §2.6 kisimlarinda verilecek olan, vek-
tor hesabinim ii¢ esas sonucunu birlestirmek igin de kullamlabilir.?¢ (Diferan-
siyel formlar, daha dogal fakat biraz daha uzun bir sekilde, dx diferansiyeli
(x,y,2) — z izdiigiim operatoriiniin tiirevi seklinde goriilerek de tanimlanabilir-
ler.27)

Bir yiizeyin sinir1, genel olarak, bir egridir. Mébius bandinin sinir1 bir basit ka-
pali egri oldugundan, yonlendirilebilir olmayan bir yiizeyin sinir1 yonlendirilebilir
bir egri olabilir.

26Bkz. [23, §10.1, Exercise 4].
2TBkz.[19, S. 8g).
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S yonlendirilmis yiizeyi, parcali diizgiin bir S sinirina sahip olsun. Bu du-
rumda § yiizeyinin yonlendirilisi kullanilarak, S tizerinde bir yonlendirme be-
lirlenebilir. Bunun i¢in S yiizeyinin pozitif tarafinda, S simirina yakin olan bir
noktada bulunuldugu varsayilirsa, 0S tizerindeki pozitif akig yoniiniin sagdan
sola dogru oldugu goriiliir; diger bir deyisle, S yiizeyinin pozitif tarafinin iize-
rinde ve pozitif akig yoni dogrultusunda sinir boyunca yol alindiginda, ylizey
solda kalir. S simirimin bu yonlendirmesi pozitif yonlendirilis, ya da sag-el
yonlendirilisi, veya S yiizeyinin yonlendiriligi tarafindan 0S tizerinde belir-
lenen yonlendirilis olarak adlandirilir. S kiimesi R? uzaymim bir alt-kiimesi
oldugunda, yani zy-diizleminin i¢inde kaldiginda, eger 0S smir1 S iizerindeki
yukariya-dogru-yonelmis normal vektor (yani, z > 0 iist yari-diizlemine dogru
yonelmisg normal vektor) tarafindan belirlenen yonlendirilige sahipse, S simirimin
pozitif olarak yonlendirilmis oldugunu syleyecegiz. Boylece, eger S kiimesi R?
uzayinin, smirt baglantili ve parcali diizglin bir kapali egri olan simirl bir alt-
kiimesi ise, S itizerindeki dogal yonlendiriligin OS {iizerinde pozitif z-ekseninin
yukarisindan goriildiigiinde saat yelkovaninin ters yoniinde olan bir yonlendirilig
belirledigi elde edilir. Bu durum, F bélgesinin icinde ‘delikler’ varsa gegerli ol-
maz: &rnegin, bir @ > 0 i¢in E = {(z,y) € R? | a® < 22 + 3% < b?} ise,
{(x,y) € R? | 22 + y? = b?} {izerindeki pozitif yonlendirilis saat yelkovaninin
ters yoniinde olmasina karsin, {(z,y) € R? | 22 + y? = a?} iizerindeki pozitif
yonlendirilis saat yelkovaniyla aynm yondedir.

Yonlendirilis kavraminin geometrik olarak yukaridaki sekilde yapilan betim-
lemesi, pratikte kargilagilan pek ¢ok somut durumda, yiizey tarafindan belirlenen
yonlendirilisi tespit etmek icin yeterli olur.

Ornek 2.4.6. S yiizeyi, z = 22+ 92, 0 < z < 4 ile belirlenen ve iceriye-yonelmis
normale sahip kesik paraboloid olsun. Bu durumda S yiizeyinin sinir1, z = 4 diiz-
lemi iizerindeki 22 + y? = 4 ¢emberidir; z-ekseninin yukarisindan goriildiigiinde,
pozitif yonlendirilis saat yelkovani yoniindedir. S smirimin bir parametrizas-
yonu, o halde, t € [0,27] igin ¢(t) := (2sint, 2cost, 4) olarak belirlenir.

Yukaridaki fikirler parcali diizgiin yiizeylere genigletilmek istendiginde, bu tiir-
den bir § = Uj S; yiizeyi icin, her S; yiizeyinin yonlendirilebilir oldugunu
varsaymanin yeterli olmayacagi goriiliir: Ornek 2.4.1’de verilen Mobius bandi,
k=1,2i¢in By := [1(k—2),7(k—1)] x [~1,1] ve ¢ fonksiyonu Ornek 2.4.1’deki
gibi alindiginda, ¢(E1) ve ¢(E2) yonlendirilmis yiizeylerinin birlegimi olur. Eger
+Ny, normalleri her S; parcgasi iizerinde ‘pozitif tarafi’ uyumlu bir bigimde
belirleyen bir n; birim normali iiretilecek bi¢imde kullamlabiliyorsa (6rnegin,
baglantili bir parga tizerindeki tiim normal vektorler digariya-yonelmis ve diger
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bir baglantih parga tizerindeki tiim normal vektorler igeriye-yonelmis ise), bu du-
rumda pargali diizgiin S := J ; S; yiizeyinin yénlendirilebilir oldugu soylene-
cektir. Eger parcali diizgiin S = | ; S; ylizeyi yonlendirilebilir ise, siirekli bir
F : S — R3 fonksiyonunun yénlendirilmis yiizey integrali

N
F -ndo:= // F-n: do
/], 2 ) T

Ornek 2.4.7. 22 4 32 = 1 silindiri ve z = 0 ve z = 2 diizlemleriyle sinirlanmig
kat1 cismin topolojik sinir1 S, bu yiizey iizerindeki ve disariya-yonelmis normal
n, ve F(z,y, z) := (z,0,y) olsun. Bu durumda § yiizeyinin, bir dikey S; tarafi,
bir S; tabani, ve bir S3 tepesinden miitesekkil {i¢ diizgiin parcadan olustugu
gortiliir. E := [0,2n] x [0,2] ve her (u,v) € F igin ¢(u,v) := (cosu,sinu,v)
alinarak S; yiizeyinin bir parametrizasyonu belirlenirse, N, = (coswu,sinu, 0)

olur ve -
// F-ndaz/ / cos? ududv =27
S o Jo

olarak elde edilir. Diger taraftan, Sy tizerindeki, digsariya-y6nelmis birim normal
n = (0,0, —1) oldugundan, §2.3, Problem 4 (a) kullanilarak,

2 1
// F~ndU:—/ yd(x,y):—/ / r?sin @ dr df = 0
Ss B1(0) o Jo

sonucuna ulagihr. Benzer argiimanlarla, Ss iizerindeki integralin de sifira egit
oldugu goriilir. O halde,

//F~nda=27r—|—0+0=27r
S

olarak tanmimlanir.

olur.

Ornek 2.4.8. z = 22 + y? paraboloidi ve z = 1 diizlemi tarafindan siirlanan
kat1 cismin topolojik smir1 S, bu ylizey iizerindeki ve digariya-yonelmis normal
n, ve F(z,y,2) := (v + 2%,2,2) olsun. Bu durumda S yiizeyi, 2 = 22 + 32,
0 < z < 1 ile belirlenen S; paraboloidinden ve 22 + % < 1, z = 1 ile belirlenen
S diskinden olusan iki diizgiin parcadan miitesekkildir. &7 ylizeyinin agikar
parametrizasyonu, (u,v) € B1(0) olmak iizere, ¢(u,v) := (u,v,u? +v?) ile belir-
lenir. Bu durumda Ny = (—2u, —2v, 1) normalinin, verilenden aksi yonde, yani
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igeriye-yo6nelmis olduguna dikkat edilmelidir. Teorem 2.4.4 ve kutupsal koordi-
natlar kullanilarak, su halde,

// F - ndo = —/ (—2u® — 2u(u® +v*)? — 2uv + (v + v?)) d(u, v)
Sy B1(0)

1 27
:/ / (2r% cos? § + 215 cos O + 2r% cos Osin @ — r?)r drdf = 0
o Jo

elde edilir. Diger taraftan, Se tizerindeki ve digariya-yonelmis birim normal
n = (0,0,1), ve Sy lizerinde F - n = z = 1 oldugundan, §2.3, Problem 4 (a)

kullanilarak,
// F~nda:/ d(z,y) = Alan (B, (0)) = =
So B1(0)

sonucuna ulagilir. O halde,
//F-ndU:0+7r:7T
s

Ornek 2.4.9. z = —1 ve z = /3 diizlemleri ve 22 + y? — 22 = 1 tek yaprakh
hiperboloidi ile siirlanmig kat1 cismin topolojik sinir1 S, bu yiizey iizerindeki
ve digariya-yonelmis normal n, ve F(x,y,2) := (z,y, 2) olsun. Bu durumda S
yiizeyi, bir dikey &7 tepesi, bir S tarafi, ve bir S35 tabanindan miitegekkil iig
diizgiin pargadan olusur. Sp iizerinde n = (0,0, 1) kullamlarak,

// F - ndo = V3d(z,y) = 4V3m
S B>(0)

elde edilir. Benzer bigimde,
/ / F-ndo=2n
Ss

oldugu goriiliir. F-n fonksiyonunu Ss iizerinde integre etmek igin, z = u alinarak
22+9? = 14u? oldugu gozlemlensin. Bu durumda S, yiizeyinin bir parametrizas-
yonu, (u,v) € [—1,v/3] x [0,27] icin ¢(u,v) := ((1 +u?)coswv, (1 + u?)sinv,u)
ile belirlenir. Ote yandan, Ny = (—(1 + u?) cosv, —(1 + u?)sinv, 2u(1 + u?))
normali iceriye-yonelmis oldugundan ve

olur.

F-Ny = ((1+u?)coswv, (1 +u?)sinv,u)
(=1 4 u?) cosv, —(1 + u?) sinw, 2u(1 + u?))
—(1+u?)? 2031 +u?) =ut -1
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gerceklendiginden,

V3 27
// F-IldO':—/ / (u — 1) dv du
So —1 0

V.
_ 277/_13(1 —ut)du = %”(1 ~V3)

olur. Boylece,
8T 6
// F-nda:4\/37r+27r+?(l—\/3) = ?(3+2¢3)
S
sonucuna ulagilir.

Problemler

1. Asagida verilen her S yiizeyi ve F fonksiyonu i¢in, 0S smirimin S yiizeyi tarafindan
belirlenen yonlendirilisle uyumlu bir (pargal) diizgiin parametrizasyonunu bularak,
fas F - T ds integralini hesaplayimz:

(a) S yiizeyi, disariya-yénelmis normale sahip ve y = 9 — 22 — 22

kesik paraboloid, ve F(z,v, 2) := (z2y, y?z, 2 + y + 2);

, y = 0 ile belirlenen

(b) S yiizeyi, baglangi¢ noktasindan Steye yonelmis normale sahip z + 2y + 2z = 1
diizleminin birinci oktandaki pargasi, ve F(z,y, 2) := (z — y,y — =, 2?);

(c) S yiizeyi, disariya-yonelmis normale sahip ve z = 22 +y2, 1 < z < 4 ile belirlenen
kesik paraboloid, ve F(z,y, z) := (5y + cos z, 4z — sin z, 3 cos z + 2y sin z).

2. Asagida verilen her S yiizeyi ve F fonksiyonu igin, ffs F - ndo integralini hesaplayiniz:

(a) S yiizeyi z = 22 4+ 92, 0 < z < 1 ile belirlenen kesik paraboloid, n vektorii
disariya-yonelmis birim normal, ve F(z,y, z) := (z,y, 2);

(b) S yiizeyi z = v/(4 — 3?), 0 < = < 1 ile belirlenen kesik yarim silindir, n vektorii
disariya-yonelmis birim normal, ve F(z,y, 2) := (22 + y2,yz, 22);

(c) S ylizeyi Ornek 2.3.6’da verilen torus, n vektdrii disariya-y6nelmis birim normal,
ve F(z,y, 2) := (y, —z, 2);

(d) S yiizeyi z = 22 yiizeyinin 22 +y? = 1 silindirinin iginde kalan pargasi, n vektorii
yukariya-ySnelmis birim normal, ve F(z,y, 2) := (y2z, cos(2+In(2—x2—y?)), 222).

3. Asagida verilen her S yiizeyi ve w 2-formu igin, ffs w integralini hesaplayiniz:

(a) S yiizeyi, yukariya-yonelmis normale sahip ve z = 24 + y? yiizeyinin [0, 1] x [0, 1]
birim karesinin tizerinde kalan pargasi, ve w := x dy dz + ydz dz + z dz dy;

(b) S yiizeyi, yukariya-yonelmis normale sahip z = v/(a? — 22 — y?) yarikiiresi, ve
w:=axdydz + ydzdzx;

(c) S yiizeyi, 2 + y? = b2, 0 < b < a silindirinin i¢inde kalan, yukariya-yonelmisg
normale sahip olan, ve z = v/(a? — 2 — y2) esitligiyle belirlenen kiiresel takke,
ve w:=zzdydz + dzdx + zdz dy;
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(d) S yiizeyi, z-ekseninden Gteye yonelmis normale sahip z = 2v/(z2 4 32), 0 < z < 2
kesik konisi, ve w := xdydz + ydz dz + 22 dzx dy.
4. CP-smifindan olan (B) ve ¢(E) ylizeyleri, ve B kiimesini orten olarak E kiimesine

gonderen ve 9 = ¢ o 7 kogsulunu saglayan C!-sinifindan bir 7 fonksiyonu gbz &niine
alinsin.

(a) Eger (v, B) ve (¢, E) parametrizasyonlar1 diizgiin ise ve B lizerinde, 7 fonksiyonu
bire-bir oluyorsa ve A # 0 gergekleniyorsa, o zaman her stirekli F : ¢(F) — R3
fonksiyonu igin

/ F(¢(u7 U)) ! N(,‘b(u?U) d(u,v) = / F(w(sv t)) . N¢ (57t) d(S,t)
E B

esitliginin saglandigini kanitlayimiz.

(b) Eger Z kiimesi B kiimesinin sifir-alanli ve kapal bir alt-kiimesi ise ve (¢, B)
parametrizasyonu Z kiimesinin diginda diizgiin oluyorsa, 7 fonksiyonu bire-bir
ise, ve B° \ Z kiimesi lizerinde A, # 0 kosulu saglamiyorsa, bu durumda her
siirekli F : ¢(E) — R3 fonksiyonu igin

/ F(¢(u,v)) - Ng(u,v)d(u,v) = / F((s,t)) - Ny (s,t)d(s,t)
E B

egitliginin saglandigim ispatlayimiz.

5. € =0,y =0,z =0, vez+y+2z = 1 diizlemleriyle simirlanan kat1 dortytizlii F olsun, ve bu
dortyiizliniin OF topolojik sinirimin digariya-yonelmis normal vektoriiyle yonlendirildigi
varsayilsin. Bu durumda, C!-sinifindan olan tiim P,Q, R : E — R fonksiyonlar1 igin

// dedz+ded:c+Rd:Edy:/// (Pr +Qy+ R)dV
OE E

oldugunu ispatlayiniz.

6. T, Problem 5’de verilen dortyiizliiniin digariya-yonelmis normale sahip topolojik sinirini
gostersin, ve T ylizeyinin meyilli ylizli ¢ikarilarak elde edilen yiizey S olsun; yani S, her
biri x = 0, y = 0, ve z = 0 diizlemlerinin birinin i¢ginde bulunan ii¢ tane ii¢gensel
yiize sahip olan yiizey olarak tamimlansin. Eger 0S pozitif olarak yonlendirilmigse, bu
durumda C'-sinifindan olan tiim P,Q, R : S — R fonksiyonlar1 icin

/ de—l—Qdy—i—Rdz://(Ry—Qz)dydz—l—(Pz—Rz)dzd:c—‘r(Qm—Py)d:r:dy
oS S

esitliginin saglandigini kanitlayiniz.
7. S, bir diizgiin yiizey olsun.

(a) S= U;V:1 ¢;(E;) olacak sekilde, S yiizeyinin parcalarinin (¢;, E;) diizgiin para-
metrizasyonlarinin var olduklarini gosteriniz.

b) §= I\L i(E;) olacak gekilde, diizgiin parametrizasyonlara sahip, Ortiigmeyen

j=1 J J

S; ylizeylerinin var olduklarmi kanitlayimz. Ayni durumun S yiizeyi yonlendirilebi-
lir oldugunda da gegerli olup olmadigini belirleyiniz.
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2.5 Green ve Gauss Teoremleri

Integral Hesabin Temel Teoremi,?® C'-simifindan olan gercel-degerli her f fonksi-

yonu i¢in
b
= / F(t)dt

esitliginin saglandigini bildirir. Buna gore f tiirev fonksiyonunun [a, b] tizerindeki
integrali, f fonksiyonunun [a, b] araliginin topolojik sinir1 olan {a, b} kiimesi tize-
rinde aldig1 degerlerle tamamen belirlenir.

Bu ve bunu izleyen kisimda yukarida ifade edilen sonucun F : @ — R™ fonksi-
yonlar: i¢in benzerleri, €2 kiimesi bir yiizey iken ya da ayni kiime m = 2 veya
m = 3 igin bir m-boyutlu bolge oldugunda elde edilecektir. Bir bagka deyisle
F fonksiyonunun bir ‘tiirevinin’ € tizerindeki integralinin, F fonksiyonunun ¢
kiimesinin ‘sinirinda’ aldig1 degerlerle tamamen belirlenebilecegini gbsterecegiz.
Hangi ‘tiirevin’ ve ‘sinirin’ kullanilacagi, €2 kiimesinin bir yiizey ya da m-boyutlu
bir bélge olarak belirlenmesine ve m = 2 veya m = 3 olmasina bagh olacaktir.

Gorecegimiz ilk temel teorem, diizlemdeki iki-boyutlu bélgeler i¢in gegerlidir.

Teorem 2.5.1 (Green Teoremi). Topolojik sinwr OF pozitif olarak yonlendiril-
mis C'-simfindan bir parcaly diizgiin egri olan iki-boyutlu bir bolge E olsun. Eger
P,Q : E — R fonksiyonlar, C*-sinmifindan ve F := (P, Q) ise, o zaman

8@ 8P
F-T = _—— A
AE ds = / oc ay d

gergeklenir.

OZEL BOLGELER iQiN KANIT. Sadelik agisindan, E bolgesinin birinci ve ikinci tip-
lerden bir bélge®® oldugu varsayilsin. Istenen esitligin sol yanindaki egrisel in-
tegral, diferansiyel notasyonu kullanilarak,

/ Pda:+Qdy=/ Pd.%‘+/ Qdy::ll'i‘lg
oE OE 2

seklinde yazilsin. Tlk olarak I integralini hesaplayacagiz. E bolgesi birinci tipten
oldugundan,

E={(z,y) eR* |a<z<b, f(z) <y <g(x)}

28Bkz. [23, Theorem 3.13).
29Bkz. §1.3, s5. 33-34.



2.5 Green ve Gauss Teoremleri 125

olacak bi¢imde f,g : [a,b] — R siirekli fonksiyonlar1 bulunur. Dolayisiyla OF
siirinin, bir y = g(x) ‘tepesi’, bir y = f(x) ‘tabant’, ve (belki de) bir ya da iki
adet dikey ‘kenari” vardir.

Pozitif yonlendirilig sat yelkovaninin ters yoniinde oldugundan, ilgili sinirin te-
pesinin agikAr parametrizasyonu, x parametresi b degerinden a degerine degismek
tizere, y = g(x) bigimindedir; benzer gekilde ayni sinirin tabaninin parametrizas-
yonu da, = parametresi a degerinden b degerine degismek tizere, y = f(x) bigi-
minde olur. Dikey her egri iizerinde dx = 0 oldugundan, dikey kenarlarm Iy
integraline katkilar1 sifirdir. Tanim 2.2.4 ve Integral Hesabin Temel Teoremi
kullanilarak, o halde,

b b
s de:/ P(x,f(x))da:—i—/ Pz, g(z)) dz

OFE

b
_ / (P(z,9(x)) — P(x, f(2)))

g(z)
// 8Pmyalydx— //—dA

olarak elde edilir. Ote yandan, E bélgesi ayn1 zamanda ikinci tipten oldugundan,
benzer argiimanlar kullanilarak

I, = Qdy = 9Q dA
oF p Ox
oldugu goriiliir. (Burada, OF smirmin parametrizasyonlar:, ornegin y = f(x)
yerine * = f~1(y) kullanlarak, degistirilmistir. Bu parametrizasyonlar yon-
lendirilisce denk olduklarindan, yonlendirilmis integralin degeri aym kalir—bkz.
§2.2, Problem 6.) I; ve Iy degerleri toplanarak da, kanit tamamlanir. O

E bolgesinin birinci ve ikinci tiplerden olugtugu varsayimi, kanit1 basitlegtirmek
igin yapilmigtir. Ifade edildigi sekliyle Green Teoremi'nin kanit1 igin [23, Theorem
10.8] ve bunu izleyen referans kullamlabilir. Green Teoremi’nin, bu sekliyle bile,
her biri birinci ve ikinci tiplerden olan sonlu sayida alt-bolgeye pargalanabilen
iki-boyutlu bolgeler icin gecerli oldugu kolayca gozlemlenebilir. Ornegin, ikinci
tipten olmayan fakat ortak siirlarini olugturan bir C dogru parcasinin kendisini
her biri birinci ve ikinci tiplerden olan Ej ve Fs alt-bolgelerine parcaladigi bir
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FE bolgesi goz 6niine alinarak Teorem 2.5.1 her bir parcaya uygulanirsa,

IR 5)wa ff (25) wae J(G 5
=/ F-Tds+/ F.-Tds
OE; OB,

:/ F~Tds+/ F~Tds+/ F-Tds
OF CNOE; CNOE>

oldugu goriliir. Bu, 0F; ve 0Fs simirlarimin ikisi de saat yelkovaninin ters
yoniinde yonlendirilmig olduklarindan, C N dE; simir parcasinin yonlendiriliginin
C N OF5 smir pargasinin yonlendiriliginden farkli olmasi anlamina gelir. Yon-
lendiriligin degistirilmesi integrali bir isaret degigimiyle etkilediginden, C boyunca
hesaplanan integrallerin toplama katkilar1 sifirdir. Elde edilen deger, su héalde,
F - T ds ifadesinin OF iizerindeki integraline egit olur.

Green Teoremi, siklikla, uzun ve sikici parametrizasyonlardan kurtulmak igin
kullanilir.

Ornek 2.5.2. OF saat yelkovanimmn ters yoniinde yonlendirilmis olmak iizere
E :=10,2] x [1,3], ve F(z,y) := (zy, 2% + y?) olsun. Bu durumda OF smr1 dort
kenardan olustugundan, F fonksiyonunun bu simir iizerindeki egrisel integrali
dogrudan hesaplanmak istenirse dort ayr1 parametrizasyon kullanilmas: gerekir.
Buna karsin Green Teoremi kullanmildiginda ayni integral,

2 3
/ F~Tds:/ /(Qxfx)dydxzél
OE o J1

Hesaplanmasi zor olan integraller i¢in de, Green Teoremi’ni kullanmak yararh
olabilir.

olarak elde edilir.

Ornek 2.5.3. £ = B (0) bolgesinin simir1 olan JF saat yelkovami yoniinde
yonlendirilmis olmak iizere, F(z,y) := (zy?, arctan(ln(y + 3)) — z) olsun. Bu
durumda F fonksiyonunun ikinci bilegeninin dogrudan integralini hesaplamak
zordur; ancak Green Teoremi kullanilirsa,

/ F-Tds:—// (=1 —2zy) dxdy
OF B1(0)

2 1
/ / (1+2r? cos@sinO)rdrdd ==
o Jo

degeri kolayca elde edilir.
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Green Teoremi, R? i¢indeki iki-boyutlu bélgeler géz dniine alindiginda integral
hesabin temel teoremi tipinde bir sonucun elde edilebilmesi i¢in kullanilmasi
gereken ‘tiirevin’ Q, — P, oldugunu gosterir. 2 kiimesi R? iginde bir yiizey veya
bir ii¢-boyutlu bolge oldugunda kullanilacak ‘tiirevler’ ise, agagidakilerdir.

Tanim 2.5.4. R? uzaymin bir alt-kiimesi E, ve F := (P,Q, R) : E — R? vektor
fonksiyonu E iizerinde C!'-siifindan olsun. F fonksiyonunun rotasyoneli

Oy 0z 0z Ox’ dx Oy
olarak tamimlanan vektor fonksiyonu, ve F fonksiyonunun diverjans:

. oP 0@ OR
leF.—%—‘raiy‘i‘E

olarak tamimlanan skaler fonksiyondur.

Agiklama 2.5.5. P ve () fonksiyonlari Green Teoremi'nin ifadesindeki gibi
olmak iizere, eger F := (P, @, 0) ise, bu durumda Green Teoremi’nde kullanilan
tiirev curl F - k = @, — P, olur.

v (27 9. E)
ox’ dy’ 0z
diferansiyel operatorii kullamildiginda, sembolik olarak, daha kisa bir sgekilde
ifade edilebilirler: bu durumda, curl F =V x F ve divF =V - F olur.

Eger E, topolojik sinir1 bir pargali diizgiin yonlendirilebilir yiizey olan bir iig-
boyutlu bélge ise, OF tizerindeki pozitif yonlendirilig, E° kiimesinden Gteye
yonelen birim normal kullanilarak belirlenir. Eger E kiimesi konveks ise, bunun
anlami n vektoriiniin digsariya-yonelmis oldugudur. Ancak bu durum, F kiimesi
dahili ‘kabarciklara’ sahip oldugunda gegerli degildir: 6rnegin, eger bir a > 0
icin F := {x | a < ||x]| < b} ise, n vektorii {x | ||x|| = b} lizerinde orijinden
Oteye yonelmis olmasina kargin, ayni vektor {x | ||x|| = a} lizerinde orijine dogru
yonelir.

Gorecegimiz ikinci temel teorem, iig-boyutlu bélgeler i¢in gegerlidir. Bu sonug
Diverjans Teorems olarak da bilinir.

Tanmitilan bu son tiirevler,

Teorem 2.5.6 (Gauss Teoremi). Topolojik siniri OE pozitif olarak yonlendiril-
mis C'-sinafindan bir parcale diizgiin yiizey olan tic-boyutlu bir bilge E olsun.
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Egjer F : E — R3 fonksiyonu E dizerinde C'-simfindan ise, o zaman

/AEF-nda://LdideV

OZEL BOLGELER ICIN KANIT. Sadelik acisindan, E bolgesinin birinci, ikinci, ve
tigiincii tiplerden bir bolge3® oldugu varsayilsim. F := (P, @, R) olsun ve istenen
esitligin sol yanindaki yiizey integrali, diferansiyel notasyonu kullanilarak,

// F-ndoz// dedz+/ dedx—i—// Rdxdy =1 + I, + I3
OF OE OF OE

seklinde yazilsin. Ilk olarak I3 integralini hesaplayacagiz. E bolgesi birinci tipten
oldugundan, iki-boyutlu bir B C R? bolgesi ve siirekli f, g : B — R fonksiyonlari,

EZ{(JL‘,y,Z) €R? | (x,y) € B, f(l‘;y) gzég(x,y)}

gerceklenir.

olacak bigimde bulunur. Dolayisiyla OF simirinin, bir z = g(x,y) ‘tepesi’, bir
z = f(x,y) ‘tabant’, ve (belki de) bir dikey ‘kenar1’ vardir. 9F simirmin dikey
kenar tizerindeki her normali, zy-diizlemine paraleldir. Ayni zamanda dx dy alan
elemani, JF yiizeyinin herhangi bir normalinin {iglincii bilegeni oldugundan,
dikey parga lizerinde sifira egit olmak zorundadir. Boylece, I5 integralinin OF
yiizeyinin tepesinde ve tabaninda integral alinarak hesaplanabilecegi goriiliir.
Dikkat edilmesi gereken bir diger husus da, hipotez nedeniyle, taban kismindaki
birim normalin agagiya-yonelmis oldugu, buna karsin tepe kismindaki norma-
lin yukariya-yonelmis oldugudur. Asikir parametrizasyonlar ve Integral Hesabin
Temel Teoremi kullanilarak, o halde,

I = / [ Rdsay - / (R(x,y,9(x,y)) — R(z,y, f(z,y))) d(x,y)

g(z.y)
// any, Ydzd(z,y) = ///—dV
f(z,y) 0z

elde edilir. Benzer argiimanlarla, F¥ bolgesinin ikinci tipten olmasi nedeniyle

e[ 3

3°Bkz. §1.3, s. 34.
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ve F bdlgesinin iigiincii tipten olmasi nedeniyle

or
Ilf//L%dV

oldugu goriiliir. I; + 12+ I3 toplami goz 6niine alinarak da, kanit tamamlanir. O

E bolgesinin birinci, ikinci, ve tiglincii tiplerden olugtugu varsayimi, kaniti ba-
sitlestirmek i¢in yapilmustir. Ifade edildigi sekliyle Gauss Teoremi’nin kanit1 igin
[23, Theorem 10.8] ve bunu izleyen referans kullamlabilir. Gauss Teoremi’nin,
bu sekliyle bile, her biri birinci, ikinci, ve {i¢iincii tiplerden olan sonlu sayida E;
alt-bolgesine parcalanabilen tig-boyutlu her E bélgesi igin gecerli oldugu kolayca
gbzlemlenebilir. Ornegin, aralarmdaki ortak yiizey S olan bu tiirden E; ve F
bolgeleri igin E = F1 U Es ise, bu durumda

/// dideV:/// dideV+/// divFdV
E Eq E>
:// F-nda+// F~nda—|—// F-ndo
oF SNOE, SNOE-

gercgeklenir. F; ve E5 bolgeleri disariya-yonelmis normallere sahip olduklarindan,
S N JFE, tizerindeki yonlendirilis S N F5 tlizerindeki yonlendiriligten farkli olur,
ve S lizerindeki integraller birbirlerini gétiiriirler.

Gauss Teoremi de, tipki Green Teoremi gibi, hesaplanmasi zor integraller ve
uzun parametrizasyonlardan kacinmak i¢in yararhdir.

Ornek 2.5.7. E := {(z,y,2) € R*® | 22 +4? < z < 1} olarak belirlenen kat1
cismin topolojik smir1 S, bu yiizey tlizerindeki ve disariya y6nelmis normal n,
ve F(z,y,2) := (22 + 22,25 + 27, cos(2?) + sin(y3) — 2?) olsun. Bu durumda,
divF = 2 — 2z oldugundan, Gauss Teoremi kullanilarak,

//SF-nda://[E(Q—Qz)dV:2A2WA1[:(1—z)rdzdrd0:g

olarak elde edilir.

Ornek 2.5.8. [0,1] x [0,1] x [0, 1] birim kiibii @, bu kiibiin topolojik smir1 {ize-
rindeki ve digariya yénelmis normal n, ve F(x,v, 2) := (22 — 2, 2%y, —x2?) olsun.
Bu durumda 0@ sinir alt1 tane yiizden olustugundan, F fonksiyonunun bu sinir
iizerindeki yiizey integrali dogrudan hesaplanmak istenirse alti ayri integralin
hesaplanmasi gerekir. Buna kargin Gauss Teoremi kullanildiginda ayni integral,

1ol o1 11
// F-ndaz/ / / (24 22 — 2z2)drdydz = —
0Q o Jo Jo 6
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olarak elde edilir.

Bu kisimda tanimlanan kavramlarin ve elde edilen sonuglarin, akigkanlarin
hareketi baglaminda incelendiginde yeni anlamlar kazandiklar1 goriliir. Eger F
vektor fonksiyonu sikigtirilamayan bir akiskanin bir a noktas: yakinindaki akigini
temsil ediyorsa, curl F(a) vektorii ilgili akigkanin a etrafinda ve saat yelkovaninin
ters yoniindeki anafor yapma egilimini (bkz. §2.6, Problem 6), divF(a) ska-
leri ise aym1 akigkanin a noktasindan sagilma diizeyini 6lger (bkz. Problem 7).
(Bunlar, rotasyonel ve diverjans kelimelerinin etimolojilerini aciklar.) Ornegin,

eger F(z,y,2) = (x,y,2) ise, akigkan anafor yapmaz, fakat orijinden dogru-
dan sagilir. Bu yiizden, curl F = 0 ve divF = 3 olur. Diger taraftan, eger
G(z,y,2) = (y,—,0) ise, bu durumda akigkan orijin etrafinda bir dairesel

hareketle anafor yapar. Bundan dolay1 da, curl G = (0,0, —1) fakat divG = 0
olur. Burada, curl G vektoriniin bilegenlerinden birindeki negatif igarete de
dikkat edilmelidir: boyle bir akigkan orijin etrafinda saat yelkovani yoniinde
anafor yapar, ve bundan dolay1 da saat yelkovaninin ters yoniindeki dairesel
hareketin aksi yoniinde yol alir.

Akigkan iki-boyutlu bir E C R? bélgesi iizerinde aktiginda, C egrisi boyunca
F - T ds biiyiikliigiiniin integrali teget vektorii dogrultusunda F fonksiyonunun
C etrafindaki dolaniminin bir Slgiistidiir (Tanim 2.2.4’den hemen sonra yapilan
yorumlari goz oniine aliniz). Boylece Green Teoremi, akigkanin teget vektorii
dogrultusunda JF etrafindaki dolaniminin, aym akigkanin F igerisinde ne kadar
kuvvetli anafor yaptigiyla belirlenebilecegini gosterir. F fonksiyonu sikigtirila-
mayan bir akigkanin {ic-boyutlu bir £ C R? bolgesi boyunca akigini temsil
ettiginde ve S := OF oldugunda ise, [[¢F -ndo integrali S yiizeyi boyunca
ilgili akigkanin akisim temsil eder (Tanim 2.4.3’den sonra yapilan yorumlari goz
oniine aliniz). Gauss Teoremi, o halde, S ylizeyi boyunca akigkanin akisinin, ayni
akigkanin F icerisine ne kadar kuvvetli sacildigiyla belirlenebilecegini sdylemis
olur.

Bu kismi, rotasyonel ve diverjansla ilgili yukarida yapilan fiziksel yorum-
larin en iyimser ifadeyle ‘kusurlu’ olduklarmi belirterek kapatacagiz. Ornegin,
F(x,y,2z) = (0,2,0) vektoér alaninin rotasyoneli (—1,0,0) vektoriidiir. Burada,
katmanlar halinde kesilen ve z > 0 oldugunda pozitif y-ekseni dogrultusunda zy-
diizlemine paralel bir akiga sahip olan bir akigkan s6z konusudur. Anafor yapma-
masina kargin bu akigkan, tepe kismina taban kismindan daha fazla kuvvet uygu-
landigindan, igine yerlegtirilmig ve z-eksenine paralel olan bir ¢ubugu (6rnegin,
{(0,1,2) € R? | 0 < 2z < 1} dogru pargasini) déndiirme egilimindedir. Rotas-
yonelin degeri, akigkanin déndiirme yapma yoniindeki bu egilimini yansitir. (D&-
nils yoniiniin saat yelkovani yoniinde ve rotasyonelin ilk bilegeninin negatif oldu-
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guna dikkat edilmelidir.)

Problemler

1. Asagida verilen her C egrisi ve her F fonksiyonu igin, fc F T ds integralini hesaplayiniz:
(a) C egrisi, saat yelkovaninin tersine yonlendirilmis, z = 0, y = 0, ve y = V(4 — z?)
ile sinirlanan ve koordinat sisteminin birinci parcasinin i¢inde kalan iki-boyutlu
bélgenin topolojik siniri, ve F(z,y) := (sin v/ (23 — 22), zy);
(b) C egrisi, saat yelkovaninin tersine yonlendirilmis, kose noktalar: (0, 0), (2, 0), (0, 3),
(2,3) olan dikddrtgenin gevresi, ve F(z,y) := (e¥,In(z + 1));

(c) Saat yelkovaninin tersine yonlendirilmis C1 := 0B1(0) egrisi ve saat yelkovam

iizerinde Cl-sinifindan bir fonksiyon f olmak iizere, F(z,y) := (f(x2 + y2), zy?).
2. Asagida verilen her C egrisi ve her w 1-formu igin, fc w integralini hesaplayiniz:

(a) C egrisi [a, b] X [c, d] dikddrtgeninin saat yelkovaninin ters yoniinde yonlendirilmis
topolojik smri, ve f : [0,1] — R herhangi bir siirekli fonksiyon olmak {izere,
w = (f(z) + y) dz + zy dy;

(b) C egrisi, saat yelkovani yoniinde yonlendirilmis, y = 22 ve y = z ile simirlanan
iki-boyutlu bolgenin topolojik siniri, ve fol zf(x)dx = fol 22 f(x) dz esitligini
gergekleyen ve Cl-smifindan olan bir fonksiyon f : [0,1] — R olmak fiizere,
w =y f(z)dz + (2% +y?) dy;

(¢) C egrisi Green Teoremi’nin hipotezlerini gergekleyen iki-boyutlu bir E bdlgesinin
pozitif olarak yonlendirilmis topolojik sinir1, ve w := e® siny dy — e® cos y dzx.

3. Asagida verilen her S yiizeyi ve her F fonksiyonu igin, n vektoriini disariya-yonelmis
birim normal kabul ederek, ffs F - ndo integralini hesaplayiniz:

(a) S yiizeyi [0,1] x [0,2] x [0, 3] olarak verilen {ig-boyutlu dikdértgenin topolojik
siniry, ve F(z,y, 2) := (z + €%,y + €7, 2);

(b) S yiizeyi 22 +y? < 1, z = 0,1 diskleri ile birlikte 22 +y? = 1, 0 < 2z < 1 kesik
silindiri, ve F(x,y, 2) := (22,92, 22);

(c) S yiizeyi z = 2 — 22, 2 = 22, y = 0, z = y tarafindan smirlanan £ C R3
bolgesinin topolojik sinir1, ve f, g, h : R? — R fonksiyonlar1 C'-sinifindan olmak
tizere, F(z,y,2) == (z + f(y,2), y + 9(x, 2), 2 + h(z, y));

(d) S yiizeyi 22/a? + y2/b? + 22/c? = 1 elipsoidi, ve F(z,y, 2) := (z|y|, y|z|, z|z])-

4. Asagida verilen her S yiizeyi ve her w 2-formu i¢in, n vektoriinii digsariya-yonelmis birim
normal kabul ederek, f f sw integralini hesaplayiniz:

(a) S yiizeyi y = 22, 2 = 0, 2 = 1, y = 4 tarafindan kapatilan {i¢-boyutlu bolgenin
topolojik sinir1, ve w := xyz dy dz + (22 + y? + 22) dzdx + (xz +y + 2) dz dy;

(b) S yiizeyi 22 + 22 < 1,y = 0 ve 22 + 22 < 2, y = 1 diskleri ile birlikte goz

Sniine alinan 22 —y2 + 22 = 1, 0 < y < 1 kesik tek yaprakli hiperboloidi, ve

w = xy|z| dy dz + 23|z| dz dx + (2 + y3) dx dy;

(c) Syiizeyi 22 +y+22 = 4 ve dz+y+22 = 5 tarafindan sinirlanan E C R3 bélgesinin
topolojik sinir1, ve w := z+y% 4+ 22 dy dz+ (22 +y+ 22) dz dz + (22 +y? + 2) dz dy.
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(a) Topolojik sinir1 saat yelkovaninin tersine yonlendirilmig bir pargal diizgiin egri
olan her E Jordan bdlgesi i¢in,

1
Alan (E) = 5/ xdy —ydz
OE

oldugunu gosteriniz.
(b) Descartes yapragindaki3* ilmik—yani, ¢ € [0, 00) icin

3t 3t2
t)=| —, ——=
() <1+t5 1+t3)

parametrizasyonuna sahip egri—tarafindan kapatilan bolgenin alanini hesaplayiniz.

(c) R3 igindeki bir E Jordan bélgesi igin, (a) kisminda elde edilen sonucun bir benze-
rini bulunuz.

(d) Yarigaplar: a > b olan torusun3? hacmini hesaplayimiz.

(a) Eger P ve Q fonksiyonlarmin siirekli olmalar1 kogulu E bdlgesinin bir noktasimda
zayiflatilirsa, Green Teoremi’'nin gecerli olmadigini gdsteriniz.
Yol gésterme: E := B1(0) olmak iizere, P := y/(x2 + y2) ve Q := —x/(x2 + y?)
fonksiyonlarim géz 6niine aliniz.

(b) Eger F fonksiyonunun siirekli olmasi kogulu E bélgesinin bir noktasinda za-
yiflatilirsa, Gauss Teoremi’nin gegerli olmadigini gosteriniz.

V kiimesi R? iginde bostan farkli ve agik, ve F : V — R3 fonksiyonu C!-siifindan olsun.
B (x0) acik topunun digariya-yonelmis birim normali n olmak iizere, her xo € V i¢in

div F(x lim F - -ndo
(o) = r—0+ Vol (BT X0)) /ABT@(O

esitliginin saglandigini kanitlayimiz.

F,G:R3 — R3 ve f: R? — R fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir olsun. Standart tiirev
igin gecerli olan garpim ve toplam kurallarinin rotasyonel ve diverjans ‘tiirevleri’ i¢in
benzerleri olan agagidaki 6zdeslikleri kanitlayiniz:

(a) Vx(F+G)=(VXF)+(VxG).
(b) VX (fF)=f(VXF)+ (VfxF).
(¢) V-(f®")=Vf-F+f-(V-F).
d V- F+G)=V -F+V- G.
(e) V- (FxG)=(VxF)-G—(VxG)-F.
E C R3 olsun. Cl-simmifindan olan bir f : E — R fonksiyonunun gradyantinimn33
grad f :== Vf = (fa, fy, f2)

olarak tamimlandigi hatirlansin.

(a) Eger f fonksiyonu x¢ noktasinda C2-simifindan ise, curl grad f(xg) = 0 oldugunu
ispatlayiniz.

31'Bkz. §2.1, Problem g.
32Bkz. Ornek 2.3.6.
33Bkz. I1I/§2.2, S. 64.
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(b) EgerF: E — R3 fonksiyonu, E tizerinde C!-simifindan ve xo noktasinda C2-siifindan

ise, divcurl F(x¢) = 0 oldugunu kanitlayimiz.

(c) E kiimesi Gauss Teoremi’nde verilen kosullari gergeklesin, ve C2-sinifindan olan
f : E — R fonksiyonu E tlizerinde harmonik (bkz. Problem 10 (d)) olsun. Eger E
tizerinde F = grad f ise, bu durumda

/ fF-ndcr:// |F|12 dV
OF E

oldugunu kanitlayiniz.

10. R™ iginde bir kiime E olsun. E iizerinde ikinci-mertebeden kismi tiirevleri var olan her
u : . — R fonksiyonu i¢gin, Laplace operatori34

Ay = au
oz?
=1 7
olarak tanimlanir.
(a) Eger u fonksiyonu E iizerinde C2-smifindan ise, E iizerinde Au = V - (Vu)

oldugunu gosteriniz.

(b) (Birinci Green Ozdesligi). Eger E C R® kiimesi Gauss Teoremi’nin hipotezlerini
sagliyorsa, bu durumda C2-smifindan olan tiim u,v : E — R fonksiyonlari igin

///(uAU+Vu-Vv)dV:// uVv - ndo
E OE

esitliginin gegerli oldugunu kanitlayiniz.
(¢) (Ikinci Green Ozdesligi). Eger E C R kiimesi Gauss Teoremi’nin hipotezlerini
sagliyorsa, bu durumda C2-simifindan olan tiim u,v : E — R fonksiyonlar1 icin

/// (uAv—vAu)dV:// (uVv —vVu) - ndo
E oE

esitliginin gegerli oldugunu ispatlayiniz.

(d) Bir u : E — R fonksiyonu, eger E iizerinde C2-sinifindan ise ve her x € E
i¢in Au(x) = 0 oluyorsa, E lizerinde harmonik35 olarak adlandirilir. E kiimesi,
Gauss Teoremi’nin kosullarimi gercekleyen, R? icinde bostan farkli bir acik bélge
olsun. Eger u fonksiyonu F iizerinde harmonik ise, u fonksiyonu E iizerinde siirekli
oluyorsa, ve OF {izerinde u = 0 gercekleniyorsa, bu durumda E iizerinde v = 0
oldugunu kanitlayiniz.

(e) V kiimesi R? i¢inde acik ve bogtan-farkli, u fonksiyonu V iizerinde C?-sinifindan,
ve u fonksiyonu V iizerinde siirekli olsun. u fonksiyonunun V iizerinde harmonik
olmasi icin gerekli ve yeterli kogulun, Green Teoremi’nin hipotezlerini gergekleyen
iki-boyutlu her E C V bdlgesi i¢in

/ (uz dy — uy dx) =0
oF

esitliginin saglanmasi oldugunu ispatlayiniz.

34iki-boyutlu Laplace denklemsi igin: bkz. 111/§2.2, Problem 21.
35]ki-boyutlu harmonik fonksiyon igin: bkz. III/§2.2, Problem 21.
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2.6 Stokes Teoremi

Son temel teorem olarak, R? icindeki, siirlar egrilerle verilen yiizeyler icin
gecerli olan agagidaki sonucu gorecegiz.

Teorem 2.6.1 (Stokes Teoremi). Birim normali n olan, R3 i¢inde C2-sinafindan
bir yonlendirilmis parcaly diizgiin yizey S olsun. Eger S swmry pozitif olarak
yonlendirilmis C-sinafindan bir parcaly diizgiin ejri ve F : S — R? fonksiyonu
Cl-ssmfindan ise, o zaman

/ F~Tds://curlF~nda
as S

BARIZ YUZEYLER ICIN KANIT. Sadelik acgisindan S yiizeyinin, Green Teoremi’nin
hipotezlerini gercekleyen iki-boyutlu bir E bolgesi iizerinde bulunan, C?-smifin-
dan bir bariz yiizey oldugu varsayisin. F := (P, Q, R) fonksiyonu S {izerinde
C'-smifindan olsun ve istenen esitligin sol yanindaki egrisel integral, diferansiyel
notasyonu kullanilarak,

gerceklenir.

/F~Tds:/ Pdr+Qdy+ Rdz
as as

seklinde yazilsin. Genelligi bozmaksizin S yiizeyinin, C2-smifindan bir f : E — R
fonksiyonu icin (x,y) € E olmak lizere z = f(x,y) esitligiyle belirlendigi ve
yukariya-yonelmis birim normal ile yonlendirilmis oldugu kabul edilsin. Boylece,
N := (—fz, —fy, 1) olmak iizere, n = N/||NJ| olur.

OF egrisinin saat yelkovaninin tersine yonlendirilmis bir parcali diizgiin para-
metrizasyonu, t € [a,b] olmak iizere (¢(t),o(t)) olsun. Bu durumda, ¢t € [a, b]
icin

B(t) 1= ((), o (t), F((E), o (1))
olarak tanimlanan fonksiyon, S sinirinin pozitif olarak yonlendirilmig bir pargali
diizgiin parametrizasyonudur. Eger © = ¢(t), y = o(t), ve z = f(¢(¢),0(t)) ise,
o zaman dx = ¢'(t) dt, dy = o'(t) dt, ve

0z 0z
dz=—d —d
z 9 T + 9 Y
olur. Tanim geregince, o héalde,
Pdr+Qdy+ Rdz = / (P—&-R%) dx + <Q+R%) dy  (2.6.1)
28 OF Ox dy
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elde edilir. §imdi, bu son integrale Green Teoremi’ni uygulayacagiz. Zincir Kurali
ve tirev i¢gin Carpim Kurali kullanilarak,

- O0r 0z 0x %&y + 0z Oz Oy + 0zxdy

2<Q+R%>—6Q 0Q 0z OROJz  0ORJz0z 0%z
or y

ve

3(19 %)_GP OP 9z OROz OROIzIz 0%z
-5 il o=

dy or +58y+87y8x+587y%+ Oyox

oldugu goriiliir. Yukaridaki ikinci-mertebeden kismi tiirevler ise, z = f(z,y) ile
belirlenen f fonksiyonu C?-siifindan oldugundan, esittir. Buradan,

0 0z 0 0z
a(“Ra@)‘a@(P*R%)

(7)) (- () (22
~\ogy 0z ox 0z Ox y oxr Oy
=curlF-N

elde edilir. Bu ise, (2.6.1) egitligi, Green Teoremi, ve §2.4 kismindaki (2.4.1)
esitligi kullamldiginda,

/ F~Tds:/ curlF-Nd(x,y):// curl F - ndo
a8 E s

sonucuna ulagtirir. O

S ylizeyinin bir ‘Green bolgesi’ iizerinde bulunan bir béariz yiizey oldugu
varsayimi, kanit1 basitlestirmek icin yapilmstir. Ifade edildigi sekliyle Stokes
Teoremi’nin kanit1 igin [23, Theorem 10.8] ve bunu izleyen referans kullanilabilir.
Stokes Teoremi’nin bu tiirden sonlu tane bariz alt-ylizeye bdliinebilen yiizeyler
icin gecerli oldugu ise, kolayca gosterilebilir. Daha 6nceki durumlarda oldugu
gibi ortak sinirlar, her seferinde farkl bir yonlendiriligle, ilgili integralde iki kez
bulunurlar, ve bundan dolay1 birbirlerini gotiiriirler.

Stokes Teoremi, karmasik egrisel integralleri basit yiizey integralleriyle degistir-
mek icin kullanilabilir.

Ornek 2.6.2. y-ckseninin iizerinden ve uzaktan bakilarak goriildiigiinde saat
yelkovaninin ters yoniinde yonlendirilmis 22 + 22 = 1, y = 0 cemberi C, ve
F(z,y,2) = (222 + V(2> + 22 +2), 2y, 2y + V(2° + 22 +2)) olsun. Bu du-
rumda curl F = (z, 2% — y, y) oldugundan, Stokes Teoremi'ni kullanmak F - T ds
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egrisel integralini hesaplamaktan cok daha kolaydir. 22 + 22 < 1, y = 0 diski
S olsun, ve dS = C oldugu gozlemlensin. Boylece, C egrisi saat yelkovaninin
tersine yonlendirilmig oldugundan, S diskinin normali pozitif y-ekseninden 6-
teye belirlenmek zorundadir: yani, n = (0,1,0) olur. Buradan da, S tizerinde
curl F - n = 2?2 — y = 22 gerceklendiginden, Stokes Teoremi kullanilarak

2 1 . T
/F~Tds://a:2dA:/ / rcos?Odrdf = =
c s o Jo 4

olarak elde edilir.

Ornek 2.6.2°deki integral, smir1 C olan herhangi bir S yiizeyi secilerek de
hesaplanabilir. Stokes Teoremi, o halde, karmasgik yiizey integrallerini daha basit
olanlariyla degistirmek i¢in de kullanilabilir.

Ornek 2.6.3. Yukariya-yonelmis n birim normaline sahip 922 44y%+362% = 36,
z 2 0 yari-elipsoidi S, ve

F(z,y,2) := (coszsin z + zy, 2, e T vt tan(zy))

olsun. C := 9§ olarak alinsin. Bu durumda hem S {izerinde curl F' - n do biiyiik-
liigiintin hem de C {izerinde F - T ds biiyiikliigiiniin integrallerini hesaplamak
zordur. Ancak, Stokes Teoremi'nden, F - T ds biiyiikligiiniin C tizerindeki in-
tegrali, 0F = C kosulunu saglayan C2-simmfindan her E yiizeyinin iizerindeki
curl F - ndo elemaninin integraline esittir. Tki-boyutlu 922 + 4y? < 36 bolgesi F
olsun. Bu durumda, E iizerinde n = (0,0, 1) olur. Bdylece, curl F vektoriiniin
sadece ii¢iincii bilegenine, yani

0

(curl F)3 := %(x?’) — a—y(cosxsinz +ay) =322 — =z
skaler fonksiyonuna ihtiya¢ duyulur. Bu ise,

//ScurlF-ndU:L(SxQ—x)d(x,y)

olmasi demektir; x = 27 cos 6 ve y = 3r sin 0 denilip degisken doniiglimii yapilarak
da,

2m 1
/ (322 —z)d(x,y) = / / (1272 cos? @ — 2r cos 0)6r dr df = 187
E o Jo

olarak bulunur.
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Stokes Teoremi, karmagik yiizey integrallerini basit egrisel integrallerle degis-
tirmek icin de kullanilabilir.

Ornek 2.6.4. z = 22 +y?%, 0 < z < 1 kesik paraboloidi ile 22 +3% =1,1 < 2 < 3
kesik silindirinin birlesimi S, bu yiizey iizerindeki ve digariya-yonelmis normal
n, ve F(z,y,2) := (z + 2%,0,—2 — 3) olsun. Bu durumda S yiizeyinin smir
2244y? = 1, z = 3 ile belirlenir. Stokes Teoremi’ni kullanabilmek icin, curl G = F
esitligini saglayan, yani

oR  0Q 9
oy 0 =z +2°, (2.6.2)
OP OR
ve 00 0P

k0§ullar1n1 gergekleyen, bir G := (P,Q,R) : S — R3 fonksiyonu bulunmalidir.
Ik olarak (2.6.2) esitligiyle baglanip

9Q _
8z

T z (2.6.5)

—x ve
olarak almsin. Bu durumda (2.6.5)’in sol yani, bir g : R? — R fonksiyonu igin
Q = —xz+ g(x,y) olmasim gerektirir; benzer bigimde (2.6.5)’in sag yani ise, bir
h : R? — R fonksiyonu icin R = 22y + h(z, 2) esitligine ulagtirir. Béylece, g = 0
ve P, = 3 alinirsa @, = —z + g, fonksiyonunun (2.6.4) esitligini ¢6zecegi, yani
bir o : R? — R fonksiyonu igin P = 3y + o(z, 2) olacag elde edilmis olur. Bu
ise, 0 = h = 0 oldugunda P, — R, = o0, — h, fonksiyonunun (2.6.3) esitligini
saglayacagl anlamima gelir. O halde P = 3y, Q = —xz, ve R = y22, dolayisiyla
G = (3y, —zz,y2?) olur.

Simdi, 98§ smury, ¢t € [0, 2] olmak {izere ¢(t) := (sint, cost, 3) ile parametrize
edilerek

(Gog) ¢ = (3cost,—3sint,9cost) - (cost,—sint,0) = 3cos®t + 3sin®t = 3

oldugu gozlemlenirse, Stokes Teoremi kullanilarak,

27
//F-ndaz//curlG~nda: G-TdSZ/ 3dt = 6m
5 S a8 0

sonucuna ulagilir.
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Ornek 2.6.4, curl G = F kosulunu saglayan bir G fonksiyonunun bulunmasini
gerektirmigtir. Bu fonksiyon tek tiirli belirli degildir: (2.6.5) yerine

09 _ L, . 0R_
0z v oy

esitlikleriyle de ige baglanabilir, ve bu durumda bir bagka

xT

G(z,y,2) = (2y, —(3z + 2%/3),zy)

coziimiine ulasilir. Ornek 2.6.4 icin kullamilan c¢oziim yontemi ise, miikemme-
len gegerlidir: Stokes Teoremi nedeniyle G - T fonksiyonunun egrisel integrali,
curl G = F esitligini saglayan C!-smifindan her G fonksiyonu icin ayni olur.

Bu ¢6ziim yontemi, ancak, curl G = F kismi tiirevli diferansiyel denklem
sisteminin bir G ¢ozlimi var oldugunda isletilebilir. Var olmayan bir ¢6ziimii
aramak gibi bir duruma meydan vermemek agisindan, bu tiirden bir ¢oziimiin
var olup olmadiginin 6nceden belirlenmesi yararl olur. Bunun nasil yapilabile-
cegini gbrmek igin, G fonksiyonunun bir E kiimesi tizerinde curl G = F esitligini
saglayan C2-smifindan bir fonksiyon oldugu varsayilsin. Bu durumda §2.5, Prob-
lem g (b) nedeniyle, F iizerinde divF = 0 olur. Bir bagka deyigle divF = 0
kosulu, curl G = F denkleminin bir G ¢6zlimiiniin var olabilmesi i¢in gereklidir.
Asgagidaki netice, yeterince ‘iyi’ E kiimeleri i¢in, ilgili kogulun ayni zamanda
yeterli de oldugunu gosterir.

Teorem 2.6.5. (), i¢ci bos kiime olmayan bir top ya da bir dikdértgen olsun,
ve F: Q — R3 fonksiyonunun Q fdizerinde C'-sinifindan oldugu varsayilsin. Bu
durumda, asagrdaki ti¢c 6nerme birbirine denktir:

(i) C*-simfindan bir G : Q — R3 fonksiyonu, ) iizerinde curl G = F olacak
bicimde vardar.

(ii) Eger E ve S := OF kiimeleri Gauss Teoremi’nin hipotezlerini saglhyorlarsa

ve B C Q) ise, 0o zaman
// F-ndo=0 (2.6.6)
S

(iii) Q dzerindeki her noktada divF = 0 dzdesligi saglanar.

gerceklenir.

Kamit. Eger (i) saglamyorsa, G fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirev-
leri degigsmeli olduklarmdan,3® divF = div(curl G) = 0 olur. Bu ise, Gauss

36Bkz. I11/Teorem 2.1.2.
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Teoremi nedeniyle, (2.6.6) esitliginin saglanmasi anlamina gelir. (Bu argiiman,
her  kiimesi igin gegerlidir.)

Eger (ii) dogru ise, Gauss Teoremi ve §2.5, Problem 7 nedeniyle, her xq € °
icin

. _ divFd
iv (XO) ri}(r)lJr VO] XO ///B (%0) " '

ri>0+ VOl XO /AB (%0) I

olur. Boylece, divF fonksiyonu €2 iizerinde siirekli oldugundan, € kiimesinin
her noktasinda divF = 0 esitliginin saglandigi hitkmiine varilir. (Bu argiiman,
tic-boyutlu her Q bolgesi i¢in gegerlidir.)

Son olarak, (iii) 6nermesinin gergeklendigi varsayilsin. F := (p, ¢, ) olsun, ve
sadelik agisimdan G := (0, Q, R) oldugu kabul edilsin. Simdi, curl G = F olmasi
durumunda

Ry - Q. =p, —R; =g, Qu=r (267)
esitlikleri saglanir. Eger € bir top ise, (o, Yo, z0) noktasi bu topun merkezi olsun;
eger Q) bir dikdortgen ise, (zo,yo,20) bu dikdortgen igindeki keyfl bir noktay:
gostersin. Bu durumda her (z,y,z) € Q igin, (z,y, 2) ile (z,y, z) noktalarin
birlestiren dogru parcas: 2 kiimesinin bir alt-kiimesi olur. Dolayisiyla, (2.6.7) ile
verilen son iki 6zdesligin o noktasindan x noktasina integrallerinin alinabilecegi
goriiliir, ve bunun sonucunda, bir g, h : R? — R fonksiyonlar cifti igin,

R=—/ q(u,y,2)du+g(y,z) ve Q=/ r(u,y, 2) du + h(y, z)
xT o

0

olarak elde edilir. Boylece, integral igareti altinda tiirev37 alinarak (iii) kogulu
kullanildiginda, (2.6.7)’deki ilk 6zdegligin

p=Ry,—Q. = —/ (@ (w3, 2) + 72(u,9,2)) du + gy — b

0
:/ px(uayvz)du+gy_hz:p(xayaz)_p(x07yaz)+gy_hz
z0

bi¢imine dontstiigi goriiliir. (2.6.7) esitliklikleri, o halde, g, = p(zo,y, 2) ve
h = 0 i¢in ¢oziilebilirdir; diger bir ifadeyle,

Y x
Q= / wy,2)du ve R= p(xo,mz)d%/q(u,y,z)du

Yo Zo

37Bkz. I1I/Teorem 2.1.6.
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olarak elde edilir. O

Aciklama 2.6.6. Teorem 2.6.5, bir (zg, yo, 20) € 2 noktasinn, her (z,y,z) € Q
icin L((xo0,v, 2); (z,y,2)) ve L((xg, Yo, 2); (zo,y, z)) dogru pargalarimin ikisi de
Q kiimesinin alt-kiimeleri olacak gekilde bulunabildigi her {ic-boyutlu € bolgesi
icin gecerlidir. Asagidaki 6rnek, € kiimesi tizerinde bir kisitlama olmadiginda
Teorem 2.6.5’in genel olarak dogru olmadigini gosterir.

Ornek 2.6.7. R? icinde, Q := B;(0) ~ {0}, ve w := w(z,y,2) := > + y> + 22
olmak tizere

A Y z
F(.’IJ, y,Z) T (w3/27 ’(1)3/2 ) w3/2)
olsun. Bu durumda, tanim kullanilarak,

202 42+ 22 2? =2 422 2?4y 222
w2 w5/ TD

divF = =0
oldugu goriiliir.

Digariya-yonelmis birim normal ile yonlendirilmig B (0) birim kiiresi S ile
gosterilerek, curl G = F saglanacak bigimde bir G fonksiyonunun var oldugu
kabul edilsin. Bir taraftan bu, S {izerinde F = (x, y, 2) = n egitliginin saglanmasi
F-n =22+ y? + 22 =1 olmasim gerektirdiginden,

//SF'“dh/fsldA:a(S):zm (2.6.8)

degerinin elde edilmesi anlamina gelir. Ancak diger taraftan, S ylizeyi Sp {iist
yarikiiresine ve Sq alt yarikiiresine boliinerek Stokes Teoremi kullanildiginda,

//F-ndo:// F-nd0+// F - ndo
S S1 Sa

= G-Tids+ G -Tyds=0
081 082

(2.6.9)

degerine ulagilir—son esitlik, 9S; = S, ve T; = —T'5 olmasindan kaynaklanir.
Baylece, (2.6.8) ve (2.6.9) ile elde edilen degerler ayni olmadiklarindan, yapilan
varsayimin yanhg oldugu, yani curl G = F olacak bi¢gimde bir G fonksiyonunun
var olmadig: goriilmiis olur.
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Problemler

1. Asagida verilen her C egrisi ve F fonksiyonu i¢in, fc F - T ds integralini hesaplayimiz:

(a) C egrisi, pozitif z-ekseninin tizerinde uzaktan goriildigiinde saat yelkovaninin ter-
sine yonlendirilmis, 2 4+ y? = 1 silindiri ile 2 = —x diizleminin arakesiti, ve
F(z,y,2) := (z4%,0, 2yz);

(b) C egrisi, pozitif z-ekseninden yukariya dogru uzaktan goriildiigiinde saat yelkovani
yoniinde yonlendirilmis, z = y3 kiibik silindiri ile 22 4+ y? = 3 dairesel silindirinin
arakesiti, ve F(x,y, 2) := (e® + z,zy, ze¥).

2. Asagida verilen her S yiizeyi ve F fonksiyonu i¢in, ffs curl F-n do integralini hesaplay1-
niz:

(a) S ylizeyi y = z? ile z = 1 — y tarafindan smurlanan, z > 0 {ist yari-uzayinin
icindeki ‘tabani’ olmayan yilizey, n vektorii digariya-yonelmis birim normal, ve
F(z,y,2) = (zsin(z?),y cos(z?), 2% + y* + 2%);

(b) S yiizeyi z = 3—x2 —y2, 2 > 0 ile belirlenen kesik paraboloid, n vektérii disariya-
yonelmis birim normal, ve F(z,y, 2) := (y, vyz, y);

(c) S yiizeyi z = V(10 — 2 — y?) yarikiiresi, n vektorii digariya-yonelmis birim nor-
mal, ve F(z,y, 2) := (z,z,2%y3 In(z + 1));

(d) Sylizeyiz=0,y=0,2z+2y+ 3z =1, z > 0 ile simirlanan, z > 0 iist yari-
uzayindaki ‘tabani’ olmayan dortytiizlii, n vektorii disariya-yonelmis birim normal,
ve F(z,y, ) := (zy,yz, 2x).

3. Asagida verilen her S yiizeyi ve F fonksiyonu igin, Stokes Teoremi’ni ya da Gauss
Teoremi’ni kullanarak, f f s F - ndo integralini hesaplayiniz:

(a) S yiizeyi 22 + y2? + 22 = 1 kiiresi, n vektorii disariya-yénelmis birim normal, ve
F(z,y,2) := (222, 2%y — 23, 2zy + y%2);

(b) S yiizeyi z = y diizleminin Bj (0) topunun i¢inde kalan parcasi, n vektorii yukariya-
yonelmis birim normal, ve F(z,y, 2) := (zy, z2, —yz);

(c) S yiizeyi y = 2v/(x? + 22), 2 < y < 4 ile belirlenen kesik koni, n vektorii digariya-
yonelmis birim normal, ve F(z,y, 2) := (z, —2y, 2);

(d) Sylizeyi 2 = 4—22 -y, 0<2<4dvez=224+y? -4, -4<2<0
kesik paraboloidlerinin birlesimi, n vektorii digsariya-yOnelmis birim normal, ve
F(x,y,2) := (x +y? +sinz,z + y? + cos z,cos © + siny + 2);

(e) S yiizeyi belirleyicileri z = 22 + 42 (0 < 2 <2),2 =22 +9% (2 <z <5), ve
2z =T—22—y? (5 < 2z < 6) olan iig yiizeyin birlesimi, n vektorii disariya-yonelmis
birim normal, ve F(z,y, z) := (2y, 2z, 1).

4. Asagida verilen her S yilizeyi ve her w 2-formu i¢in, Stokes Teoremi’'ni ya da Gauss
Teoremi’ni kullanarak, f s integralini hesaplayimz:

(a) S yiizeyi, digariya-yonelmis normale sahip, y2 + 22 <9, 0 < = < 2 silindirik kat1
cisminin topolojik sinir1, ve w := zydy dz + (5132 — 22) dz dx + zz dz dy;

(b) S yiizeyi, disariya-ydnelmis normale sahip 22 + 22 = 8, 0 < y < 1 kesik silindiri,
ve w := (x — 22) dy dz — y dz dx;

(c) S yiizeyi, disariya-y6nelmis normale sahip, R := [0, 7/2]x[0, 1] x [0, 3] kat1 cisminin
topolojik siir1, ve w := e¥ cosx dy dz + x2z dz dx + (x4 y + 2) dz dy;
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(d) S yiizeyi, pozitif z-ekseninden Gteye yonelmis normale sahip olan, 2z2 4 22 < 1
ile belirlenen eliptik-silindir-bi¢imli kat1 cisimle x = y diizleminin arakesiti, ve
w:=xdydz — ydzdx + siny dx dy.

5. Green Teoremi’nin Stokes Teoremi’nin bir sonucu oldugunu ispatlayiniz.

6. Birim normali n olan, R3 icinde bir diizlem II, ve xg € II olsun. Her » > 0 igin,
IT diizleminin iginde bulunan, xg merkezli ve r yaricaph disk S, ile gosterilsin; diger
bir ifadeyle, S, := Br(x0) N II olarak alinsm. Eger F : Bj(xp) — R? fonksiyonu
Cl-sinifindan ise ve &S, sinir1 n tarafindan belirlenen yénlendirilise sahipse, bu durumda

1
curl F(xp) -n = lim —— F.-Tds
r—0+ O'(Sr) 85,

oldugunu kanitlayiniz.

7. S, birim normali n olan, ve bos kiime olmay1p Stokes Teoremi’nin hipotezlerini gergekleyen
0S smirina sahip bir yonlendirilebilir yiizey olsun.

(a) F:S — R3 {0} fonksiyonu C'-sinifindan, dS sinir1 diizgiin, ve n tarafindan S
tizerinde belirlenen birim teget vektér T olsun. Eger higbir xo € dS igin T(xo)
ve F(xg) vektorleri arasindaki ag1 genig degilse ve ffs curl F - ndo = 0 oluyorsa,
bu durumda her xq € 9§ i¢in T(x¢) ve F(x() vektorlerinin ortogonal olduklarini
kanitlayiniz.

(b) Eger her k € N igin Cl-sinifindan olan Fy : S — R3 fonksiyonlarindan olusan
bir (Fy)ren dizisi Cl-sinifindan olan bir F : S — R3 fonksiyonuna S iizerinde
diizgiin yakinsiyorsa, bu durumda

lim // curle-nda:// curl F - ndo
k— o0 s s

esitliginin saglandigini ispatlayiniz.

8. Iki-boyutlu bir E bélgesi, (x,y) € E oldugunda, (0,0) ve (z,0) noktalarm ve (z,0)
ve (z,y) noktalarimi birlegtiren dogru pargalarimin ikisinin de F kiimesinin alt-kiimeleri
olma 6zelligine sahip olsun. Eger F : E — R? fonksiyonu Cl-smifindan ise, agagidaki iig
onermenin birbirine denk olduklarini kanitlayiniz:

(a) Bir f: E — R fonksiyonu, E {izerinde F = V f olacak bi¢imde vardir.

(b) F =: (P, Q) vektor fonksiyonu tamdir; yani, E iizerinde Q. = Py, gerceklenir.

(c) € kiimesi Green Teoremi’nin hipotezlerini saglayan iki-boyutlu bir bolge ve Q@ C FE
olmak tizere, saat yelkovaninin tersine yonlendirilmig parcali diizgiin her C := 9Q
egrisi icin fc F.-Tds =0 olur.

9. Q bir iic-boyutlu bélge ve F : Q — R3 fonksiyonu € iizerinde C'-simfindan olsun. Ayrica,
her (z,y,2) € Q i¢in, L((z,y,0); (z,y, z)) ve L((z,0,0); (z,y,0)) dogru parcalarimn iki-
sinin de 2 kiimesinin alt-kiimeleri olduklar: varsayilsin. Asagidaki 6nermelerin birbirine
denk olduklarini kanitlayiniz:

(a) C2%-smifindan bir G : Q — R3 fonksiyonu,  iizerinde curl G = F olacak bigimde
vardir.

(b) Eger E ve S := OF kiimeleri ve F vektdr fonksiyonu Gauss Teoremi’nin hipotez-
lerini sagliyorlarsa ve E C () ise, o zaman

//F-ndcrzo
S

gergeklenir.
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(¢) € lizerindeki her noktada divF = 0 6zdesligi saglanir.

10. E kiimesi Gauss Teoremi’nin, S kiimesi ise Stokes Teoremi’nin hipotezlerini saglasin.

(a) Eger f:S — R fonksiyonu C2-simifindan ise ve S iizerinde F = grad f oluyorsa,

// (fF)-Tds=0
as

(b) Eger G : E — R3 fonksiyonu C2-sinifindan ise ve E {izerinde F = curl G oluyorsa,

// (fF)'ndU:///gradf~FdV
as E

oldugunu ispatlayimiz.

oldugunu ispatlayimiz.

Yol gosterme: §2.5, Problem 8 ve Problem g kullanilabilir.

11. F vektor fonksiyonu R? \ {0} iizerinde C!-sinifindan ve tam (bkz. Problem 8 (b)) olsun.

(a) C1 ve Ca, saat yelkovaninin tersine yonlendirilmis, ayrik, diizgiin, ve basit egriler,
ve E, topolojik sinir1 olan OF kiimesi C; ve Ca egrilerinin birlesimi olan iki-boyutlu
bir bélge olsun. (Bunun anlami E bélgesinin, C; egrilerinden birinin dig sinir1 ve
digerinin i¢ simir1 oldugu, bir delik igermesidir.) Eger 0 ¢ FE ise, bu durumda

/F-Tds:/ F-Tds
Cy Ca

esitliginin saglandigini kanitlayimiz.

(b) Iki-boyutlu E bélgesi i¢in 0 € E° olsun. Eger OF, saat yelkovaninin tersine yon-
lendirilmig bir diizgiin basit egri, ve

—y -
Fz,y) = | ——"—=,——
(@.9) (x2+y2 m2+y2)
ise, faE F - T ds integralini hesaplayiniz.

(c) R3~{0} iizerinde tanimh F fonksiyonlari, iig-boyutlu bélgeler, ve diizgiin yiizeyler
i¢in, (a) kisminda elde edilen sonucun bir benzerini ifade ve ispat ediniz.
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