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1 Toplama ve siralama

Siirsiz bir dogruda, bir nokta 0 olarak segilirse, o zaman
Oklid’in 3. 6nermesi ile iki noktanin toplami ve bir nok-
tanin negatifi tanimlanabilir. Sonug olarak dogrunun her-
hangi a, b, ve ¢ noktalar1 i¢in

a+(b+c)=(a+0b)+c,
a+b=>b+a,
a+0=a,
a+ (—a)=0.

Tanima gore
a—b=a+(-D).

Eger bir b noktas1 bir a noktasinin sagindaysa, o zaman a,
b’den kiigiik ve b, a’dan biiyiik olarak sayilir, ve

a < b, b>a
yazilir. Tanima gore

a < a,
a<b—

a
a<b < b

<0,
Z a.

O halde
a<b = a#b,
a<b & b<a = a=0b, (%)
a<b & b<c = a<ec
Ayrica
a<b = a+c<b+c,

dolayisiyla
a<b << b—a>0.

2 Sayma sayilari

0’'1n saginda olan bir nokta 1 olarak segilsin. Sayma sayi-
larinin 6zyineli tanimina gore
(i) 1 bir sayma sayisidir, ve
(ii) eger n bir sayma sayisi ise, o zaman n+ 1 de bir sayma
sayisidir.
Burada n + 1, n’nin ardihdir. Sayma sayilar1 kiimesi N
olarak yazilir. O halde

N={1,2,3,...}.

Tamimdan N'nin herhangi A altkiimesi i¢gin, eger



(i) 1 € Aise ve

(ii) A her elemanmin ardilim da igerirse,

o zaman A = N. Bu sonu¢, Tiimevarim Ilkesidir.

e Tiimevarim,

e N'nin siralanmasinin () 6zellikleri ve

e n < n+ 1 kuralindan
N’nin biitiin 6zellikleri elde edilebilir.

Ozellikle Ozyineleme Teoremi kamtlanabilir (ama ka-
nitlamadik). Bu teoreme gore, eger B bir kiime ise, ¢ € B
ise, ve f, B'nin tek konumlu bir iglemi (yani f: B — B)
ise, o zaman N’den B’ye giden bir ve tek bir h gondermesi
icin

(i) h(1) =,

(ii) her n sayma sayisi igin h(n + 1) = f(h(n)).

Ornegin N'de toplama

m+ 1= (m'nin ardil), m+(n+1)=(m+n)+1

kurallar1 ile tanimlanabilir. Ttimevarim ile, toplamanin gor-
diigiimiiz 6zellikleri kanitlanabilir.

Algtirmalar I'deki gibi dogrumuzun noktalarinin, sayma
sayilar ile katlar: (yani gogaltilmalari) ve kuvvetleri ta-
nimlanir, ve bunlarin 6zellikleri tiimevarim ile kanitlanir.

Eger dogrunun 0 < a < b esitsizligini saglayan herhangi a
ve b noktalari i¢in, bir n sayma sayisi i¢in, b < a-n ise, o za-
man dogrunun Argimet Ozelligi vardir, ve bu durumda
dogrunun noktalar1 gercgel sayilar olarak sayilabilir. As-
linda Arsimet Ozelligi'ni kullanmayacagiz.

(ogaltma ile N'de iki konumlu ¢arpma islemini elde ede-
riz, ve N'de

E-m=m-k

ozelligi, tiimevarim ile kanitlanir.

Ozyineli tanima gore

1 n+1 n
E ap = ay, E = E ap + Qpy1-
k=1 k=1 k=1
Benzer sekilde
1 n+1 n
Hak:ala H:HGk'GnH-
k=1 k=1 k=1

Sayma sayilar1 ve 0, dogal sayilardir. Tanima gore w
(omega), dogal sayilarin kiimesidir:

w={0}UN=1{0,1,2,...}.

Bazen

0
Zakzo,

k=1

0
[[oc-1

k=1

kurallaria ihtiyacimiz vardir. Ornegin tanima gore n € w

ise
n
nl = H k.
k=1

Daha fazla ornekler igin, Aligtirmalar I ve V’e bakin.

3 Bolme

N’de a - b = ¢ ise a ve b, ¢'nin ¢carpam veya bolenidir,
ve her biri ¢'yi boler. N'de p > 1 ise ve p'nin 1’den ve
kendisinden farkli olan hi¢ ¢arpani yoksa, p asaldir.



iyis1ralama Teoremine gore, herhangi verilen sayma
sayilarindan biri, onlarin en kii¢ligiidiir. Sonug olarak 1’den
biiyiik olan her sayma sayisinin asal bir ¢carpani vardir. As-
linda verilen sayinin 1’den biiyiik olan ¢arpanlarinin en kii-
¢ugii asaldir. Alistirma I’e bakin.

Giiclii Tiimevarim Teoremine gore, N'nin herhangi A
altkiimesi igin, eger her n sayma sayisi i¢in

{reNiz<n}CA = necA

ise, o zaman A = N. Ornegin her sayma sayismin asal
carpanlara ayrilis1 vardir. Bu ayrilig, p; < --- < p,, ve
her biri asal olmak tizere

m
[
k=1

seklinde yazilabilir. Zira bir n i¢in n’den kii¢iik olan her
sayma sayis! i¢in iddia dogru olsun. Eger n asal veya 1’e
esit ise, o zaman agikdr bir sekilde n’nin asal ¢arpanlara
ayrilisi vardir. Eger n > 1 ise ama n asal degilse, 1’e esit
olmayan bazi a ve b i¢in

n=a-b.

Varsayima gore a ve b’den her birinin asal carpanlara ayri-
lis1 vardir, ve bunlardan n’'nin asal ¢arpanlara ayrilis1 elde
edilir. (Ayn1 sonug, Aligtirma I’deki gibi iyisiralama ile ka-
nitlanabilir.)

Bolme Teoremine gore N'de herhangi a ve b i¢in ya

a=bx
denklemi ya da
a=br+y & y<b

sistemi ¢oOziilebilir. Bu teoremden (ve N'nin iyisirali oldu-
gundan) Oklid Algoritmasi ile iki saymmmn en biiyiik or-
tak boéleni bulunur. Alstirma II’ye bakin. Bagka bir te-
oreme gore a ve b'nin en kiigiik ortak kati vardir ve

a-b=ebob(a,b) - ekok(a,b).

4 Tamsayilar

Sayma sayilarl, negatifleri ve 0, tamsayilardir. Bunlarin
kiimesi Z olarak yazilir. Buradaki toplama ve carpmanin te-
mel kurallari, Aligtirma II'nin Alistirma 1’indedir. Bézout
Lemmasi’na gore

ax + by = ebob(a, b)

denklemi Z’de coziilebilir. Bir ¢oziim, Oklid Algorit-
masi’'nin adimlarindan elde edilebilir.

Bézout Lemmasi'ndan Oklid Lemmas1 ve Aligtirmalar
III'teki genellestirilmesi elde edilir. Oklid Lemmas: saye-
sinde her sayma sayisinin asal carpanlara ayrilisi tektir; bu
sonu¢, Temel Aritmetik Teoremidir.

Z’de tanima gore

a|b <= bir z igin ax = b.
O zaman Fermat Teoremine gore her p asali igin

p’ap_a’ (T)

ve ayrica
pta = plad ' —1. (1)



Ayni teorem, kalandaghklar ile ifade edilebilir:
a’? =a (mod p),
pta = a”'=1 (mod p).
Simdi p 1 a olsun. O zaman N’de
a®* =1 (mod p)

kalandaghiginin ¢oziimii vardir. En kiigiik ¢6ziim, a’'nin p’ye
gore mertebesidir (Ingilizce order). Bu mertebe m ise, o
zaman m | p—1, ve ayrica, p— 1 = mn olmak tizere baz by,

.., b,_1 sayilar1 i¢in her tamsay1, agsagidaki matrisin bir ve
tek bir girdisine p’ye gore denktir:

1 a a’ am!
by bia b16L2 blam*1
bnfl bnfla bn 1&2 bnflam_l

(Bu sonuca Lagrange Teoremi diyebiliriz ama derste de-
medik.) Ornegin p = 13 durumunda

1 3 9
2 6 18
4 12 36
7 21 63
matrisi ¢ikar. Bunu daha iyi anlamak i¢in, girdilerin yerine
va {1,...,12} yada {—6,...,—1} U{1,...,6} kiimesinde
olan, 13’e gore denk olan sayilar1 koyabiliriz:
1 3 9 1 3 -4
2 6 5 2 6 5
4 12 10 4 -1 -3
7 8 11 —6 —5 -2

Verilen bir modiile gore denklik, bir denklik baginti-
sidir, ciinkii yansimal, simetrik, ve gecislidir. Oklid icin
sinirh dogrularin esitligi bir denklik bagintisidir. Bizim i¢in
tanima gore

(a,b) ~ (¢,d) <= ad =bc

ise, o zaman N x N’de ~ bagintisi bir denklik bagintisidir.
Bir A kiimesinde E bir denklik bagimntisi ise, o zaman
A’nin her b elemaninin (E’ye gore) denklik sinifi

{reA: b Ex}
kiimesidir. Bu kiime igin [b] yazilsin. O zaman
b =[] <= bEc

Ornegin ~ bagmtisi yukaridaki gibi ise, [(a,b)] smifi a/b
kesirli sayis1 olarak anlagilabilir.

Genelde A'nin elemanlarmin denklik siiflar: bir A/ FE kii-
mesini olusturur. Eger A = Z ise ve E, bir n modiiliine gore
denklik ise, o zaman A/FE,

L,

olarak yazlabilir. Bu kiime {1,...,n}, {0,...,n — 1} veya
(n = 2m~+1 durumunda) {—m, ..., m} olarak anlagilabilir.
O zaman tanima gore

L, ={x € Z,: ebob(n,z) = 1}.

Bézout Lemmasi ile bu kiimenin her elemaninin tersi bu-
lunabilir. Bu nedenle Fermat Teoreminin (I) pargasi, ()
parcasindan cikar.



Tanima gore ¢(n), Z,* kiimesinin elemanlarinin sayisidir.
O zaman Gauss Teoremine gore

> d(d) =n.

dln

Euler Teoremine gore ebob(n,a) = 1 ise a®™ = 1
(mod n), ama bunu gostermedik; ¢ogunlukla asal modiil-
ler ile calismay1 tercih ederiz.
Eger tekrar p asal ise, o zaman Z,* kiimesinde a" kuv-
vetlerini hesaplamak igin bir yoéntem vardir:
(a) Oyle m’yi bulunkim=n (mod p—1) ve 2(p—1) <
m < 3(p— 1) olsun. O zaman a™ = a™ (mod p).
(b) Eger m < 0 ise m’nin yerine —m’yi, a’nin yerine a~ i
kullanin.
(¢) 2'nin farklh kuvvetlerinin bir toplami olarak m’yi yazin.
(d) Buradaki 2'nin en yiiksek kuvveti 2¢ ise adim adim a?,
a?, ..., a* kuvvetlerini p'ye gore hesaplayim.
(e) Gereken garpimlar garparak a™’yi elde edin.
Simdi p’ye gore bir a'nin mertebesi

mer,(a)

olarak yazilsin. Bu mertebe m ise

g ekok(m, k) m
mery (@) = == = R

Eger mer,(a) = p—1 ise, o zaman a’ya p’nin ilkel bir kokii
denir. Kanitladigimiz bir teoreme gore her asal sayinin ilkel
bir kokii vardir. Aslinda d | p — 1 ise ¢(d), Z,* kiimesinin
mertebesi n olan elemanlarinin sayisidir.

Eger a, p'nin ilkel bir kokii ise, o zaman p’ye gore

p—1 p—1
p—1!= kEHkE HajEHaj
k=1 kEZp* JE€Lp—1 j=1
— 2 = g -1)/2 = (a?) D2 = D2 = _1,

Bu sonug¢, Wilson Teoremidir.
Simdi ebob(k,m) = 1 olsun. Eger ma + ky = 1 ise, o
zaman amz + bky,

t=a (mod k), t=0b (mod m).

sistemini ¢ozer. Eger tersine d ve e bu sistemi ¢Ozerse, o
zaman (Aligtirma V’ten) d = e (mod km). Bu sonug, Cin
Kalan Teoremidir. Eger ayrica ebob(km,n) = 1 ve

mnz =1 (mod k),
kny =1 (mod m),

kmz=1 (mod n)
ise, o zaman
t=a (modk), t=b (modm), t=c (modn)
sisteminin ¢oziimleri,
t = amnz + bkny + ckmz  (mod kmn)

kalandasgliginin ¢éziimleridir.



