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1 Oklid Algoritmasi

Bu boliimde sayma sayilarinin 6kulda 6grenilmis 6zelliklerini varsayiyo-
ruz. Bolim 2’de bu 6zellikleri bir postulattan elde edecegiz.

Sayma sayilarinda

Sayma sayilarinda a; > as oldugunda, as > a3 > -+ > a1,



a1 = aqty + as,

as = azty + ay,

(p—2 = Qp_1tp_2 + Qp,

(p—1 = Qplp—1 + Ap+1,

ve a, = a,1t, kosullarini saglayan n ve as, ..., a,+1 vety, ..., 1, sayilar
vardir. O zaman tersine

Qpy1 = Ap—1 — Aplyn—1
=apn—-1 — (an72 - anfltan) : tnfl

= Qp-1 " (1 + tn—2tn—1) - an—2tn—1



Bu sekilde
a1 x — agy = (—1)"an4q

Bézout Denklemini ¢ozebiliriz, ve ¢oziimiimiizii kontrol etmek
kolaydar.

Teorem 1 (Oklid Algoritmasi). Yukaridaki kosullarda a1,
e ay’i ve ay 'yi boler;
o onlarn her ortak béleni tarafindan bolindir.

Kisaca a; ve as’nin en biliytik ortak boleni vardir, ve bu bolen,
Qg1 dir:
an+1 = ebob(ay, as).

Alistirma 1. Tersine n, ve ty,...,t,, ve a,yq sayilarin secerek a; ve
as i¢in degerler bulup Bézout Denklemini ¢oziin.



Yukaridaki durumda

a
. t, + B t, + —
a2 as 4
to + —
as
Kisaltma olarak
a1
— = [t1,to,...
a2
Ashinda a a
1 2
- = 617 - = /827
a2 as
oldugunda 1 < k < n ise
LBkJ == tka

ve son olarak

1

=t + -
to + 1
. _'_ R
tn

stn].
ap,
) = Bn
Qp41
= ﬁk+1:



ama (3,1 tanimlanmaz.

Gercel Sayilarda

Yukarida f3;, kesirli olmayan bir gercel say1 olabilir, ve bu durumda her
k i¢in S tamimlanir. Simdi 6zyineleme ile

1

t] =t ti,ty, ... 1 =1
[t1] = t1, (1,2, b 1+[t2,~-»tk+ﬂ

olsun, ve

p(t) =t1, plti,ta,. . tey1) =t - p(te, o ter) +qta, .o teya),
qti) =1, q(ti,ta, ... terr) = p(ta, .o tey)

olsun. O zaman

pk:p(tla"'vtk)a QkZQ(tbvtk)



tanimlandiginda, tiimevarim ile

Pk
[tla--'atk]:_-
qk
Ayrica
1
[t17"'7tk+1]: tl,...,tkfl,tk—f——
Trt1
ve pi_p ps P
_1<_3<...<ﬁ1<...<_4<_2_
a1 q3 44 q2

Ornek 1. 3; = /41 olsun. O zaman

VA1 + 6
t1:67 62:T7
VAL + 4
t2:27 ﬁ?):T?

ts5 =2, By=+/41+6.



Bundan dolay1

ty = 21y, tkta = Tt
ve sonug olarak
VAL =1[6,2,2, /41 + 6], D& _ [6,2,2,6+ @} .
qk+3 dk

Simdi

1
[6,2,2,z+6]:[6,2,2+ ]
z+6

[ 2,113 Z+6
B T Rl R T
[ 52432 22+ 13
=1%% 113 :[6+5z+32
322 4 205
- 524327
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dolayisiyla

(Pr+3, Qrr3) = (32px, + 205gy, 5pr + 32qx).

Ayrica
13 2 32
6] =6 6,2] = — 6,22l =6+ - = —
6]=6.  [6.2=7. [6.22=6+:="7F.
ve
6% — 41 = —b, 132 —41-5* =5,
ama

322 —41-5%2=1024 — 41 -25 = 1024 — 1025 = —1.
Ayrica 205 = 41 - 5, dolayisiyla

(3224+205)% —41-(52+32) = (327 —41-5%)22 —41-(32° —41-5%) = 41— 2,
ve sonug olarak

Pris” — 41gp, 5 = —(pi° — 41g°).
11



Ozellikle her (pgk, gor),
w2 — 412 =1

denklemini saglar. Ayrica
(Ps, g6) = (322 + 205 -5,5 - 32 + 32 - 5) = (2049, 320)
ve
(Po(k+1)s G6(k+1)) = (32D6k+3 + 205G6k+35 DP6k+3, 32¢6k+3)
= (32(32pex + 205¢er) + 205(5per + 32qer),

5(32per, + 205¢gsk) + 32(5per + 324k ))
= (2049]?6/€ + 41 - 320q4, 320pgr. + 2049q6k).

Teorem 2. Kare olmayan bir d sayma sayisu igin 1 = +/d olsun.

1. Birn i¢in Buy1 = \/d +t1.

12



2. Bpi1 = \/d+t1 oldugunda
—dg,? = (—1)", Pon’ — dgon? = 1.
3. A2 —dB? =1 oldugunda
(a1,b1) = (A, B), (ak+1,bp+1) = (Aag + dBby, Bay, + Aby)

ise her (ax, by),
2 dy2 -1
denklemini saglar.
Bu genel teoremi gostermiyoruz ama her 6zel durumda gosterebiliriz.

Bu sekilde herhangi kare olmayan d sayma sayisi i¢in

v —dy? =1
Pell Denkleminin, sonsuz sayida ¢oztimlerini bulabiliriz. Ayrica
pfn
= lim
\/d {—00 q€n
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Aligtirma 2. Farkli d’ler i¢in Pell denklemini ¢oziin.

Lamé Teoremi

Sayma sayilarinda, bildigimiz gibi,

a; = as - tl + as,
ao = ag-to 4+ ay,
Ap—1 = Qp - tn—l + Ap+1,

Qp = Apy1 ° ty

oldugunda,
an+1 = ebob(ay, as).

14



Ayrica t,, > 1 varsayilabilir, ve bu durumda
as < 10° = n <50,

Bu sonug¢, Lamé Teoremidir, ve bunu kanitlayacagiz. Yukaridaki egit-
liklerden

az = az + aq,

Ap—1 > Gp, + Ap+1,
Ap, > Apgq.
Ozyineleme ile
Fr =1, F, =1, Fiyo = Fi + Fia

olsun. Bunlar, Fibonacci Sayilaridir. O zaman
15



Simdi
1+ /5 1— /5
;0 V=

olsun. Burada ¢, Altin Orandir. Ayrica @ ve 1,

(p:

?=x+1
denkleminin ¢oziimleridir. O zaman her (a, 3) icin
(Oé(pk + ﬁll)k) + (a(pk+1 + 51|)k+1) — a(pk+2 +ﬁl~|)k+2-

Ayrica
16



z+ y=1

pr+dy =1
lineer sisteminin ¢oztimi
(+55ow)
-V @—-1
oldugundan
o (pk _ Ibk
=
-1

Binet Formiiliinii elde ediyoruz. Ayrica tiimevarim ile her durumda
Fk > (pk/(027

cunki
Fi=1>1/¢> F=1>1/¢,

17



ve eger
Fe> "% Fia > 0" /?

ise, o zaman

Frvo = By + Fr > (0F + ") /@ = @12/ @2

Bundan dolay1
as > @" 1.

Ayrica tiimevarim ile

O = F0 + F

oldugundan ve

k|1 2 3 4 5
F, 11 1 2 3 5

18



oldugundan
©° =5¢@ +3=(11+55)/2.

Son olarak
1145y/5>20 < 5/5>9 < 125> 81
oldugundan ¢° > 10, ve a; > @™ ! oldugundan
as > 100D/,

Simdi, eger
agy < 106

ise, 0 zaman

10=1/5 < 10¢,
n—1<5l,
n < be.

19



Ornek 2. a, < 1000 ise n < 15. Ayrica

k|1 2 3 4 b} 6 7 8 9 10
Fr. |1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Frii0 |89 144 233 377 610 987 1597

oldugundan (ay, ag) = (1597,987) ise n = 15.
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2 Sayilar Kuraminin Temelleri

Iyisiralanmig bir kiime, 6yle dogrusal siralanmig bir kiimedir ki her
bos olmayan altkiimesinin en kiigiik eleman1 vardir.

Eger iyisiralanmig bir kiime bog degilse, o zaman en kiigiik elemani
vardir. Ayrica, bu kiimenin bir a elemani, kiimenin en biiytik elemani
degilse, o zaman a’dan biiyiik olan elemanlarin en kii¢iigii vardir, ve bu
eleman, a’nin ardilidir. Ne en kiigiik elemani ne ardil olan bir eleman,
bir limittir.

Postulat. Sayma sayilars,

e bos olmayan,
21



o en biyik elemans olmayan,
o [limiti olmayan

wyisiralanmag bir kime olusturur.

Tanim 1. Sayma sayilar: kiimesi

N,
ve N'nin en kiigitk eleman1
L,
ve N'nin her n elemaninin ardili,
n+ 1.

Teorem 3 (Timevarim). Eger N'nin bir altkimesi

o 17 igerirse ve

22



e kiimenin her elemaninin ardiliny da icerirse,

o zaman bu altkime N’ nin kendisidir.

Teorem 4 (Ozyineleme). Ejer
o A, bir kiime,
e bE A,
o f1 A A
i5e, 0 zaman
e« - N—= A,
« 9(1) =0,
o her zaman g(n+1) = f(g(n))

kosullarini saglayan bir ve tek bir g vardir.

23



Tanim 2.

Toplama

Carpma

Kuvvet alma

Teorem 5. Toplama ve ¢carpma, birlesmeli ve degismelidir, ve carpma,
toplama tzerinde dagilur.
Kamit. Tumevarim. Degismeli 6zelligin her durumunda ti¢ tiimevarim

kullanir, ¢iinkii
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I+n=n+1, 1-n=n,
(k+1) - n=(k+n)+1 (k+1)-n=(k-n)+n

esitlikler de gosterilir.
Alistirma 3. Kanitin ayrintilarin verin.

Teorem 6.

Aligtirma 4. Teoremi kanitlayin.

Teorem 7. Eger a < b ise, o zaman

o bir ve tek bir z i¢cin
a+z=b

25



o bir ve tek bir y icin

a-y<b<a-y+a;

e a > 1 oldugunda bir ve tek bir x i¢in
a® <b<a"-a,
dolaysiyla bir ve tek bir y icin

a®-y<b<a®-y+a° & y<a.

Ornek 3.

2024 — 92711+2 + 922t 141 + 92°+! + 92°+2+1 + 92242 + 92°+1 4+ 92+
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3 Kalandashk

Tanim 3.
NU{0} = w,
wU{—z: 2z e N} =7Z.

Okulda 6grendimiz gibi toplama ve ¢carpma, Z’de tanimlanir. Sonug ola-
rak Z, degismeli bir halka olur.

Tanim 4. n € N oldugunda

{nz:x€Z} =nZ=(n)
27



olsun. Bu kiime Z’nin bir ideali oldugundan degismeli bir halka olarak

Z/nZ =17/(n) =7y,
tanimlanir. Simdi Z’de
(b) S (a) <= alb
olsun; bu durumda a, b’yi boler. Simdi n € N oldugunda
nla—b <= a=>b (modn),

ve bu durumda a ve b, n modiiliisiine gore kalandastir.

Sonug olarak
a|lb <= drar=1»

ve ayrica
a+(n)=b+(n) <= a=>b (modn).

28



Lemma 1. Z'de

a|bc & ebob(a,b) =1 = a|ec.

Kamit. a | be & azx + by = 1 oldugunda

a|acx +bey & acx + bey = c. O

Teorem 8. Bir
ar =b (mod n)

kalandashginin cozimler: varsa, o zaman asagidaks kurallary kullanarak
coziimleri bulabiliriz. Ilk olarak

a=b = a=b+tn (modn).
Ayrica Lemma 1’den

ebob(a,n) =1 & ar =ab = z=0b (mod n).
29



Aslinda ebob(a,n) = 1 ise, o zaman
dyac+ny =1
formiilini saglayan ¢ vardir, ve bu durumda
ar =b <= x =bc (mod n).
Ayrica

ac = be (mod nc)
< a=b (mod n)

< a=bVa=b+nV---Va=b+ (c—1)-n (mod nc).

Son olarak ebob(m,n) =1 ise, o zaman

a=b (modmn) <= a=b (modm) & a=b (mod n).

30



Teorem 9 (Cin Kalan Teoremi). {ni,...,n;} C N oldugunda
1<i<j<k = ebob(n;,n;) =1

olsun. O zaman
N=ni...ng

oldugunda, her durumda
N

Ni = —
ni
oldugunda, Teorem 8’den

b;N; =1 (mod n;)
kalandashgini saglayan b; vardwr, ve sonug¢ olarak
r=a (modn) & --- & x=a; (mod nyg)

ststeminin ¢ozumai,

xzalblN1+---+akkak (mod N)
31



Ornek 4. Yukaridaki bicimde Cin Kalan Teoremi, lineer kalandaglik
sistemlerini ¢ozmek icin genel bir yontem verir. Iki kiiciik modiiliis icin
¢oziimler bir tablodan elde edilebilir. Ornegin

r=5 (mod9) & =10 (mod 16) <= 2 =122 (mod 144).

0 O Ul W N~ O

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15

0 81 18 99 36117 54135 72 9 90 27108 45126 63
64 1 82 19100 37118 55136 73 10 91 28109 46127
128 65 2 83 20101 38119 56137 74 11 92 29110 47
48129 66 3 84 21102 39120 57138 75 12 93 30111
112 49130 67 4 85 22103 40121 58139 76 13 94 31
32113 50131 68 5 86 23104 41122 59140 77 14 95
96 33114 51132 69 6 87 24105 42123 60141 78 15
16 97 34115 52133 70 7 83 25106 43124 61142 79

80 17 98 35116 53134 71 8 89 26107 44125 62143
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4 Asalhk

Eger
ebob(a,b) =1

ise, o zaman a ve b, birbirine asaldair.

Eger
p>1 & Vx ebob(p,z) € {1,p}

ise, o zaman p asaldir. Bu notlarda p her zaman asal olacak.

Teorem 10 (Oklid Lemmast).

plab & pta = p|b.
33



Kanat. Sayfa 29’daki Lemma 1. O
Teorem 11 (Fermat). Ejer pta ise, o zaman a?~* =1 (mod p).
Fermat Teoremine ti¢ kanit verecegiz.

Kamt 1. Teorem 8 sayesinde p 1 a ise Z, halkasinda a + (p) elemaninin
carpimsal tersi vardir. Bu durumda z + (p) — az + (p) fonksiyonu

{1+(@®),....p—1+(p)}

kiimesinin bir permiitasyonudur. Bundan dolay1

Hk’EHak_aPIHk (mod p).

1<k<p 1<k<p 1<k<p

Simdi Teorem 8’1 kullanin. O

34



Kanat 2. Bir R degismeli halkasinin carpmaya gore terslenir elemanlar
bir R* grubunu olusturdugundan, Kanit 1’deki gibi

Ly, =Z,~{0+ (p)}.

Ozellikle
Z,|=p—1.

Gruplar Kuramindan Lagrange Teoremini kullanin. [

Kanit 3. Binom Agilimina gore

()= w6

(a+1P=a"+ Y @)ap—’“ +1.

i<k<p

oldugunda

35



Ozellikle
El(p— k)| pl.

Ayrica 1 < k < p ise
ebob(kl(p — k),p) =1
oldugundan, Lemma 1 sayesinde

K=k (o= 1)

ol (7).

(a+1P=d”+1 (mod p).

dolayisiyla

ve sonug olarak

O zaman tiimevarim ile Z, halkasimim her = + (p) eleman: igin

2’ 4+ (p) =z + (p). O
36



Sonug olarak

b_ d

a=c (modp) & b=d (modp—1) = a’=c* (mod p).

Alistirma 5. Birkag tek p igin
0<z<p—1 & 123458 = (mod p)
veya
-1 -1
_pT <z < pT & 1234°°™ = (mod p)

gibi sistemler ¢oziin.

Fermat Teoreminin Kamt 2’si ile daha genel bir teorem elde edilir (Bo-
lim 5’e bakin):

Teorem 12 (Euler). |Z,*| = @(n) oldugunda, ebob(a,n) =1 ise

a®™ =1 (mod n).
37



Teorem 13 (Aritmetigin Temel Teoremi). Her sayma sayisi, bir ve tek
bir sekilde, dyle
P1-.-DPn

carpimadir ki her py carpant asaldir ve

P1 < S P
Burada n = 0 olabilir, ve bu durumda p; ...p, = 1.

Kanat. Sayma sayilar iyisiralandigindan ve sayma sayilarinda
alb = a<b

oldugundan
e 1’den biiyiik olan her sayma sayisinin asal bir carpani vardir;

e her sayma sayisi, asallarin bir ¢carpimidir.

38



Oklid Lemmas sayesinde bu carpim tektir.

Teorem 14.
ab = ebob(a, b) - ekok(a, b).

39



5 Aritmetik Fonksiyonlar

Tanim kiimesi N olan bir fonksiyona aritmetik denir. Normalde deger
kiimesi C’dir.

Ornek 5. Asagidaki esitliklerinin tammladig1 o, T, @, id, 1, ve € arit-
metik fonksiyonlar1 vardir.

40



)
T(n)
on)=1Z,"|={x €Z: 0< x<nAecbob(x,n) =1},
id(n) = n,
1(n) =1,
e(l)=1A¢g(n+1) =0,

O zaman p asal oldugunda
o) =1+p+--+p"=0"" -1)/(p-1),

T(p") =n+1,
o) =p"—pt=p"-(1-1/p).

Tanmim 5. Bir f aritmetik fonksiyonu igin, eger ebob(a,b) = 1 oldu-

gunda
flab) = f(a) - f(b)
41



ise, o zaman f carpimsaldir.

Ornegin id, 1, ve € carpimsaldir. Ayrica f carpimsal oldugunda,
o eger f(1) =0ise, o zaman f(n) = f(n-1)= f(n)- f(1) = 0;
o eger f(1) # 0ise, o zaman f(1) =1, ciinkid f(1)- f(1) = f(1).

Teorem 15. @ carpimsaldir.

Kanit. Cin Kalan Teoremi sayesinde ebob(a, b) = 1 ise
Zab = Za X Zb,

dolayisiyla
Zab>< = ZaX X ZbX7

ve sonug olarak

@(ab) = |Zap"| = |Za™| - |Zo"| = @(a) - @(b). 0
42



Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde her n i¢in, n’nin tim p asal bo-

lenleri i¢in,
n = Z pn(p)
pln

saglayan n(p) tsleri vardir. O zaman

o =TT =nTT (1)

pln pln

Eger f ve g aritmetik fonksiyon ise, o zaman bunlarin f % g Dirichlet
konvoliisyonii

(fg)n) =Y fla)-gb) =Y f(d)-g (%)
ab=n dn

kural tarafindan tanimlanir. Ornegin

o=1id *1
43



ve
T=1=x%1.

Ornek 6. (Bunu kullanmayacagiz.) Riemann zeta fonksiyonu,
S
neN
tarafindan tanimlanir, ve bu durumda

((s) = H(1+;+p—+ ) H1/1—

p

Daha genelde her f aritmetik fonksiyonu icin ) _ f(n)/n® Dirichlet
serisi vardir, ve

(Bt

44



Teorem 16. Eger f ve g carpimsal ise, o zaman f * g de carpimsaldr.

Kanit. Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde ebob(a,b) = 1 ise, o zaman
birebir ve érten olarak

(c,e) > ce: {c:c|a} x{e:e|b} — {d: d|ab}.
Bundan dolay1

(f *g)(ab) = 3" £(d) - g (gb)

dlab
O NCRCHIOR ()
- S0 ()

45



Ornegin o ve T carpimsaldir, dolayisiyla

o(n) =L, =1)/(p - 1),
t(n) = [ (n(p) +1).

Eger o(n) = 2n ise, o zaman n miikkemmeldir.

Teorem 17. (ift mikemmel bir sayr olmak i¢in, 2™ — 1 farkinin asal
oldugu bir
2ml. (2" — 1)

carpima olmak, gerek ve yeter bir kosuldur.
46



Kamit. Eger 2" — 1 asal ise, o zaman
o2t (2" —1)=c(2" ") (2" —1)= (2" —1)-2",

dolayisiyla 2771 - (2" — 1) mitkemmeldir. (Oklid bunu gésterdi.) Tersine
a tek oldugunda 2"~ ! - ¢ mitkemmel ise, o zaman

2" .a=0(2""-a)= (2" - 1) o(a),
dolayisiyla 2™ | o(a), ve bu durumda bir b i¢in
2" - b= o(a).

Oyleyse
a=(2"—-1)-b=o(a)—b,
ve sonug olarak
o(a) =a+b.
Ayrica b, a’nin bir boélenidir. Eger n > 1 ise, o zaman b < a, ve bu

durumda b = 1 ve a asaldir. O
47



Teorem 18. x islemi degismelidir ve birlesmelidir, ve her aritmetik f
¢
fre=F,

ve f(1) #0 ise
frxg=c¢

kosulunu saglayan bir g vardwr. Bunlardan dolay: 1°de 0 olmayan arit-
metik fonksiyonlar, x altinda abelyan bir grup olusturur.

Kanat. * iglemi degismelidir ¢iinkii

(g% f)(n) = >ap—rng(a) - f(b) [tanm]
= 2ap=n f(0) - g(a) [ - degigmeli]
= Dba=n f(0) - g(a) [ - degigmeli]

— (f*g)(n). [tanm)
48



Islemin birlesmeli oldugu ve f x ¢ = f, alistirmadirlar. Sonda f verildi-
ginde f(1) # 0 ise, 6zyineleme ile
1

9(1) = =

TEY

ve n > 1 olmak tizere

- > fl@)-g®)/f)

ab=nAa#1
olsun. O zaman f x g = ¢. 0

Alistirma 6. x igleminin birlegsmeli ve f % & = f esitliginin dogru oldu-
gunu gosterin.

Teorem 19. Eger f x g = € ve [ carpimsal ise, o zaman g de ¢arpim-
saldar.
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Kamit. Tumevarim kullanacagiz. Birden kesin biiyiik olan her m igin,
m = ab ve ebob(a,b) = 1 oldugunda,

gosterecegiz. Eger bir n i¢in n’nin m 6zbdlenleri i¢in iddia dogru ise,
simdi n = ab ve ebob(a, b) = 1 olsun. o zaman
0=c¢(n)
= (f*g)(n)
= g f(d) - g(n/d)
= Dcla 2oepp S (ce) - glab/ce).

Buna f(1) - (g(a)g(b) — g(ab)) ekleyerek

50



ederiz, dolayisiyla g(a) - g(b) = g(ab).

Simdi tanima gore p,
lxpu=c¢

esitligini saglayan aritmetik fonksiyonu olsun.

Teorem 20. w ¢carpimsaldir, w(p®) = 0, ve
pr < <ps = wpr-ops) = (-1)".

Teorem 21 (Mobius Tersleme Teoremi).

F=> f(d) = => F(d)-u(n/d).

dn dn

o1



Kamit. F = fx1 ise

Fep=(fxl)rn=fr(1sp)=fre=f

Teorem 22. ¢ x 1 =id, yani

> od)=n

din

Kanat. Her taraf carpimsaldir ve

(@)= D o) =14+ > @' -p")=p"

0<k<s 0<k<s

Teorem 23. x altinda tretegleri 1 ve id olan grup
o 7 X 7 ¢arpimina izomorftur,

e T, 0, @, ve W fonsiyonlarini icerir.
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Ayrica id in tersi id -p.

Alistirma 7. Asagidaki egitlikleri kanitlayin.

[[d=n""/2, S d-u(d) =] -,
dn

dn pln

> 1/d=o(n)/n, > a(d) - ud) =][-1

dn dln pln

Ayrica *’a gore @’nin tersini bulun.
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6 Karesel Kalintilar

Tek ve asal bir say1 p olarak yazilsin. Fermat Teoremi (yani sayfa 34’teki
Teorem 11) i¢in ilk iki kanitimizdaki gibi Z, degismeli halkasinda, ¢arp-
maya gore, 0 + (p) elemani hari¢ her elemanin tersi vardir. Kisaca Z,
bir cisimdir. Ayrica Z \ (p),

e Z’nin carpma iglemi altinda kapaldir,
e Z'mnin ¢arpimsal etkisiz elemanini (yani 1) igerir;

kisaca Z ~ (p), bir “birliktir” (monoid) ve Z'nin bir altbirligidir. Ayrica
orten bir homomorfizma olarak

r—=x+(p):Z~ (p) = Z,".
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Ozellikle
zy + (p) = ( + (p))(y + ()

Teorem 24.
=1 = r=41 (mod p).
Kamit. Eger a®> =1 (mod p) ise, o zaman
p | az - 1a

dolayisiyla
pl(a+1)(a—1).
Oklid Lemmas1 (yani sayfa 33’teki Teorem 10) sayesinde

pla+1Vpla—1. O

Ornek 7. Asal olmayan bir modiiliise gére Teorem 24 yanhs olabilir:

=1 <= r=+1,£3 (mod 8).
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Teorem 25 (Wilson). (p — 1) = —1 (mod p).

Kamit. {1,...,p— 1} kiimesinin
rz-2' =1 (mod p)

kogulunu saglayan bir x +— 2z’ permitasyonu vardir. O halde z” = .
Ayrica Teorem 24 sayesinde

l<az<p—-1= 2/ #u.
Bundan dolay1
p—1

T:w

oldugunda (buradaki w harfi, yazilmig bir 7 harfidir),
{2,...,p—=2}={ar,ai, ..., 41,001}
yazilabilir. Bu durumda

p—D'=1-a1-a ap1-0p 1 (p—1)=p—1=-1 (mod p). O
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Alstirma 8. Ozel durumlarda Wilson Teoremini kanitlayin, érnegin
p =11 ise

p—D!'=1001=1-(2-6)(3-4)(5-9)(7-8)-10=10=—1 (mod 11).

Tanim 6. Eger G carpimsal bir grup ise
{¢?: ge G} =G

olsun. $imdi a € Z \ (p) oldugunda,

e a+(p) € (Z,°)* ise a, p modiiliisiine gore bir karesel kalintidir
(quadratic residue), ve
a
(5)=
p

yazilir;
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o diger durumda a, p’e gore bir karesel olmayan kalintidir (qu-
adratic nonresidue), ve
()
p

Burada (a/p) bir Legendre semboliidiir.

yazilir.

Teorem 26. a € Z ~ (p) oldugunda
ar’ +br+c=0 (mod p)

kalandashgimin ¢ozilebilmesi icin gerek ve yeter bir kosul,

2_y
(b ac):1
p
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Kanat.

ar’ +br+c=0 < 4a’z® + 4abx = —4ac
<= (2az +b)* = b* — dac. O

Boylece ikinci dereceden (quadratic) kalandaghklar ¢6zmek igin,
karesel kalintilarin farkinda olmak zorundayiz.

Ornek 8.

v| 41 42 43 +4 +5 46 +7 8| (mod 17)
2 1 4 -8 -1 8 2 -2 —4| (mod17)

502 +6r+7=0 < (bz)*+2-3-52+9+35=9
— (br+3)?=-26=8

59



— dr+3 =25
<— bHr =2, -8
< r=14,-56=—-3,—5 (mod 17).
Kontrol:
5(=3)2+6(—3)+7=45—-1847=34=17-2,
5(=5)2 +6(—5)+7=125—-30+7=102=17-6.

52° 462 +8=0 (mod 17)

kalandagliginin ¢éziimii yoktur ¢iinkii

6°—4-5-8=36—160=—124 = —5 (mod 17).

Ornek 9.

v|+] £2 +3 4 5 +6 £7 8| (mod 19)
@2 1 4 9 -3 6 -2 -8 7| (mod1l9)
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Alistirma 9. Bazi ikinci dereceden kalandagliklar yazip ¢oziin.

Teorem 27. Orten bir homomorfizma olarak

X

> (1—9) L Z~ (p) = Z~.
2)-00)

Z," =G, G*=H

Ozellikle

Kanat. 11k olarak

oldugunda, orten bir homomorfizma olarak

z+(p)— 2>+ (p): G — H.
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Teorem 24’ten bu homorfizmanin ¢ekirdegi,

(=1+(p))-

Bu grubun mertebesi 2 oldugundan
G: H]=2.
Sonug olarak a € G ~\ H oldugunda
G/H ={H,aH}.
Simdi
h(H) =1, h(aH) = —1
oldugunda, izomorfizma olarak

h: G/H — Z*.
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O zaman z + (p) = ¢ oldugunda

¢)-som

Baylece fonksiyon olarak = — (x/p),
ho(g— gH)o(z—z+(p))

bilegkesidir, ve bu bilegkede her fonksiyon bir homomorfizmadir. [

Teorem 28. .
<_—) =1 <= p=1 (mod4).
p

Kanat. Wilson Teoremi sayesinde
—1=1-p-1)-2-(p—2)w-(p—w =(-D%(x)?* (mod p).
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Eger p =1 (mod 4) ise, o zaman w ¢ifttir, ve sonug olarak
(@)?= -1 (mod p).

Ozellikle (—1/p) = 1. Tersine a*> = —1 (mod p) ise Fermat Teoremi
sayesinde
l=a""'= (> =(-1)% (mod p),

dolayisiyla w ¢ift olmali ve p =1 (mod 4). O
Teorem agikar degildir:

Teorem 29. {p: p =3 (mod 4)} ve {p: p =1 (mod 4)} kiimelerinin
her biri sonsuzdur.

Kanat. Verilen kiimelerden higbiri, elemanlar1 asal olan, sonlu olan bir
{q1, ..., q,} kiimesi tarafindan kapsanmaz. Zira:

e 4q; - --q, — 1 farkinin asal bélenlerinden
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— hicbiri {qi, ..., ¢, } kiimesindedir,

— en az biri
r=3 (mod4)
kalandaghgin saglar, ¢tinkii 4¢; - - - ¢, — 1 farkinin kendisi sag-
lar.

e Bgerp| (2q1-+.)? — 1 ise, 0 zaman p ¢ {qu,. .., .}, ama p'ye
gore —1 bir karesel kalintidir, dolayisiyla

r=1 (mod 4)

kalandagligini saglar. O

Teorem 28, sonraki teoremin 6zel bir durumudur.

Teorem 30 (Euler Kriteri).
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2

Kanit. Eger n = a® (mod p) ise, o zaman Fermat Teoreminden

w

l=a""'=n" (mod p).

Diger durumda x ~ 2/, Wilson Teoreminin kamtinda kullandigimiz
fonksiyon olsun. O zaman

znz’ =n  (mod p)

oldugundan
nz' Zx (mod p).
Simdi
1<y <p—1 & by =na; (mod p)
oldugunda

{1,...,p—=1} ={ay, b1, ..., 00,0}

yazilabilir. Wilson Teoremi sayesinde

—1l=p-D'=(a1-b) - (ap - by)

= (ay-nay’) - (ag - nag’) =n=

(mod p). O
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Yukaridaki kanitta n = a? (mod p) ise
{1,...,p—=1}={a,p—a}U{ay,b1,..., 00 1,bn_1}
yazilabilir, ve bu durumda

—1=—-a"-n""'=-n" (mod p).

Alstirma 10. Ozel durumlarda Euler Kriterini kanitlayin, érnegin p =
11 ve n = 2 ise

x|l 3 45 9
11 439 5
22712 8 6 7 10

tablosundan
10! = (1-2)(3-8)(4-6)(5-7)(9-10) =2° (mod 11),

dolayisiyla
2°=—1 (mod 11),
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ve ayrica hig saymin karesi 2 ile kalandag olamaz (¢iinki her durumda
x # 2x'); ama n = 3 ise

-~ | o

~N| O N
O | W | =~
Ut O | ot
DN D

&
W | = | =

3

—_
=)

tablosundan
100=5-6-(1-3)(2-7)(4-9)(8-10) = —-3° (mod 11),

dolayisiyla
3=1 (mod 11),

ve ayrica 52 = 3 (mod 11).
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7 llkel Kokler

Teorem 31. 0 olmayan, katsayilar, Z’den gelen, baskatsayist p 'nin bir
katr olmayan bir f polinomunun derecesi n ise, o zaman

{z+(p): f(x) =0 (mod p)}| < n.

Kamit. Tiumevarim.
1. Eger n = 0 ise, o zaman f sabittir ve f £ 0 (mod p).
2. Bir m i¢in
o iddia n’nin m oldugu durumda dogru,
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 f'nin derecesinin m + 1 oldugu f(a) =0 (mod p)

olsun. O zaman bolme ile bir g polinomu igin
f(z) = g(x) - (x—a) (mod p).
Bu durumda eger f(b) =0 (mod p) ise, o zaman
plg)-(b—a)
Oklid Lemmas sayesinde

azZb = ¢g(b)=0 (mod p). O

Tanim 7. Eger Z,* = (a+(n)) ise, o zaman a, n’nin ilkel bir kokiidiir
(primitive root).

Teorem 32. Her asal sayimn ilkel koki vardur.
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Kamit. 7, grubu, sonlu ve degismeli gruplardan biri oldugundan, bu
gruplarin siniflandirmasi sayesinde

L = La(1) D La@) D -~ Zamy & a(m) | ---]a2) | a(1) | @(n)

kosullarimi saglayan a(1),a(2), ..., a(m) vardir. O zaman Z,* grubunun

her elemani
20 =1

polinomunu saglar. Eger n bir p asali ise, o zaman a(1) = @(n) olmal
ve sonug olarak

/R [l

Ornek 10. Asagidaki tablodan 2, 3, 4, ve 5 sayilarindan hicbiri 41’in
ilkel bir kokii degildir.

k12 3 4 5 67 8 9 10 (mod40)

2 2 4 8 16 -9 —18 5 10 20 -1 (mod 41)

3k 3 9 —14 —1 (mod 41)
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Nitekim 6, 41’in ilkel bir kokiidiir:

k1 2 3 4 5 6 7 8 910 ( )
66/ 6 -5 11 —16 —14 -2 —12 10 19 -9 ( )
610tk —13 4 —17 =20 3 18 —15 -8 —7 —1 (mod 41)
620tk —6 5 —11 16 14 2 12 —10 -19 9 ( )
630tk 13 —4 17 20 -3 -18 15 8 7 1 ( )

O zaman bir z* = b (mod 41) kalandaghgin ¢6zmek igin z = 6Y (mod 41)
olsun. Bu durumda
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%% = 160 (mod 41)
— =4 (mod 41)
> 60V = (32 (mod 41)
< 16y = 32 (mod 40)
— 2y=4 (mod 5)
= y=2 (mod 5)
= y=2,7,12,17,22,27,32,27 (mod 40).

Sonug olarak tablodan
1% =160 <= x = 44,45 +12,£15 (mod 41).
Bunu kontrol edelim. ilk olarak

e 456 = 16 (mod 40),
e 160 = —4 (mod 41) ciinkii 41 - 4 = 164,



o 416 =16% = 256! = 10* = 100> = 18% = 324 = —4 (mod 41)
¢inkt

41-6 = 246 = 256 — 10,
41-2 =82 =100 — 18,
41-8 = 328 = 324 + 4.

o Bu sekilde
495 = 419 = 4 =160 (mod 41).

Diger ¢oziimler, 4’ten asagidaki gibi cikar. Once
6'% =1 (mod 41) <= 16y =0 (mod 40) <= 5]y,

ve 40/5 = 8, dolayisiyla z'® = 1 (mod 41) kalandaghginin ¢oziimleri,
41’e gore 6° kuvvetinin 8 kalandas olmayan kuvvetidir. Bu sekilde

{x € Zy*: 2'% =1} = (6° + (41))
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ve bu grubun mertebesi 8’dir. Simdi ebob(8, 3) = 1 oldugundan 6'°+(41)
de grubun bir iiretecidir. Ayrica 6'° = 3 (mod 41), ve zaten bildigimiz
gibi 41’e gore 3’in kuvvetleri, sirasiyla 3,9, —14, —1, -3, =9, 14, ve 1;
kisaca +1,+3,+9, +14. Son olarak

+3-4=412 & £9-4=F5 & £14-4=+15 (mod 41),

Béylece yeni bir gekilde z'® = 1 (mod 41) kalandaghgimin ¢dziimlerini
bulduk.

Bagka bir alistirma igin

46" =5 <= (—5H)" = (mod 41)
<~ 62 =62 (mod 41)
= 2r =22  (mod 40)
= r=11 (mod 20)
—  z=11,31 (mod 40).
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Aligtirma 11. Bazi asal sayilarin ilkel koklerini bulun ve bunlarin kuv-
vetlerini kullanarak bazi x* = b ve a* = b kalandagliklarini ¢6ziin.

76



8 Karesel Karsilikhihk

Bu boliimde tekrar p tek ve asal bir say1 ve (p—1)/2 = @ olsun. Ayrica
n€Z~ (p) ve 1l <k < w oldugunda

kn—p- Lk‘EJ =Ty
p
olsun. Bu durumda
1<r,<p—1& kn=r, (mod p).
Simdi
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{1,...,o}tn{ry,....re} ={a1,...,as},
{w+1,...,p=1}0{r1,...;ro} ={b1,...,bn},

ve
l+m=w
kosullarini saglayan ¢, m, ve ay ..., ay, ve by, ..., b, vardir. O zaman
{at,...;ae} U{by,....bn} ={r1,...,rx}.
Ayrica
{at,...,ae}U{p—0by,....p—-byn}={1,...,w}
¢liinki

{at,...;a}U{p—=0by,....p— by} C{1,..., w}
ve soldaki sayilar birbirinden farkhidir ¢inki = + (p) — nz + (p) gon-
dermesi, Z,,* kiimesinin bir permiitasyonudur, dolayisiyla

Z, ={kn+(p): 1<k<w@w}U{-kn+(p):1<k<w}
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ve ayrica
—kn=p—rr (mod p).

Teorem 33 (Gauss Lemmasi).

§)-or

Kanat. Yukaridaki kiime egitliklerinden
al"'af'bl”'bm:rl”'rw

ve

ap--cap-(p—">01) - (p—by) = (w).

Ayni zamanda ilk tanimlardan

T =w!-n®  (mod p)
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ve

ar-ag- (P—"b1) - (p—bp) = (—1)"ay - ag-by -

O zaman
w!=(-1)"w!-n” (mod p),

dolayisiyla
1=(-1)"-n" (mod p).

Simdi, Euler Kriteri (yani Teorem 30) sayesinde,
1= (-1)". (9> (mod p).
p

Simdi

w-(w+1) p*—1

1+.+w: —

2 8
egitligini fark edelim.

by, (mod p).
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Lemma 2.

(n_l)_p2—15 FJ+--~+{w-%J+m (mod 2).

Kanat. Yukaridaki kiime egitliklerinden
a ot ag bt b =T

ve
ap+-ta+P—b)+- -+ P-—bp) =1+ +w

Ayni zamanda ilk tanimlardan

T1+...+Tw:(1+...+w).n_p.<FJ+...+{W.QD'

p
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ve
I+ F+w=a+---+a+by+---+ by, +m. N

Teorem 34.

(g) _ (_1)(p2_1)/8 )L p==+1 (mod 8) oldugunda,
D -1, p=43 (mod 8) oldugunda.
Kanst. Lemma 2 ve Gauss Lemmasi. O]

Teorem 35. Eger q, p’den farkl olan tek ve asal bir say ise, o zaman

(Q) (1_’) — (—1)P-Dla-1/1,
p q
dolasiyla

<Q> _J—=(p/q), p=q=3 (mod 4) oldugunda,
p) (p/q), diger durumda.
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Kamit. Lemma 2’de n = ¢ oldugunda
-1
m= FJ +- 4 V—QJ (mod 2).
p 2 p
Ayrica

oldugunda

Son olarak

A:{(z’,j)eA:j<%}U{(i,j)eA:i<‘%},
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bu birlesim ayriktir, dolayisiyla

()

|A|:(p_1>4(q_1). n

ama ayni zamanda

E;TO;)) (3773) B (3 772713> B ( >
~-EE-C

7)(727)
(7)(2)
)=-(3)=~
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Bundan dolay1
1252% 4502 +3 =0 (mod 727)

kalandaghgimin ¢éztimii yoktur. Aym zamanda
—1000 _ -1\ -1,
727 727

2512° + 22 +1=0 (mod 727)

dolayisiyla

kalandaghigimin ¢éztimii vardir. Ashinda
2512% +2r +1=0 <= (502z +2)* = —1000 = 454 (mod 727).

Ayrica 347 = 454 (mod 727), ama bunu 6grenmek icin bir yontem
vermedik. Istenen bilgi, asagidaki tablodan almabilir.
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506
528
550
572
594
616
638
660
682
704

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

12

13

14

15

16

17

18

19

21

1
431
376
662
338
278
590
567
105
181
222
445
594
110
155
648
120
103

46
197
575
645
281
429
241
637
468
329

34
114
425
698
587

5
701
426
402
236
663

654
525
178
383

44

62
550

332
600
515
230
258
694
317
678
691
478
277
159
191
170
570
671
582

27

25
597
676
556
453
407
210
362
444
163
461
220
310
569
240
206

92
394
423
563
562
131
482
547
209
658

68
228
123
669
447

2
135

125

7
472
599

84
581
323
356

39

88
124
373

96
664
473
303
460
516
661
634
629
655
229
554
318
382
340
413
615
437

54

10
675

625
385
179

87
420
724
161
326
195
440
620
411
480
412
184

61
119
399
397
262
237
367
418
589
136
456
246
611
167

270
50
467

217
471
168
435
646
712

176
248

19
192
601
219
606
193
305
595
541
531
583
458
381
636

37
680

99
503
147
108

20
623
250
154

358
174
113
721
322
652
390
153
513

95
233

97
368
122
238

71

67
524
474

109
451
272
185
492
495
334

540
100
207
523

43

336
143
565
697
156
352
496

38
384
475
438
485
386
610
463
355
335
439
189

35
545

74
633
198
279
294
216

40
519
500
308
434
215

226
715
644
577

53
306
299
190
466
194

244
476
142
134
321
221

14
218
175
544
370
257
263
668

16
353
200
414
319

86
716
348

403
667
312
704
265

76

223
149
243

45
493
199
710
670
151
378

70
363
148
539
396
558
588
432

311
273
616
141
430
672
286

561
427
106
612
598
380
205
388

18
488
225
284
268
642
442

28
436
350
361

13
514
526
609

32
706
400
101
638
172
705
696
452
703

624
681
530
152

82
446
298
486

90
259
398
693
613
302

29
140
726
296
351

65
389
449
137
160
622
546
505
282
133
617
572

79
607

212
497
469
33
410
49

249
450
568
536
557
157

56
145
700
722

26
301
325
491

685

73
202
549
344
683
665
177
679
395
127

333
304
164
165
596
245
180
518

69
659
499
604

58
280
725
592
702
130

51
171
274
320
517
365
283
564
266
507
417
158
487
521
635

211
66
93
98
72

498

173

409

345

387

314

112

290

673

717

602
650
255
128
643
146
404
371
688
639
603
354
631

63
254
424
267

328
330
465
490
360
309
138
591
271
481
116
560
723
457
677
260
102
342
548
640
307

566
401
532
287
107
316
247
315
543
666
608

186
196
144
269
346

91
690

628
224
580
619
707
104
477
573
510
256
559
292

81

649
551
479
708
535
126
508
121
534
422
132

203
253
720
618
276
455
542
235
232
393
719
187
627
520
204
684
369
553
614

405

75
337
574
214
632
494
630
359
605
489
656
660

288
538
692
182
653

94
529
448
433
511
687
208
227
419
293
512
391
584
162

571
375
231
689
343
252
289
242
341
117
264
372
392

713
509
552
183
357
470
464

59
711
374
527
313
408
641

11
379
501

12

83
150
674
421
428
537
261
533
718
483
251
585
593
406
506

576
349

377
366
714
213
201
118
695

21
327
626

89
555

22

31
275

166
300
621
115
129
347
522
339
709
239
502
443
459

85
285
699
291
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Ashinda 5, 727'nin ilkel bir kokidir, ve tabloda 727’ye gore 5’in kuvvet-
leri verilir. Ozellikle

454 = 5220+20 = 5240 = 52-1207
5120 = 5HOHI0 = 380 = —347  (mod 727).
Simdi
2512 + 20 +1 =0 <= 502z + 2 = +347
<= 5022 = 345,349 (mod 727).
Oklid Algoritmas: veya tablodan
502-42=1 (mod 727),

ve bundan dolay1

25122 +22 +1 =0 <= x =42-345,-42-349
< 2 =677,609 (mod 727).
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