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MAT 114 dersinin resmi igerigi,

Matrisler, satir iglemleri, satir-denklik. Homojen ve ho-
mojen olmayan lineer denklem sistemleri. Vektor uzay-
lar, alt uzaylar, toplam ve direkt toplam. Lineer ba-
gimhlik, baz [taban|, boyut kavramlari. Verilen lineer
bagimsiz kiimeyi bir baza tamamlama, boliim uzaylari,
baz degigtirme, gecis matrisleri. Lineer doniigiimler, li-
neer doniistimlerin matris gosterimleri.
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1 Somut

1.1 Dogrusal denklem sistemleri

Dogrusal (veya lineer) cebirde temel etkinligimiz,

.......................... (1)

bicimli dogrusal denklem sistemlerini ¢ozmektir. Ornek 2’ye
bakin. Genel 6rnek (1)’de a;; katsayilar1 bir cisimden geliyor.
Cisimlerin genel tanimi sayfa 37’dedir; simdilik agagidaki o6r-
nekleri bilmek yeter.

Ornek 1. Olugturur
e gercel sayilar, R cismini;
o kesirli sayilar, Q cismini;
e karmagik sayilar, C cismini;
e asal bir p modiiliine gore tamsayilar, Z, (veya F,) cis-
mini.

Her cismin 0 olmayan z elemanimm /= (veya x~') tersi var-
dir. Z, cisminde p = 0, dolayisiyla 1/p tanimlanmaz.

Katsayilar1 bir F' cisminden gelen dogrusal bir sistem, F'
tizerindedir. F'nin elemanlarina skalerler denir. Bu not-
larda basgka bir sey soylenmezse, F'nin R oldugu varsayilabilir.



1 Somut

Sistem (1)’in ¢oztimlerinin her biri, bir
Ty
(X1, ..., 2p) veya
l‘n

n-bilegenlisidir. Bunun daha genel bir adi, vektordiir. Bi-
lesenleri bir F' cisminden gelen n-bileglenliler,

FTZ
kiimesini olugturur. Bu kiimenin elemanlari, agagidaki kurallar
(2)’ye gore toplanabilir ve skalerlerle ¢arpilabilir:

x (% T1+ x t-xy
sl S e I I A N Il IR IR ©)
Ornek 2.
Ty + 61‘2 — 51’4 =3
T3 + 41[’4 =—-1
Ty = 2

sisteminin ¢ozimi,

1 3 —6x9 + o1y 3 —6 5
Ty T 0 1 0
3| = | —1 —dxy | = |—1| +29| O | +24 |—4
Ty Ty 0 0 1
Ts 2 2 0 0

Sistem (1)’e kargilik gelen

a1y + - + apxr, =0

homojen sistemi vardir.



1.1 Dogrusal denklem sistemleri

Ornek 3. Ornek 2’de verilmis sistemin kargilik gelen homojen
sistemi

33'1"—633'2 —5.154 =0
T3 + 4xy =0
ZE5:0

olur, ve bu sistemin ¢oziimii

T —6 5
Ty 1 0
Ta| =x9 | 0| +a4 |—4
Ty 0 1
Ty 0 0

Sistem (1)’de, ¢oziimlerini degigtirmeden
i) bir denklemin bir kati1 bagka bir denkleme eklenebilir;
ii) iki denklemin yerleri degigtirilebilir;
iii) bir denklem, sifir olmayan bir skalerle garpilabilir.
Bu iglemlerle herhangi dogrusal sistem ¢oziilebilir.

Ornek 4. Tablo 1’deki sistemlerin ¢oziim kiimeleri, birbiriyle
aymdir. Oradaki son sistemin c¢oziimiinu Ornek 2’de bulduk.
Hesaplamarimizda 2 # 0 varsaydik. Eger skaler olarak 2 = 0
ise (Ornegin verilen sistem Z, tizerinde ise), o zaman sistem

(5),

T x3+wg x5=0
I3 —|—3§'5:1

olur, ve bundan

1 + 24 =
T3 —|—3§'5:1
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Tablo 1: Denk sistemler

—2x3 — 8x4 = 2
—r1 — 61‘2 + 51‘4 +2£L’5 =1
—9r, — 122, 11024 + 225 = —2 (4)
T +6I2+ I3—$4—ZL‘5:O
I +6ZE2+ Ig—l'4—l‘5:0
—r1 — 61[’2 + 51’4 +2$5 =1
—2x1 — 1224 4+ 1024 4 225 = —2
—2x3 — 814 = 2
($1+6.CE2+ T3 —$4—$5:O
r3 +dxs+a5= 1
233'3 + 833'4 = -2
L —21E3 - 85[’4 =
($1+6.CE2+33'3—£E4— s = 0
T3 + 41[’4 + x5 = 1
—23E5 =—4
L 205 = 4
ZE1+6ZE2+I3—ZE4— Is = 0
r3+4xs+ x5 = 1 (5)
—2x5 = —4

$1+6£K2+3§'3— Ty —33'5:0
T3 +4ry + a5 =1

Iy =2

$1+6£K2+3§'3—£[4 = 2
33'3+433'4 =-1

Ty = 2

T +6£K2 —533'4 =3
ZL‘3+4ZE4 =-—1

Ty = 2
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sistemini elde ederiz, ve bunun ¢ozimii

To 0 1 0 0
3| = |1 +22 [0 +24 [0] +25 |1
Ty 0 0 1 0
Ts 0 0 0 1

Lineer bir sistem ¢o6zmek i¢in, sistemin degiskenlerini her
adimda yazmak zorunda degiliz. Sistem (1)’in genigletilmis
katsayilar matrisi,

olur. Bir sistemin genisgletilmis katsayilar matrisinde, sistemin
¢ozlimlerini degistirmeden, asagidaki elemanter satir islem-
lerini kullanilabilir:
i) bir satirm bir kat1 bagka bir satira eklenebilir;
ii) iki satirin yerleri degigtirilebilir;
iii) bir satir, sifir olmayan bir skalerle garpilabilir.
Bir matrisin
i) 4'ninci satirmin ¢ katinin j’ninci satira eklenmesi

tR; + Rj,
i e Y . e :
ii) ¢'ninci ve j'ninci satirlarimin yerlerinin degigtirilmesi
R, & Rj,
iii) ¢'ninci satirmin ¢ ile ¢arpilmasi

tR;
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Tablo 2: Matrisin indirgemesi

6

Ri1+R
1+R2
2R1+R3

-2

-2 =8

0

—2R2+R3
2R+ R4

R3+R4
—_—

-2

0
-1

00 -2 -8
1 6 1 -1
0

|

1
—4

0

-2

000 O

000 O

-1

1 61

0

000 O

1
000 O
000 O

0

0

4

4 0
1

-5 0 3
1
000 O

16 0
0
000 0 0 O

[0

—Ro+R1
—_—

2
-1
2

4 0
1

1 61 -1 0
0
000 O

1

000 0 0 O

{o



1.1 Dogrusal denklem sistemleri

ile gosterilebilir. (Satirin Ingilizcesi Row’dur.)

Ornek 5. Ornek 4te kullandigimiz iglemler Tablo 2’de gibi
gosterilebilir.

Sistem (1)’in genigletilmis katsayilar matrisi
[Alb]
bi¢iminde yazilabilir. Burada

ailz - Aip by
A= : ol b=|:], (7)

Qm1 = Qmn bn

ve A, sistemin katsayilar matrisidir. El yazsiyla b, b olarak
yazilabilir. A matrisi m x n’liktir ve

[a)] %i;iﬁ? veya kisaca [@ij];"

olarak yazilabilir; burada a;;, A'nin (4, j) girdisidir. Bir i i¢in,
eger {j: a;; # 0} kiimesi bog degilse, bunun en kii¢iik elemani
j; olsun; diger durumda j; tanimlanmaz. O zaman A matrisinin
(1, 7;) girdisi, A'nin ¢’ninci satirinin bag elemanidir. Eger bir
¢ igin
J1<--- <l

ama {'nin m’den kesin kii¢iik oldugu durumda jyi1, ..., jm
tanmimlanmazsa, o zaman A, basamakli bir matristir. Eger

iistelik
k # i durumlarinda 0 }
= Qkj;

k = 7 durumunda 1

ise, o zaman A, satirca indirgenmis basamakli bir matris-
tir.
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Ornek 6. Ornek 4'te matris (6) ve sonralar1 basamakhdir,
ama Onceleri basamakl degildir. Sadece son matris satirca in-
dirgenmis basamaklidir.

Herhangi dogrusal bir sistem ¢ézmek icin:
1. Genigletilmis katsayilar matrisini yazin.
2. Elemanter satir iglemleri ile, soldan saga calisarak, mat-
risi basamakli bir matrise indirgeyin.
3. a) Bu matrisin bir satirinin bag elemani, matrisin son
siitunda ise, sistemin ¢ozimi yoktur.

b) Aksi durumda, elemanter satir iglemlerle, sagdan
sola caligarak, matrisi satirca indirgenmis basa-
makl1 bir matrise indirgeyin. Sistemin ¢oziimii, Or-
nek 2’deki gibi elde edilebilir.

Burada
e adim 2, Gauss yok etme yontemidir;
e adim 3, Gauss—Jordan indirgeme yontemidir.

Alistirma 1. Basamakl bir matris yazin. Bu matristen, bazi ele-
manter satir islemlerle, baska bir matris elde edin. Genisletilmis
katsayilar matrisi bu matris olan dogrusal denklem sistemini ya-
zin. Nasil elde ettiginizi unutarak sistemi ¢oziin veya arkadaslarina
cozdiriin. Ayni yontemle hocaniz sizin icin problemler elde edebi-
lir.

Tekrar A ve b, esitlikler (7) ile tanimlanmig matrisleri olsun,
ve A'nin j'ninci stitunu a; olsun. O zaman

A=[ar] - |a,], ®)

ve sistem (1)
ria,+---+x,a,=0>0

10



1.1 Dogrusal denklem sistemleri

bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemin sol iiyesi bir matris c¢ar-
pimidir: eger

x
| =a
ITL
ise, 0 zaman tanima gore
r1ay + -+ Tpa, = Az (9)

Bu durumda sistem (1) ve karsilik gelen homojen sistem (3),
sirasiyla

Ax = b, Ax =0

bi¢iminde yazilabilir.

Elemanter satir iglemleri, terslenebilir. Eger bir matristen,
elemanter satir iglemleriyle bagka bir matris elde edilirse, bu
iki matris, birbirine satirca denktir. Satir denkligi, bir denk-
lik bagintisidir. Eger [ A ‘ b } ve [ C ‘ d } birbiriyle satirca
denk ise, o zaman Ax = b ve C'x = d sistemlerinin ¢6ziimleri
aynidir.

Basamakli bi¢ime indirgendikten sonra, eger A'min j’ninci
stitununda bir satirin bag eleman: cikmazsa, o zaman x;, Ax =
0 homojen sisteminin bagimsiz bir degiskenidir.

Ornek 7. Indirgenmis sistem (5)’e bakarak g¢oziimleri aym
olan sistem (4)’e kargilik gelen

—2x3 — 814 =0

—X — 65[’2 + 51‘4 + 2I5 =0 (10)
=217 — 1224 + 10x4 + 225 =0
r1 + 629 + 23 — 4 — 15 =0

11
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homojen sisteminin bagimsiz degiskenlerinin x5 ve x4 oldugunu
anlayabiliriz. Ornek 3’teki gibi sistem (10)’un

(6,1,0,0,0), (5,0,—4,1,0)
¢Oziimleri vardir, ve bunlar

(%,1,%,0, %), (%,0,%, 1, %)
bicimindedir.

Az = 0 homojen sisteminin bagimsiz degiskenleri, sirasiyla

Tiy, ..., T, _, olsun. Her ¢ i¢in, 1 < % < n — £ ise, homojen
sistemin,

j # 1 durumunda 0

. == Ciji

7 =4 durumunda 1
kogulunu saglayan bir (cy,, ..., ¢y) veya ¢; ¢oziimi vardir. O
halde ¢y, ..., ¢,_¢, homojen sistemin temel ¢oziimleridir.

Sistem (10)’un temel ¢oziimleri, Ornek 7’de veriliyor.
Matris ¢arpmasi

Alx +y) = Az + Ay,
Ate) = t(Ax) (11)
kurallarini saglar. Ayrica Ad = b ise, o zaman
Ald+x)=b <= Ax=0.

Ax = 0 homojen sisteminin temel ¢oziimleri tekrar ¢, ...,
c,_¢ ise, 0 zaman homojen sistemin her ¢oziimii, baz t; ska-
lerleri i¢in

t1(31 + -+ tn,gcn,g

bi¢iminde yazilabilir. Bu vektor, ¢; vektorlerinin dogrusal bir
bilesimidir, ve ¢; vektorlerinin dogrusal bilegsimlerinden her

12



1.1 Dogrusal denklem sistemleri

biri, homojen sistemin bir ¢oziimiidiir: bunu Ornek 3'te gor-
diik. Ax = b sisteminin ¢oziimleri, baz ¢; skalerleri i¢in

d + t101 + -+ tn—zcnff

biciminde yazilabilen vektorleridir: bunu Ornek 2’de gordiik.

Bazi A ve b icin Ax = b sistemi ¢oziilemeyebilir, ama Ax =
0 homojen sisteminin her zaman agikar = 0 ¢6ziimi vardir.
Eger Ax = b sisteminin ¢6ziimii varsa, o zaman bu sistemin
¢oziim kiimesi ve karsilik gelen Az = 0 homojen sisteminin
¢oziim kiimesi, ayn sayidadir.

Ornek 8. Z; cismi {—1,0,1} olarak diisiiniilebilir. Bu cisim
tizerinde

(12)

—r+y+z=-1
T +vy =0

sisteminin genigletilmis katsayilar matrisi

-1 11 -1
1 10 0
olur, ve bundan

Ri+R> _]. 1 ]_ _]. Ro+R1 _]. 0 _1 ]_ —R1
3[0 —11—1} 5[0 ~1 1 —1]

elemanter satir iglemleriyle

10 1 -1

01 -1 1
satirca indirgenmis basamakli matrisini elde ederiz, dolayisiyla
sistem (12)’nin ¢oztimleri,

13
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big¢imli vektorlerdir, ve karsilik gelen

—r+y+z2=0
{ T +y =0 (13)

homojen sisteminin ¢oziimleri

—1
z |1
1

bi¢imli vektorlerdir. Buldugumuz ¢oziimleri kontrol etmek i¢in,
iki hesaplama yeter:
e (—1,1,0) vektort, sistem (12)'nin bir ¢oziimiidiir;
e (—1,1,1) vektorii, homojen sistem (13)’tin bir ¢éziimii-
diir.
Simdi z € {—1,0,1} oldugundan sistem (12)’nin ¢oztimleri

0 ~1 1
01, 1|, ~1
~1 0 1

olur, ve kargilik gelen homojen sistem (13)’tin ¢oziimleri

1 0 ~1
~1], 0l, 1
~1 0 1

Bir bilgisayar, yaptigimiz hesaplamalar: yapabilir, ama bilgi-
sayar, hesaplamalarinin dogru olup olmadigini bilmiyor. Adina
ragmen bir bilgisayar bilgili degildir. Bilgisayar hi¢ bir sey bil-
miyor. Biz, érnekteki gibi kontrol ederek hesaplamalarimizin
dogru oldugunu bilebiliriz. Hesaplamalarin anlamini biliriz. Bir
matematik dersinin amaci, bilgisayar olmaniz degil, bilen bir
insan olmanizdir.

14



1.1 Dogrusal denklem sistemleri

Alistirma 2. Zs lzerinde her

—rT+yt+z=a
r +y =b

sistemi coziilebilir mi?

Sonsuz bir cisim {izerinde dogrusal bir sistemin ¢oziim sayisi
ya sifir, ya da bir, ya da sonsuzdur.

Alistirma 3. R lizerinde bir

r 42y — z =1
—2rx4+ay+ 2z =D
y+(a—1)z=0

sistemi verilirse, a'nin ve b'nin hangi degerleri igin sisteminin
(a) tek bir ¢oziimii vardir?
(b) birden fazla ¢éziimii vardir?
(c) hi¢ ¢oziimii yoktur?

Coziim. Sistemin genisletilmis katsayilar matrisini indirgiyoruz:

1 2 -1 1 1 2 —1 1
2 a 2 b B0 444 0 b+2
0 1 a—1 0 0 1 a—1 0
1 2 -1 1
fofs o 1 a—1 0
0 a+4 0 b+2
Sonuc olarak
e a = —4veb# —2 ise ¢bziim yoktur.
e a = —4 ve b= —2 ise birden fazla ¢6ziim vardir.

15
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e a # —4 ise indirgemeyi devam ettirebiliriz:

—(a+4)R2+Rs3 L2 -1 L
—F—— (0 1 a—1 0
00 —(a—1)(a+4) b+2
dolayisiyla
x a=1veb# —2 ise ¢dziim yoktur.
x a =1 ve b= —2 ise birden fazla ¢éziim vardir.

x a # 1 ise tek bir cdziim vardir.
Kisaca
(a) a ¢ {—4,1} ise tek bir ¢dziimii vardir;
(b) a € {—4,1} ve b = —2 ise birden fazla ¢dziimii vardir;
(c) a€ {—4,1} ve b # —2 ise hi¢ ¢oziimii yoktur.

1.2 Matrisler
Sayfa g’da dedigimiz gibi m-satirli, n-siitunlu bir matris, m x
n liktir. Her F' cismi i¢in

Fm><n

F iizerinde m xn’lik matrisler kiimesi olsun. Ozel bir durumda,
sayfa 4'te verdigimiz tanima gore

Fm><1 — Fm‘

Boylece m-bilegenlerlileri, siitun matrisi olarak diisiiniiyoruz.
Simdi A € F"™*" ve B € F™*" olsun. O zaman bazi by siitun
matrisleri i¢in

B=[b| - |b ] (14)
olur, ve bu durumda tamm (g)’u kullanarak
AB=[ Ab; |--- | Ab, | (15)

16



1.2 Matrisler

tamimlariz. Bu sekilde
(X,Y)— XY F™" x F7 — T,

Teorem 1. Eger

A= [aU] %23277?7 B =

15€, 0 zaman

Z aijbjk]
j=1

<
Kanit. Tammlar (8), (9), (14), ve (15)’ten

Abk = Zb]ka'ja
AB:[Z]l 1a’]‘ ‘Z]l ra]:|’

n @ljbjk

PBUTIEDS
j=1

I=H [ am;bjn

1<k<r

ve buradan istedigimiz sonug ¢ikar. O

Teorem 2. Matrisler carpmast birlesmelidir: A, m xn’lik; B,
n x r’lik; ve C, r x s’lik ise

A(BC) = (AB)C.
Kanat. Tanimlardan
(AB)C = [ (AB)ey | -+ | (AB)e, |,
ve (11)’'den

17
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(AB)cy = [ Ab, ‘ ‘Abr }cz
= cy(Aby) + - - - + cre(Ab,.)
= A(ciby) + -+ - + A(creby)
= A(cyby + -+ - + ¢iby) = A(Bey),

dolayisyla

(AB)C = [ A(Bey) | -+ | A(Be,) |
=A[ Bey |-+ | Be, | = A(BC). O

Eger A = [aUH<]< ise, 0 zaman tanima gore
t_ 1<j<n
A" = ag]iSiom

Bu n x m’lik matris, A'nin devrigi veya tranzpozesidir. Ki-

saca
(laij];)" = lass}.
O zaman
(A" = A.
Ozel bir durumda
t

C1

| =la )

Cn

yani bir siitun matrisinin transpozesi, bir satir matrisidir.
Daha genelde

18



1.2 Matrisler

Teorem 3. A’nwn situnlar: ve B nin satirlar, ayni sayda ise
(AB)' = B*A".

Kanat. Teorem 1’den

([@ij]é[bjk]i:)t = [Z aijbjk]

AN

k
k

=D ayb
L ]

i

- 1k
= D bjai | = [bjal}lail- O
L J J

i

Sonug olarak tanmim (15)’ten C' = A* ise

b.* b,'
L | O = :
b'r't brtC
Simdi her £ i¢in k& x k’lik olan

1 0 --- 0
I — 0 1

R

0 --- 0 1

olsun. Eger k sayisi anlasilabilirse [, matrisi I olarak yazila-
bilir. I matrislerine birim matrisi denir ¢linki her m x n’lik
A matrisi i¢in

19
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Teorem 4. Eger ®, elemanter bir satiur islemi ise

Teoremdeki ®(I) matrisi, elemanter bir matristir. Te-
orem i¢in, genel bir kanit yazilabilir, ama kanitin fikri, sonraki
ornekten anlagilabilir.

Laic tbid}:E ﬂ {i Z}
ca=b U
R

Ornek 10. Ornek 6’ya bakin. Eger

Ornek g.

0 0 -2 -8 0 2

q_ |71 6 0 5 2 1
“|l—2 —12 0 10 2 -2

1 6 1 -1 -1 0|

ve

0 0 0 1] (1 0 0 0]
0100 1100
Er=10 0 1 o] E2=10 0 1 o]
100 0 00 0 1]

(1 0 0 0] (1 0 0 0
0100 0 1 00
E3_2010’ E4_0—210’
000 1 0 0 01

20



1.2 Matrisler

O~ OO
_ o O O
=
|
O O O =
O O~ O
_ = O O
_ 0 O O

1
o O

=

|
coo~ oo o~
COoOR, O NO O
=
—Fo oo L —— — T

O

ise, 0 zaman

-1 -1
4 1
0 1
0 0

EEsEsE EsFyFh A =

o O O
S OO D™
O O ==
SN = O

Teorem 5. [ A ‘ I, } ve [ C ‘ P } satirca denk ise, o zaman
PA=C.
Kamit. Varsayima gore baz1 E; elemanter matrisleri i¢in
[ClP]=EE[A|L]
= [ Ee"'E1A‘Ee---E1fn }
— [ Ee"'E1A‘Ee"'E1 }7

dolayisiyla
P=FE, - -Fy, C=E,--E/A=PA. O
1 3 -3 6
Ornek 11. A=|4 -1 —1| veb= [-2] ise
-2 1 =2 2

21
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1 3 -3 6 100
[A]b|I]=]4 -1 -1 —2010
-2 1 =2 0 01
1 3 1 00
AL (I E 11 —26 —4 10
drh o7 -8 0 1
P EO B B 0 0
——= |0 1 -1/13 2 4/13 ~lhs 0
07 -8 14 0 1
13 -3 6 0
“Thetls, 1o 1 -11/43 2 4/13 *1/13 0
0 0 —2713 0 —2/13 713 1
g 13 -3 6 1 0 0
2200 1 -z 2 43 Yz 0
00 2/ —Tfar —13/o7

1
0 6 33/r —2l7 —39/o7
0 2 10/37 —8fpr —11/y7
1 0 27 —Tor —13/y
1 0 0 0 3f2r 3fr -6/
St g 10 2 107 8/ 11y
0 0 1 0 2/2r —Tar —13o7

dolayisiyla d = O, 2, 0) olmak iizere

1

> —8 11} [A|b]=[1s|d].

-7 —-13
Kontrol ederiz:

3 3 —6 1 3 -3 6
10 -8 —11 4 -1 -1 =2 =
2 =7 =131 |-2 1 =2 2

22



1.3 Kare matrisler

3+12+12 9-3-6 -9-3+12 18—-6-12
10-32+22 30+8—-11 —-30+8+22 60+ 16 — 22
2—-28426 6+7—-13 —64+74+26 12414—-26

27 0 0 0
=10 27 0 54|. (16)
0 0 27 0

1.3 Kare matrisler
Matris ¢arpmasinin 6zel bir durumunda

(X,Y) = XY " x F —
Teorem 2’ye gore bu igslem birlegmelidir.

Ornek 12. Matrisler carpmasi degismeli degildir:
{0 1} [1 1]:{0 0} {1 1} {0 1}:{1 1]
1 00 O 1 1y 0 0]|1 O 0 0]
Eger
AB=1,, BA =1,
ise, o zaman A ve B’den her biri, digerinin tersidir, ve
B=A", A=pB"1

yazilir.

Ornek 13. Eger ad # bc ise, o zaman
a b7 1 [d —b
c d  ad—bc|—c a]
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Ornek 14. I, = I,7'. Ayrica her elemanter matrisin tersi
vardir. Eger A ve B’nin tersleri varsa, o zaman

B'A™ = (AB)™..
Eger E; matrisleri elemanter ise, o zaman

By BT = (B BTN

Ama l(l) O] matrisinin tersi yoktur.
Bir
d 0 - 0
0 ds :
S o0
0 --- 0 d,

matrisi, bir kosegen matrisidir, ve
kos(dy, ..., dy,)
olarak yazilabilir. O halde
I, =kos(1,...,1).
Ayrica
kos(aq, ..., a,) - kog(by,...,b,) = kos(aiby, ..., aby,).

Bundan dolay1 kog(dy, . . ., d,) matrisinin tersi var olmas igin
gerek ve yeter bir kogul,

olur. Bu durumda

k6s(dy, ..., dy) " = kos(dy ", ... dp ).
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1.3 Kare matrisler

Teorem 6. F"*" kiimesinde AB = I, ise, o zaman
BA = 1I,. (17)

Kamit. AB = I, olsun. Terslenebilir bir P matrisi i¢in PA,
satirca indirgenmis basamakl bir C' matrisidir. O zaman

CB = (PA)B = P(AB) = PI,, = P,
C(BP Y= (CBP ' '=PP =1,

Bundan dolay1 C’nin her satirinin bag eleman1 vardir. Aslinda
C = I,, olmal, dolaysiyla B = P, ve (17) ¢ikar. O

Ornek 15. Ornek 11’deki hesaplamalara gore

1

1 3 =3 1 3 3 —6
4 -1 -1 =5 10 -8 —11
-2 1 =2 2 =7 —13

Ornek 16. Iki-elemanh Z, cismi iizerinde,

10101000 10101000
01 00010 O] R+rs, (O 1000 10O
1101001 0| RB+re |1 0010110
11110001 10110101
101 01000
R1+Ra 01 00O0OT1O0DO0 R4+R3
10010110
00011101
101 01000 001 O0O0O0T11
01 0001O0O O Re+r, |01 00 01 0O
10001011 10001011
00011101 00011101
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10001011
Reor; |01 00 01 00
001 0O0O0T11
00011101
dolayisiyla
1010 [to11
0100 10100
1 1 01 10 011
1 1 1 1 1 1 01
Kontrol edelim:
101 1|1 010 1 0 00
0100|0100 0100
001 1|1 101 |00 10
1 1 01 1 1 1 1 00 01

Alistirma 4. Bazi elemanter satir islemleriyle, birim matrisinden
terslenebilir bir matris elde edin. Bu matrisin tersini bulun, ve
sonucunuzu kontrol edin.

Teorem 7. Bir A kare matrisi i¢in asagidaki kosullar birbirine
denktir.

1. A, bazr elemanter matrislerin ¢arpimadar.

2. A’mn tersi vardar.

3. Ax = 0 sisteminin asikdr olmayan ¢ozimi yoktur.

4. A, satiry sifir olan bir matrise satirca denk degildir.

Kamt. (1) = (2). Bunu Ornek 14’te gordiik.
(2) = (3). A'nn tersi varsa

Ar =0 — A 'Ax=A"'0
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1.4 Determinantlar

— x=0.

(3) = (4). Eger A, satir1 sifir olan bir matrise satirca denk
ise, o zaman Ax = 0 sisteminin serbest degiskeni vardir, do-
layisiyla sistemin agikdr olmayan ¢oziimii vardir.

(4) = (1). Teorem 4’e gore bazi elemanter matrislerin P
carpimi icin PA, satirca indirgenmis basamakli bir matristir.
Bu matrisin sifir olan satir1 yoksa, o zaman PA = I, dolayisiyla
A=PL O

1.4 Determinantlar

Teorem 7’ye bir kosul ekleyecegiz. Sayfa 33’te, her A kare mat-
risi i¢in,
det A # 0 <= A’nim tersi vardir (18)

kuralini saglayan det A skalerini tanimlayacagiz. Bu det A ska-
leri, A'min belirleyicisi veya determinantidir. Boylece her F
cismi i¢in, her n sayma sayisi igin,

X—=detX: F"™*" 5 F.

Iki-elemanh Zs cismi tizerinde

A’nin tersi varsa 1

A’nin tersi yoksa 0 } = det A.

Bu durumda

det(AB) = det A - det B. (19)

Herhangi cisim tizerinde, determinantin verecegimiz tanimi, bu
kural saglayacak.
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Teorem 8. Eger

a b

det L d

] = ad — be (20)

tanmimlanirsa, o zaman 2 x 2’lik matrisler i¢in kurallar (18) ve
(19) saglanar.

Kamit. Ornek 13'te gordiigiimiiz gibi ad — be # 0 ise [ 5]
matrisinin tersi vardir. Simdi ad — be = 0 olsun.

e Eger ad = 0 ise, o zaman bc = 0, ve bu durumda [2 5]

matrisinin bir satir1 veya bir siitunu sifirdir, dolayisiyla

ar+by =0
{cx—irdy:O (21)

sisteminin agikar olmayan ¢oziimii vardir.
o Eger ad # 0 ise

a b| —-tRi+R: |a b
c d 00

dolayisiyla tekrar sistem (21)’in agikr olmayan ¢oziimii
vardir.
Son olarak tanim (20)’ye gore

a bl le f|) _ ae+bg af + bh
det([c d] [g h])_det [ce+dg cf—i—dh}
= aedh + bgcf — afdg — bhce
= (ad = be)(eh — fg)

= det [Z 2] - det [Z ﬂ ) O
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1.4 Determinantlar

Eger kurallar (18) ve (19) dogru olacaksa
det I =1. (22)
Simdilik bazi ¢ ve j i¢in
¢, =tR;, + Rj, U =R, & Rj, ©; =tR;
ise, o zaman
O 0P, =Py, VoW = dg, ©; 00O = Oy.
Eger
det(®,(1)) =1, det(VU(I))=—1, det(0:(I)) =1t (23)

tanimlanirsa, o zaman bazi durumlarda (19) saglanir. Her E;
elemanter olmak iizere eger

det(E, -+ E) = det E, - - -det E4 (24)

tanimlanabilirse, o zaman Teorem 7 sayesinde, terslenebilir
matrisler igin (19) saglanir.

Ornek 17. Ornek 11’deki hesaplamara gore
1 3 -3 97
det | 4 -1 —1] =1-(-13)-1- I3 -1-1=27.
-2 1 =2

Determinantlar i¢in hala kesin bir tanimimiz yoktur, ¢iinkii
ayni matris, birden fazla sekilde elemanter matrislerin ¢arpimi
olarak yazilabilir.
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Ornek 18.

1 0| 2m+my. |1 O] 3R2 |1 0| —Ry+ry |0 —1/2
B e el e A

Ri1+R2 0 71/2 —2R; O 1 Ri1<>R2 1 O
met [0 = g e G )

dolayisiyla

o =Bl b e 3l e )

Bu esitlik, istedigimiz egitlikler (22), (23), ve (24) ile geligmez
¢linkii

1=-1-(=2)-1-1-

Istedigimiz kurallara gore

detkos(dy,...,dn) =dy - - d,.

Ayrica
dy  x e %
det 0 d
0 0 d,
di 0 0
= dydy - -d, = det dz
) 0
* * dy,

Buradaki matrisler, liggen matrisidir.
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1.4 Determinantlar

Teorem g. Eger

abe,

= —abc,

det [0 0 ¢

det |0 b 0

det {la 0 O

det {la 0 O

a 0 0

det [0 b O

det [0 0 ¢

ve

tanimlanirsa, o zaman 3 x 3’lik matrisler igin kurallar (18) ve

(19) saglanar.

Kanat. 3 x 3’lik matrisler i¢in, verilen tanim ile esitlikler (23)

dogrudur. Ornegin

o — O

S — O
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1
det [0 =t
0

o = O
~+~ O O

Benzer sekilde E elemanter bir matris olmak tizere
det(FA) = det E - det A.

Sonug olarak, Teorem 7’ye gore
e A ve B'nin tersleri varsa, kural (19) dogrudur;
e A ve B satirca denk ise

det A=0 < detB=0.

Ayrica A'nin tersi yoksa A, satiri sifir olan bir matrise sa-
tirca denktir; ve bu matrisin determinant1 0 olur, dolayisiyla
det A = 0. Boylece kural (18) dogrudur, ve kural (19) her du-
rumuda dogrudur. O

Bir kiimeden ayni kiimeye giden birebir ve érten bir fonk-
siyon, kiimenin permiitasyonu veya simetrisidir. {1,...,n}
kiimesinin simetrileri

Sim(n)
kiimesini olugtursun. Eger o € Sim(n) ise
. _ o(j) — o)
isa(o) = H i
1<i<g<n

olsun: bu say1 ya 1 ya da —1 olur, ve ¢’nin isaretidir. (Isaretin
Latincesi signum, Ingilizcesi sign olur.) Asagida verecegimiz iki
tanim icin
1\ ‘\
A = [ai ) 55 (26)

olsun.
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1.4 Determinantlar

1. Resmi bir tanium olarak
det A = Z isa(o) H Ao (j); (27)
o€eSim(n) j=1

olsun. O zaman (20) ve (25), bu tanimin iki durumudur.
2. Sapkali girdilerin silindigi

all .. alj .. a/ln
a/il o .. aij o .. ain = M’L] (28)
_anl DR anj DR ann-

olmak tlizere

Bk A = [(=1)™ det My, =="

1<i<n

olsun: bu matris, A'nin ekmatrisidir. Ek A matrisinin
(Zaj) glrdlSI, (_1)i+j det Mji olur.

Ornek 19. Ek {& b] = [d _b].

c d —Cc a

Teorem 10. Tanwm (27) ile tiim matrisler i¢in kurallar (18)
ve (19) saglanar.

Kanit. Teorem g’un kanitin izleyin. O

Teorem 11. Tanwmlar (26) ve (28) 7 kullanarak
1. 1<k <n ise

det A =) “(=1)*ay; det My;,
j=1
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2. 1<l <n ise
det A = Z(—l)”gaig det M. (29)
i=1

Sonug¢ olarak
AEKA=EkA-A=kos(det A,...,det A) =det A- I,
dolaysiyla det A # 0 ise

1
det A

Ek A. (30)

Kanat. Ornegin
det[. . .] — | . ‘

olmak tlizere

11 Aiz2 13
det 921 Q9292 Q923

a3; daz2 G33

a0 0 0 a2 a 0 a2 a
=10 a9 Q923 -+ 921 0 0 + 0 Qoo Q93
0 as ass 0 as ass az; 0 0
A2 Q23 Q12 A13 Q12 Aa13
= a1 — as + asy . |:|
az2 as3 a32 33 Q22 A23

Ornek 20. Ornek 11 ve 17'ye gore

1 3 =3 3 3 —6
Ek|4 -1 —-1|=1[10 =8 —11
-2 1 =2 2 =7 —13

Ayrica, direkt hesaplama ile
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1.4 Determinantlar

1 3 -3
Ek|4 -1 -1
-2 1 =2
-1 1] 3 -3 |3 -3
1 -2 1 -2 -1 -1
I S T I S R T
- -2 =2 -2 =2 4 -1
4 -1 |13 o3
-2 1 —2 1| |4 -1 |
3 3 -6
=110 -8 -—11
2 =7 —13
Zaten yaptigimiz kontrol (16)’ya gore
1 3 -3
det | 4 —1 —1| =27,
-2 1 =2

dolayisiyla

1 3/o7 3/ —6/a7
At = 57 Ek A = [10/27 —8/o7 —11/o7
2/ —T/ar —13/y7
Teorem 12. det(A') = det A.
Teorem 13. A € F* B e F*(=F=1 ylsun.
F(z)=det| A|z|B ]
olmak tzere

F(tx) =t F(x),
Flx+y)=F(z)+ F(y).
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Teoremde F' dogrusaldir, ve sonug olarak
(wl,...,wn)Hdet[$1 ‘ ‘wn :|

gondermesi n-dogrusaldir. Sonraki teoreme gore ayni gon-
derme almasgiktir.

Teorem 14. det[--- ‘az‘ ‘m‘}:()
Teorem 15 (Cramer Kural). Eger
A=la] - |a]

ve terslenebilir ise, o zaman Ax = b sisteminin tek ¢cozimiinde
her j i¢in

7 det[ ar|---|aj1[blaj]-[an].

1
7 det A
Kamit. A’nin tersi var oldugundan
Ax =b < = =A""b.
Ayrica sonug (30)’e gore A~ vektoriiniin j'ninci bilegeni,

1
det A

(=DM - (1) M) b

olur. Bir de sonug (29)’a gore

()" My; - (D)™ M) b =) (=1 b M
i=1
:det[al‘-~-‘aj,l‘b‘aj+1‘~-~‘an]. O
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2 Soyut

2.1 Vektor Uzaylan

Tanim 1. Agagida, bir cismin aksiyomlar1 soldadir; bu cisim
iizerinde bir vektor uzayinin aksiyomlari, sagdadir:

r4+y+z)=(x+y)+z u+(w+w)=(u+v)+w,

r+0=ux, z+0==cx,
z+ (—x) =0, x+ (—x) =0,
r+y=y-+ux, U+v=v+u,

r-(y+2)=z-y+zx-2, z-(utv)=x-u+z- v,
(x+y)-z=x-2+y- 2 (x4+y) - u=z-u+y-u,

(x-y)-z=2-(y-2), (z-y) - u=z-(y u),
l-z=u=, 1 -u=mu.
Toy=y-,

Jy (z-y=1Vvae=0),
Sayfa 3’teki Ornek 1’e bakin.

Ornek 21. F’nin bir cisim oldugu F™ ve F™ " kiimeleri, vek-
tor uzayidir. (Sayfa 4 ve 16’ya bakin.)

Ornek 22. Toplama (u,v) — u - v ve carpma (z,u) — u®
olmak tizere (0, 00) araligl, R veya Q tizerinde bir vektor uza-
yidir.
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2 Soyut

Ornek 23. Bir A kiimesinden R’ye giden fonksiyonlar R {ize-
rinde

F(A,R)
vektor uzayini olusturur.

Ornek 24. Her F cismi icin katsayilar1 F’den gelen, degiskeni
X olan polinomlar F' {izerinde

FX]
vektor uzayini olugturur.
Teorem 16. Her vektor uzayinda

z-0=0, 0-u=0, -1 -u=—u.

2.2 Uzaylarin Altuzaylari

Tanim 2. Bir vektor uzaymin bir altkiimesi bog degilse ve
toplamaya ve ¢arpmaya gore kapali ise altkiime, vektor uzayin
bir altuzayidir.

Ornek 25. Her vektor uzaymn, tek elemam 0 olan asikar
altuzayidir.

Ornek 26. Eger X, dzdeglik fonksiyonu olarak anlagilirsa, o
zaman R[X], .Z[R, R] uzaymin bir altuzay: olur.

Ornek 27. Her n dogal sayisi icin
{f € RIX]: der(f) <n}

kiimesi R[X| uzayimn bir altuzayidir.
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2.2 Uzaylarin Altuzaylari

Teorem 17. A € F™*" ise

{u e F": Au =0}
coztim kiimesi, F™’'nin bir altuzayidar.
Ornek 28. R? uzaymimn

{(z,y) eR*: x>0 & y >0},
{(z,v) e R?: xy > 0}

altkiimeleri, R? uzaymm altuzay degildir.

Ornek 29. Q iizerinde Ornek 22’de tanimlanmis (0, 00) uza-

(@) camen]

Tanim 3. F' bir cisim ve U, F'lizerinde bir vektor uzayi olsun.
Eger B, U'nun bir {by, ..., b,} altkiimesi ise, o zaman F"'nin
her (ay,...,a,) elemani igin

altuzay1 vardir.

al.b1+...+an.bn
toplami, B'nin bir lineer bilesimidir. (Eger n = 0 ise verilen
lineer bilegim, 0 olur.) B’nin biitiin lineer bilegimleri, B’nin
(lineer) gergisini olugturur. Bu gergi

ya <b17 R bn) ya da <B>

olarak yazilabilir. Elemanlar1 vektor olan bir kiime, gergisini
iretir ve gergisinin iirete¢ kiimesidir.
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Teorem 18. Bir vektor uzayimn her altkiimesinin gergisi, ve-
rilen uzaywmn altuzayidir.

Tanim 4. Bir F' cismi {izerinde A, m x n’lik bir matris olsun.
A’'nin

1) satir uzayi, A'nin satirlariin gergisidir;
2) stitun uzayi, A’'nin siitunlariin gergisidir;
3) sifir uzayi, {u € F": Au = 0} uzayidir.
Bu uzaylar sirasiyla
sat(A), stit(A), sif(A)

olarak yazilsin. Burada sat(A) ve sif(A), F™ uzaymin altuza-
yidir; ve siit(A), F™ uzaymin altuzayidir.

2.3 Tabanlar

Tanim 5. U bir vektér uzay1 ve B, U'nun bir {by,...,b,}
altkiimesi olsun. Eger

denkleminin sadece agikdr ¢oziimii varsa, o zaman B lineer
bagimsizdir. Eger B lineer bagimsiz ve U’yu iiretirse, o za-
man B, U'nun bir tabanidir.

Teorem 19. Esitlik (8) deki gibi A= [ ay|--- | a, | olsun
ve B, A’ya satirca denk olan, basamakly bir [bw]z matrisi olsun.
Eger bir { i¢in ve

ki <o <k

kosulunu saglayan bazi k; i¢in B’ nin satirlarinin bas eleman-
lary by, girdilert ise, o zaman
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2.3 Tabanlar

1) sat(A) igin B nin ilk (-tane saturs,
2) sit(A) igin ag,, ..., a,,
3) sif(A) i¢in Bz = 0 denkleminin temel ¢ézimleri,

bir taban olusturur.

Sonug. A, F dzerinde m x n’lik [ a; ‘ ‘ a, ] matrisi ol-
sun.
1. {ay,...,a,} kimesinin

e lineer bagimsiz olan
e gergisi ayni olan
bir altkiimesi elde etmek i¢in, siit(A) uzayinan bir tabana

alinabilir.
2. Eger{ay,...,a,} kimesi zaten lineer bagimsiz ise, o za-
man
[AlT]
matrisinin stitun uzaynin teoremdeki gibi elde edilen ta-
bana,
e {ay,...,a,} kimesini kapsar ve

o F™ uzayrmn bir tabanidir.

Sonug. F™ uzayimn bir altuzayinin her tabami, ayni sayida
elemana sahiptir.

Tanim 6. /™ uzaymin bir U altuzayimin bir tabaninin sayisi,
U’nun boyutudur, ve bu boyut,

boy(U)

olarak yazilabilir.
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Sonug. Herhangi A matrisi i¢in
boy (sat(A)) = boy (siit(A)).
Eger A’nin n tane situnu varsa

boy ((sat(A)) + boy (sif(4)) = n.

2.4 Lineer Doniisiimler
Tanim 7. Bir U vektor uzayindan bir V' vektor uzayina giden,

L(’U,l + UQ) = L(”l) + L(u2>7
L(t-u)=t-L(u)

kurallarini saglayan bir L gondermesine lineer doniisiim de-
nir. Bu durumda
1) L’nin ¢ekirdegi, U'nun

{ueU: L(u) =0}

altkiimesidir,
2) L’nin imgesi, V'nin

{L(u): w e U}
altkiimesidir.
Bu kiimeler sirasiyla
cek(L), L[U]

olarak yazilabilir. Eger L birebir ve L[U] = V ise, o zaman L
bir izomorfizimdir.
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2.4 Lineer Doéniigiimler
Ornek 30. A € F™" ise F" uzaymdan F™ uzayma giden
u — Awu fonksiyonu, lineer doniistimdiir.

Teorem 20. L: U — V wve lineer ise
1. ¢ek(L), U’nun bir altuzayudar,
2. L{U], V’nun bir altuzayidar.

Teorem 21. Bir I cismi tzerinde {a1, ...,a,}, bir U uzayr-
nin altkimesi olsun. O zaman

(X1,...,xp) > x1-a1 4+ Ty - Qp,

F™ uzayindan U ya giden lineer bir dontsumdir. Eger a; vek-
torleri lineer bagimsiz ise, o zaman verilen donisim bir izo-
morf izimdir.

Sonug. Bir vektor uzayimn sonlu bir tabant varsa, o zaman
uzaywn her tabany ayne sayrda elemana sahiptir.

Tanim 8. Teoremde {a,...,a,}, Unun bir B tabani ise
[z -ay+ -+ anp = (T1,...,2,)

olsun. Bu vektér, x1 - a1 + - - - + x,, - @,, vektoriiniin B’ye gore
koordinat vektoriidiir.

Teorem 22. B, bir U uzayinin bir tabani; C', bir V' uzayinin
bir tabani; L: U — V wve lineer; olsun. O zaman bir A matrisi
wein U 'nun her w elemans i¢cin

[L(w)]le = Alu]p.
Aslinda B = {by,...,b,} ise

A=[[L®)le |- [ [Ld)]e |-
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Tanim g. Teoremde eger U =V ve L, 6zdeslik fonksiyonu ise
A, B’den C’ye gecis matrisidir.

Tanim 10. u,v € F" ise
u-v=uv=uv+- -+ u,u,
olsun.

Teorem 23. a € F" ise u — a-u, F" uzayindan F'ye giden
lineer bir dontsimdir. Ayrica

u-v=v-u.
Ae F™n oy e sif(A), ve v € sat(A) ise
u-v=0.

Teorem 24. A € R™"; B, sif(A) wzayiman bir tabani; ve C,
sat(A) wzayinin bir tabanu ise, o zaman B U C' birlegimi, R"
uzayrman bir tabanidar.

Kanit. B = {by,..., by}, C = {¢1,...,¢} olsun. O zaman
k+ ¢ =n, dolayisiyla {by,..., by, c1,...,¢c,} kiimesinin lineer
bagimsiz oldugunu kamtlamak yeter. Baz1 z; ve y; i¢in

1oy + -+ apby +yicy + -+ =0
olsun. O zaman

1y + -t apby = —yier — - = e
Ozel olarak d = z1by + - - - + x3by, ise

d € sif(A) Nsat(A).
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2.5 Toplamlar

Bu durumda d - d = 0, yani
di’+ - 4+d,* =0.

Her d; gercel say1 oldugundan d; = 0, dolayisiyla d = 0. B
lineer bagimsiz oldugundan x; = 0; aym sekilde y; = 0. O

Ornek 31. R iizerinde A = [1 1] ise sif(A) = ((—1,1)) ve
sat(A) = ((1,1)), ve {(—1,1),(1,1)} lineer bagimsizdir ¢iinkii

-1 1
det[1 1}7&0.

Ornek 32. Z, iizerinde A = [1 1} ise sif(A) = sat(A).

Ornek 33. C iizerinde A = [i 1] ise sif(A) = sat(A).

2.5 Toplamlar

U, V,ve W, F cismi iizerinde vektor uzay1 olsun.

Tanim 11. Eger V ve W, U’'nun altuzayi ise, onlarin toplamai,
{v+w:veV & weW}

kiimesidir. Bu kiime,

V+W

olarak yazilir.

Ornek 34. F* uzaymmda

V =((1,1,1,0),(1,-1,1,0)),
W ={(1,0,1,1),(1,0,1,—1))
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ise

V+W={(1,11,0),(1,-1,1,0),(1,0,1,1),(1,0,1,—1)).

Bu uzay,
1 1 1 1
1 =10 O
1 1 1 1
0o 0 1 -1

matrisinin siitun uzayidir. Ayrica

1 1 1 1 1 1 1 1
]_ _1 0 0 —Ri14+R2 0 _2 _1 _1
1 1 1 1 —R1+R3 0 O 0 O
0 0 1 -1 0 0 1 -1
1 1 1 1
R3<— Ry O -2 -1 -1
0 0 1 -1
0 0 0 O
oldugundan

(a) F’de 2 7& 0 ise {(17 17 17 0)7 (1: _1: 17 O)7 (17 07 17 1>}>
(b) F’de 2 =01ise {(1,1,1,0),(1,0,1,1)},
V + W’nin bir tabanidir.

Teorem 25. Eger V. C U ve W C U 1ise, o zaman V + W
kiimest,

1) U’nun bir altuzaydar,

2) U'nun V yi ve W yi kapsayan en ki¢ik altuzayudar.
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2.5 Toplamlar

Kanat. 1. Kanitlanacak ti¢ kosul vardir.

(a)

V + W bos degildir, ¢linki
0OeVvnw, 0+0=0

oldugundan 0 € V + W.
u € V+Wveuy € V+W ise V'nin bazi v; elemanlar:
ve W’nin baz1 w; elemanlar i¢in

u; = v; +wl-,

dolayisiyla (vektorler toplamasi birlesmeli ve degigmeli
oldugundan)

wy + Uy = (V1 +wy) + (v +ws) = (V1 +v2) + (W +wy).
U ve V'nin her biri toplama altinda kapali oldugundan
vi+v eV, wi +wy € W,

dolayisiyla w; +us € V + W.
Benzer sekilde uw € V + W ve t € F ise V'nin bir v
elemani ve W'nin bir w elemani i¢in

U =7+ w,
dolayisiyla (skalerle garpma dagilmali oldugundan)
tu =t(v+ w) = tv + tw.
U ve V'nin her biri ¢carpma altinda kapali oldugundan
tv eV, tw e W,

dolaywsiyla tu € V + W.
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2 Soyut

2. U', Unun V’yi ve W’yi kapsayan bir altuzay: olsun. Eger
u €V + W ise, o zaman V'nin bir v elemani ve W nin bir w
elemani igin

u=v+w, vel, w e U, v+wel,
dolayisiyla u € U’. O
Sonug. C C U ve D CU 1ise
(CY+ (D) = (CU D).
Kanit. Aligtirma. O

Teorem 26. V' x W kartezyan ¢carpima,

('Ulywl) + (v, w2) = (V1 + Vo, Wy + ’w2),
t(v, w) = (tv, tw)

kurallaryla vektor uzayr oluyor.

Kanit. Alistirma. O

Tanim 12. Vektor uzayi olarak anlagilinca V' x W ¢arpimi
Vew

olarak yazilir ve ona V' ve W'nin direkt toplami denir.

Ornek 35. F2=F @ F.

Ornek 36. FFm = Fk g Fm,

Ornek 37. F"=F&---& F.
~———

n
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2.5 Toplamlar

Ornek 38. Z cisim degildir, ¢iinkii carpmaya gore sadece 1
ve —1’in tersleri vardir; ama Z & - - - @ Z toplamlar: olusturu-
————

n

labilir.
Teorem 27. Eger V C U ve W C U 1ise, o zaman V X W den

V + W ye giden
(v,w) »v+w

gondermesi, V 4+ W yi orten bir h lineer dontsimidiir, ve bu
doniistim i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir:

1. h birebirdir.

2. h(v,w) = 0 denkleminin sadece agikar (0,0) ¢ozimi
vardar.

3. Eger B, V 'nin bir tabant ve C, W nin bir taban: ise, o
zaman BUC, V 4+ W nin bir tabanadar.

4. Eger BCV, C C W, ve her birt lineer bagimsiz ise, o
zaman B U C' de lineer bagimsizdar.

Kanit. Aligtirma. O

Tanim 13. Teoremde h birebir ise V+W toplami, V' ve W’nin
ic direkt toplamdir ve V & W olarak yazlabilir.

Ornek 39. Ornek 34’te
V4+W=Vo(1,0,1,1));

F'de2=0ise V+W =V pW.
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2 Soyut

2.6 Boliimler
Tanim 14. n € Nve a € Z ise
nZ ={nx: x € 7}, a+nZ={a+zx:x€nl},

ve
ZInZ ={x+nZ: x € L}

olsun. Ayrica
[a] = a4+ nZ

olsun.
Teorem 28. Z/nZ kiimesinde toplama ve ¢arpma

2] + [yl = [z + 9], [z] - [yl = [2y]
ile tanemlanabilir.
Kanat. Tamimdan

[a] = [b] <= a—0benZ.
Simdi
[a1] = [aa], [b1] = [bs]
olsun. O zaman
a; — ay € N, by — by € nZ.

Sonug olarak

(a1 — az) + (b1 — by) € nZ,
(a1 + bl) — (CLQ + bg) € n,
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2.6 Boéliimler

[a1 + bl] = [@2 -+ bg],
ve ayrica

(CLl — CLQ) . b1 —f-CLQ . (b1 — bg) € TLZ,
&161 - a2b2 € TLZ,
[a1b1] = [agbs]. ]

Tanmm 15. Z/nZde

2] = [a], (2] = [2]* - [2]
olsun. Oyleyse

([z],y) = [2]*: (Z/nZ) x N = Z/nZ.

Teorem 29. Z/nZ’de her k sayma sayist i¢in

Kanat. Timevarim:
1 (2] = [2] = [2'].

2. Eger [z]! = [27] ise, 0 zaman
o = ol -] = @) o] = [ 0] = 7. O
Ornek 4o0. Z/37de
[1] = [4], [2'] # [2%].

Boylece
]! = (a7

kurali ile ([z], [y]) — [2]¥ islemi iyitanimli degildir: boyle bir
islem yoktur.
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2 Soyut

Tekrar U, V', ve W, F cismi lizerinde vektor uzay1 olsun.
Tanim 16. Eger V C U ve a € U ise

a+V={a+v:veV}
UV={u+V:uecU}

olsun.
Teorem 30. V C U ise

(w1 +V)+ (ug+ V) = (ug +us) +V,
t(u1 +V) = tu1 +V

kurallariyla UV bélimd, iyitanimly bir vektor uzayidor.
Kamit. Alistirma.
Ornek 41. Ornek 34’te

(V+W)/V=((1,0,1,1));
F'de2=0ise (V+W)/V=W.
Ornek 42. Eger

U= <(17 17 170)7 (17 _17 170)7 (1707 17 1)7 (1707 17 _1)>

ise
1 1 1 1 1 0 00
1 -1 0 0 0 1 0 0 -ri+Ry
1 1 1 1 0 0 1 0| —Ri+Rs
0 0 1 -1 0 0 01
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2.6 Boéliimler

1 1 1 1 1 000

0 -2 —1 =1 —1 1 0 0| RscRs

O 0 0 0 —-1010

O 0 1 -1 0 001
1 1 1 1 1 000
0O -2 -1 -1 -1 100
0O 0 1 -1 0 001
O 0 0 0 —-1010

oldugundan
F*'/U = ((1,0,0,0)).

Teorem 31. Ejger BNC = @ ve BUC lineer bagimsiz ise
(BUC)/(B) =(C).

Kanit. B ={by,...,b;} ve C ={e¢y,..., ¢y} olsun. O zaman
(B U C) gergisinin her a elemani, tek bir gekilde, u; € F ve
v; € F olmak {lizere bir

urby + -+ ugby +viey + -+ vy,
lineer bilesimi olarak yazilabilir. Bu durumda
h(a) =vie; + -+ + vpmep,

esitligi ile (B UC') gergisinden (C) gergisine giden bir h lineer
doniigiimii tanimlanabilir. Simdi

a' =ujby + - +uby+vie; + -+ v e

olsun. Eger
a' +(B) = a+(B) (31)
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2 Soyut

ise, 0 zaman a’ — a € (B). Bundan dolay1

(uy —up)by + -+ (uy — up)by
+ (v) —vi)er + - -+ (v, — Um)Cm € (B).

Bu durumda B U C' lineer bagimsiz oldugundan

vp—v=...=v, — Uy =0,
dolayisiyla v} = vy, ..., v, = v, ve sonug olarak
h(a') = h(a). (32)

Bu sekilde (B U C)/(B) béliimiinden (C') gergisine giden

h(u + (B)) = h(u)

esitligi ile iyitanimlanmig lineer doniigiimii vardir. Benzer se-
kilde esitlik (32) dogru ise esitlik (31) de dogrudur, dolayisiyla
h, birebirdir. Son olarak A doniigiimiiniin (C') gergisini 6rten
oldugu apagciktir. O
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