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Bu notlarda, aligtirma olarak
e her teorem, sonug, ve 6rnek kanitlanabilir;
e her matrisin yerine kesin 6rnekler konulup caligtirilabilir.
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1 Vektor Uzaylan

1 Tanim. Asagida, bir cismin aksiyomlar: soldadir; bu cisim
iizerinde bir vektor uzayinin aksiyomlari, sagdadir:

r+(y+z)=@+y) +z u+w+w)=(ut+v)+w,

z+0=uz, x+0==wx,
x4+ (—x) =0, x+ (—x) =0,
r+y=y-+ux, U+v=v+u,

r-(y+z2)=zv-y+zx-z2, z-(utv)=zx-u+x-v,
(x4y)-z=x-24+y-z, (x4+y) - u=z-u+y-u,

(- y)-z=z-(y-2), (z-y) u=x-(y u),
1z ==, 1-u=uwu.
Toy=y-u,

Jy(x-y=1Vae=0),

2 Ornek. Q, R, C, ve (p asal olmak iizere) Z,, cisimdir.

3 Ornek. Eger F bir cisim, m € N, ve n € N ise, F {izerinde
m x n’lik matrisler
Fm><n

vektor uzayini olugturur. Ozel olarak m x 1’lik bir

U

siitun matrisleri,



m-bilegenlileri olarak anlagilabilir; bu m-bilegenler
Fm
vektor uzayini olugturur.

4 Ornek. Toplama (u,v) — u-v ve carpma (z,u) — u* olmak
tizere (0, 00) araligl, R tizerinde bir vektor uzayidir.

5 Ornek. Bir A kiimesinden R’ye giden fonksiyonlar R iize-
rinde

F(AR)
vektor uzayini olugturur.

6 Ornek. Her F cismi icin katsayilar1 F’den gelen, degigkeni
X olan polinomlar F' {izerinde

FIX]
vektor uzayini olugturur.

7 Teorem. Her vektér uzayinda

z-0=0, 0-4=0, —1-4=—1i.

2 Uzaylarin Altuzaylari

8 Tanim. Bir vektor uzaymin bir altkiimesi toplamaya ve
carpmaya gore kapaliysa altkiime, vektor uzaymn bir altuza-
yidir.

9 Ornek. Eger X 6zdeslik fonksiyonu olarak anlagilirsa R[X],
Z R, R] uzaymin bir altuzay olur.



10 Ornek. Her n dogal sayisi icin

{f €RIX]: der(f) < n}
kiimesi R[X| uzaynm bir altuzayidir.
11 Ornek. Her vektor uzaymm agikar {0} altuzayidir.
12 Teorem. A € F"™*" jise

{ueF": Au=0}

cozum kiumesi, F" nin bir altuzayidar.
13 Ornek. R? uzayimm

{(z,y) eR*: x>0 & y >0},
{(z,y) € R*: 2y > 0}

altkiimeleri, R? uzaymin altuzay1 degildir.

14 Tanim. F' bir cisim ve U, F iizerinde bir vektor uzayi
olsun. Eger B, U’nun bir {by, ..., b,} altkiimesiyese, o zaman

F™nin her (ay,...,a,) elemani igin

ay by + -+ a, - by

toplami, B’nin bir lineer bilesimidir. (Eger n = 0 ise verilen
lineer bilegim, O olur.) B’nin butiin lineer bilegimleri, B’nin

(lineer) gergisini olugturur. Bu gergi ya

(by,...,by)

ya da (B) olarak yazilabilir. Elemanlar1 vektor olan bir kiime,

gergisini liretiyor ve gergisinin iirete¢ kiimesidir.



15 Teorem. F™ wuzayimn her {ai,...,a,} altkimesi i¢in,
EF™5™ wzayman bir A elemana i¢in

(a1,...,a,) ={u € F™: Au = 0}.

16 Teorem. F™*" uzayinin her A elemant i¢in, F™ uzayinin
bir {a,...,a,} altkimesi igin,

{ue F™: Au=0} = (ay,...,a,).

17 Teorem. Bir vektor uzayinin her altkiimesinin gergisi, ve-
rilen uzayin altuzayidor.

18 Tanim. Bir F cismi tizerinde A, m x n’lik bir (a; ;) matrisi
ise A'nin
e i’ninci satir1 F™'nin (a;1,. .., a;,) elemani,
e j'ninci siitunu F™'nin (ay,, ..., an;) elemani
olarak anlagilsin. A’nin
1) satir uzayi, A'nin satirlarimin gergisidir;
2) stitun uzayi, A'nin siitunlarinin gergisidir;
3) sifir uzayi, {u € F": Au = 0} uzayidir.
Bu uzaylar sirasiyla

sat(A), stit(A), sif (A)

olarak yazilsin. O zaman sat(A) ve sif(A), F™ uzaymnn altu-
zayidir; ve siit(A), F™ uzaymin altuzayidir.

3 Tabanlar

19 Tamim. U bir vektér uzayr ve B, U'nun bir {by,...,b,}
altkiimesi olsun. Eger



denkleminin sadece asikar ¢Oziimii varsa, o zaman B lineer
bagimsizdir. Eger B lineer bagimsiz ve U’yu tiretirse, o za-
man B, U'nun bir tabanidir.

20 Teorem. A, bir

[ai]--an ]
matrisi olsun, ve B, A’ya satirca denk olan, basamakl bir (b; ;)
matrist olsun. Eger bir £ i¢in ve

Ry <o <k

esitsizliging saglayan baz k; i¢in B nin satirlarimin bas ele-
manlary by, girdilert ise, o zaman
1) B'nin ilk ¢ tane satiri, sat(A) uzayinin bir tabana,

2) {ay,,...,ax}, sit(A) uzayimn bir taban,
3) Bx = 0 denkleminin temel ¢ozimleri, sif(A) uzayinin
bir tabant
olusturur.
21 Sonug. {a4,...,a,} C F™ ve
olsun.
1. {ay,...,a,} kimesinin

e lineer bagimsiz olan
e gergisi aynt olan
bir altkiimesi elde edilmek igin, sit(A) uzayinin bir ta-
bana alinabilir.
2. Eger{ay,...,a,} kimesi zaten lineer bagimsiz ise, o za-
man
[A]1]

matrisinin stutun uzayinin teoremdeki gibi edilen tabama,



e {ay,...,a,} kimesini kapsar ve
o F" uzayimn bir tabanidir.

22 Sonug. F™ uzaynwn bir altuzayinin her tabani, ayni say-

dadur.

23 Tanim. F™ uzaymin bir U altuzayinin bir tabaninin sayisi,
U’nun boyutudur, ve bu boyut,

boy (U)
olarak yazilabilir.
24 Sonug. Herhangi A matrisi i¢in
boy (sat(A)) = boy (siit(A)).
Eger A’nin n tane situnu varsa

boy ((sat(A)) + boy (sif (A)) = n.

4 Lineer Doniisiimler

25 Tanim. Bir U vektor uzayindan bir V' vektor uzayma gi-
den,

L(’U,l + ’U,Q) = L(’U,l) + L(’U,Q),
L(t-u)=t-L(u)

kurallarini saglayan bir L gondermesine lineer doniisiim de-
nir. Bu durumda
1) L’nin ¢ekirdegi, U'nun

{ueU: L(u) =0}

altkiimesidir,



2) L’nin imgesi, V'nin

{L(u): we U}
altkiimesidir.
Bu kiimeler sirasiyla
gek(L), L[UJ

olarak yazilabilir. Eger L birebir ve L[U] =V ise, o zaman L
bir izomorfizimdir.

26 Ornek. A € F™™ ise F" uzaymdan F™ uzayma giden
u — Awu fonksiyonu, lineer doniistimdir.

27 Teorem. L: U — V wve lineer ise
1. ¢ek(L), U’nun bir altuzaydar,
2. L[U], V'nun bir altuzayidur.

28 Teorem. Bir F' cismi uzerinde {a1,...,a,}, bir U uzay-
nin altkiimes: olsun. O zaman

(X1, xp) > a1 -a1 4+ 3y - Qp,

F™ uzayindan U ya giden lineer bir dontsumdir. Eger a; vek-
torleri lineer bagimsiz ise, o zaman verilen donisim bir izo-
morfizimdir.

29 Sonug. Bir vektor uzayinin her tabani, ayni sayidadir.
30 Tanim. Teoremde {ay,...,a,}, Unun bir taban ise
(X1, ..., xp) =[T1 @1+ + 2, aylp

olsun. Bu vektor, z; -ay + - - -+ x, - @, vektoriiniin koordinat
vektoriudiir.



31 Teorem. B, bir U uzaynin bir tabany; C, bir V' uzay-
nin bir tabane; L: U — V' ; ve L lineer olsun. O zaman bir A
matrisi i¢in U nun her w elemans i¢in

[L(u)lo = Aluls.
Aslinda B = {by,...,b,} ise
A=[[L®)le |- | [Lbale |

32 Tanim. Teoremde eger U = V ve L, 6zdeslik fonksiyonu
ise A, B’den C’ye gegis matrisidir.

33 Tanim. u,v € F" ise
u-v=uv=uwv + -+ Uy,
olsun.

34 Teorem. a € F" ise u — a-u, " uzayindan F 'ye giden
lineer bir dontsumdir. Ayrica

u-v=v-u.
Ae Fmxn oy € sif(A), ve v € sat(A) ise
u-v=0.

35 Teorem. A € R™*": B sif(A) uzaywmn bir tabani; ve C,
sat(A) wzayinin bir tabam ise, o zaman B U C' birlegimi, R"
uzayiman bir tabanidr.

Kanit. B = {by,...,bx}, C = {¢1,..., ¢} olsun. O zaman
k+ ¢ = n, dolayisiyla {by,..., by, c1,..., ¢} kiimesinin lineer
bagimsiz oldugunu kanitlamak yeter. Baz1 x; ve y; i¢in

$1b1+"'+3§'kbk+y161+"‘+ng:0



olsun. O zaman
z1by + -+ by = —yier — - = e
Ozel olarak d = z1by + - - - + xxby, ise
d € sif (A) Nsat(A).
Bu durumda d - d = 0, yani
di*+ - +d,* = 0.

Her d; gercel say1 oldugundan d; = 0, dolayisiyla d = 0. B
lineer bagimsiz oldugundan x; = 0; aym sekilde y; = 0. O

36 Ornek. R iizerinde A = [1 1] ise sif (A) = ((—1,1)) ve
sat(A) = ((1,1)), ve {(—1,1),(1,1)} lineer bagimsizdir ¢iinkii

-1 1
det{1 1] # 0.

37 Ornek. Z, iizerinde A = [1 1] ise sif (4) = sat(A).

38 Ornek. C fizerinde A = [i 1] ise sif (A) = sat(A).
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