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Bu notlarda F bir cisimdir (6rnegin R ve C veya Z, olabilir).
U, V,ve W, F iizerinde vektor uzayidir. Tahtaya yazilan « ve
v vektorleri, burada u ve v bi¢giminde yaziliyor.

1 Toplamlar
1 Tanim. Eger V ve W, U'nun altuzayi ise, onlarin toplamui,
{v+w:veV & weW}

kiimesidir. Bu kiime,

V+W

olarak yazilir.



2 Ornek. F¥te

((1,1,1,0),(1,-1,1,0)), } )

V:
W ={((1,0,1,1),(1,0,1,—-1))
1se

V+WwW={(1,1,1,0),(1,-1,1,0),(1,0,1,1),(1,0,1,—1)).

Bu uzay,
1 1 1 1
1 -1 0 O
1 1 1 1
0 0 1 -1
matrisinin siitun uzayidir. Ayrica
11 1 1 1 1 1 1
1 _]_ O O —Ri1+R> O _2 _]_ _1
1 1 ]_ ]. —Ri1+R3 O O O 0
0 0 1 -1 o 0 1 -1
1 1 1 1
R3+ Ry 0 -2 -1 -1
o 0 1 -1
0O 0 0 0
oldugundan

(a) F’de 2 # 0 ise
{(1,1,1,0),(1,-1,1,0),(1,0,1,1)}

kiimesi, V' + W'nin bir tabamdir;
(b) F'de 2 =0 ise

{(1,1,1,0),(1,0,1,1)}
kiimesi, V' + W’nin bir tabanidir.



3 Teorem. Eger V. C U ve W C U 1se, 0o zaman V + W
kiimest,

1) U’nun bir altuzayder,

2) U'nun V 'yi ve W yi kapsayan en kii¢ik altuzayidar.

Kanat. 1. Kanitlanacak ti¢ kosul vardir.

(a)

V + W bos degildir, ¢iinkii
0eVnw, 0+0=0

oldugundan 0 € V + W.
u € V+W veuy € V+W ise V'nin bazi v; elemanlar:
ve W’nin baz1 w; elemanlar1 i¢in

u; = vi—l—wi,

dolayisiyla (vektorler toplamasi birlesmeli ve degismeli
oldugundan)

UL+ U2 = (’Ul +w1) + (’UQ +’UJ2) = (’Ul +’02) + (’LUl +w2).
U ve V'nin her biri toplama altinda kapali oldugundan
Ul+UQEV, w1+w26W,

dolayisiyla w; +us € V + W.
Benzer sekilde w € V + W ve t € F ise V'nin bir v
elemani ve W’nin bir w elemani igin

u=7v+w,
dolaysiyla (skalerle carpma dagilmali oldugundan)

tu = t(v+w) = tv + tw.



U ve V'nin her biri ¢carpma altinda kapali oldugundan
tv eV, tw e W,

dolayisiyla tu € V + W.
2. U', U'nun V’yi ve W’yi kapsayan bir altuzay: olsun. Eger
u € V 4+ W ise, o zaman V'nin bir v elemani1 ve W nin bir w
elemani icin

u=7v+w, vel, we U, v+wel,
dolayisiyla u € U'. O
4 Sonug. C C U ve D CU ise
(CY+ (D) = (CUD).
Kanit. Alistirma. O

5 Teorem. V x W kartezyan ¢arpima,

(v1,wy) + (v, wa) = (V1 + Vo, Wy + Wa),
t(v, w) = (tv, tw)

kurallaryla vektor uzayr oluyor.
Kanit. Alistirma. O

6 Tanim. Vektor uzay1 olarak anlagilinca V' x W carpimi
Vew

olarak yazilir ve ona V' ve W'nin direkt toplami denir.

7 Ornek. F2=F @ F.



8 Ornek. Fktm — pk g pm,

9 Ornek. F"=F&---& F.
—_——

n

10 Ornek. Z cisim degildir, ¢iinkii carpmaya gére sadece 1
ve —1’in tersleri vardir; ama Z & - - - @ Z toplamlar1 olusturu-
—_——

n

labilir.

11 Tanim. U’dan V'ye giden,

h(u1 + UQ) = h(ul) + h(u2),
h(tu) =t - h(u)

kurallarini saglayan bir A géondermesine dogrusal doniistim
denir. Eger h birebir ve V’yi orten ise, o zaman h altinda U
ve V izomorftur ve

uv=v

yvazilir. Bazen izomorfluk, esitlik olarak anlasilir.

12 Teorem. EgerV C U ve W C U ise, o zaman V &W ’den
V + W ye giden
(v,w) »v+w

gondermesi, V 4+ W yi érten bir h dogrusal donisimaidir, ve
bu doniisum i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir:

1. h birebirdir.
2. VNW ={0}.

3. h(v,w) = 0 denkleminin sadece agikdar (0,0) ¢ozimi
vardar.



4. Eger B, V'nin bir tabam ise ve C', W 'nin bir tabanu ise,
o zaman BUC, V 4+ W nin bir tabanaidr.

5. Eger BCV, C CW, ve her biri dogrusal bagimsiz ise,
o zaman B U C de dogrusal bagimsizdar.

Kanit. Alistirma. O

13 Tanim. Teoremde h birebir ise V+W toplami, V' ve W’nin
ic direkt toplamdir ve V @ W olarak yazlabilir.

14 Ornek. () tammlar1 altinda
V+W=Va&(1,0,11));
F'de2=0ise V+W=VoW.

> Bolumler

15 Ornek. n € N ise
nZ ={nx: x € 7}
tanimini yapariz. Bu durumda a € Z ise
lal| ={a+z:z € Z}

olsun. O halde
Ly =A{[z]: x € Z},

ve bu kiime igin
Z/nZ

ifadesi kullanilabilir. Bu kiimede toplama ve ¢arpma

[a] + [b] = [a + 8],
[a] - [b] = [ab]



esitlikleriyle tanimlanabilir, ¢iinkii

[a] = [b] <= a—0benZ,
dolayisiyla

[a1] = lag] & [b1] = [be]
ise
a1 —as €EnZ & by —by € nZ,

ve sonug olarak

(a1 — ag) + (b1 - bg) S TLZ,

(a1 + bl) — (ag + b2) € n,
[a1 -+ bl] = [&2 + bg],

ve ayrica
(a1 — &2) -by +asg - (b1 — bg) € TLZ,
a1b1 — ang € nZ,
[albl] = [a2b2].
Simdi
[2]" = [2], (2] = [a]* - [a]

ozyinelemeli tammiyla (Z/nZ) x N kartezyan carpimindan
Z/nZ bolumiie giden

([2],y) = []
gondermesi tanimlanabilir. Ayrica tiimevarimla

2] = [¥].



Bununla beraber
]/ = 2

kuraliyla Z/nZ boéliimiinda 2-konumlu
(], [y]) = [a]"
islemi tanimlanamaz ¢iinkii, 6rnegin
1 =4, 2l =29, 2'=1 (mod 3),
dolayisiyla n = 3 durumunda
[1] = [4], 2" # [27).

Kisaca Z/nZ boliimiinde ([z], [y]) — [2]¥ islemi iyitanimh
degildir: boyle bir islem yoktur.

16 Tanim. Eger V C U ve a € U ise
a+V={a+v:veV}
17 Tanim. Eger V C U ise
UV={u+V:ueU}.
18 Teorem. V C U ise

(ur + V) + (ua + V) = (ur +up) +V,
t(U1+V):tU1+V

kurallariyla UV bélimd, iyitanimlanmas bir vektor uzayidor.

Kamit. Alistirma. O



19 Ornek. () tanimlar altinda
(V+W)/V=((1,0,1,1));
F'de2=0ise (V+W)/ V=W,
20 Ornek. Eger
U=1((1,1,1,0),(1,-1,1,0),(1,0,1,1),(1,0,1, —1))

ise
1 1 1 1 1000
1 =10 0 01 0 0] -Ri+Re
1 1 1 1 0 0 1 0] —Ri+Rs
0O 01 -1 0001
11 1 1 1 0 0 0
O 0 0 0 —-101PO0
o 0 1 -1 0 001
11 1 1 1 000
0 -2 -1 -1 —-1.1 0 0
O 0 1 -1 0 0O01
O 0o 0 0 —-1010
oldugundan

F4V 2 ((1,0,0,0)).
21 Teorem. Eger BNC = @ ve BUC dogrusal bagimsiz ise
(BUC)Y/(B) = (C).

Kanit. B = {by,..., by} ve C = {e¢y,..., ¢y} olsun. O zaman
(B U C) gergisinin her a elemani, tek bir gekilde, u; € F ve
v; € F' olmak {izere bir

urby + -+ ugby +viey + -+ vy,



dogrusal bilesimi olarak yazilabilir. Bu durumda
h(a) =vie; + -+ vmem

esitligi ile (B U C') gergisinden (C) gergisine giden bir h dog-
rusal doniligtimii tanimlanabilir. Simdi

a =ujb; + - +ub, +vie; + -+ v en
olsun. Eger
a'+(B) = a+(B) (1)
ise, 0 zaman @’ — a € (B), yani
(uy — ug)by + - - - + (uy — ug)by
+ (vy —wv)er + -+ (v, — U)em € (B).
Bu durumda B U C' dogrusal bagimsiz oldugundan

/ /
vy — U = ... =0, — Uy =0,

!/
m

h(a') = h(a). (1)
Bu sekilde (B U C')/(B) béliimiinden (C') gergisine giden

dolayisiyla v} = vy, ..., v), = v, ve sonug olarak

h(u+ (B)) = h(u)

esitligi ile iyitanimlanmis dogrusal doniisiimii vardir. Benzer
sekilde (1) esitligi dogru ise (1) esitligi de dogrudur, dolayisiyla
h, birebirdir. Son olarak h déniigiimiiniin (C') gergisini Orten
oldugu apagciktir. O

10



