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Problem . Verilen ordinal işlemler sürekli midir? Kısaca
açıklayın.

(a) ξ 7→ ω
ω+ξ

(b) ξ 7→ (ω+ ξ)ω

Çözüm. (a) Süreklidir çünkü

• verilen işlem, (η 7→ ω
η) ◦ (ξ 7→ ω+ ξ) bileşkesidir;

• bileşenlerden her biri süreklidir (çünkü normaldir).

(b) Sürekli değildir çünkü artandır ama (örneğin)

sup
ξ<ω

ω

(ω+ ξ)ω = sup
x<ω

(ωx)ω = ω
ω < ω

ω
2

= (ω+ω
ω)ω.

Problem . k ve n doğal sayısı için (ω+n)k kuvvetinin Can-
tor normal biçimini bulun.



Çözüm. (ω+ n)0 = 1, (ω+ n)1 = ω+ n,

(ω+ n)2 = (ω+ n) ·ω+ (ω+ n) · n = ω
2 +ω · n+ n,

(ω+ n)3 = (ω2 +ω · n+ n) ·ω+ (ω2 +ω · n + n) · n

= ω
3 +ω

2 · n +ω · n + n,

ve genelde (ω+ n)k = ω
k +ω

k−1 · n+ · · ·+ω · n + n.

Problem . Aşağıdaki kanıtın tüm yanlış adımlarını gösterin.

İlk olarak

0 · (β + γ) = 0 ()

= 0 + 0 ()

= 0 · β + 0 · γ. ()

Ayrıca eğer
α · (β + γ) = α · β + α · γ ()

ise, o zaman

α′ · (β + γ) = α · (β + γ) + (β + γ) ()

= (α · β + α · γ) + (β + γ) ()

= (α · β + β) + (α · γ + γ) ()

= α′ · β + α′ · γ. ()

Son olarak α limit olduğunda

∀ξ
(

ξ < α ⇒ ξ · (β + γ) = ξ · β + ξ · γ
)

()

ise, o zaman

α · (β + γ) = sup
ξ<α

(

ξ · (β + γ)
)

()



= sup
ξ<α

(

ξ · β + ξ · γ) ()

= sup
ξ<α

(ξ · β) + sup
ξ<α

(ξ · γ) ()

= α · β + α · γ. ()

Böylece her α, β, ve γ için

α · (β + γ) = α · β + α · γ. ()

Çözüm. (), (), (), (), (), ve () yanlıştır.

Problem . Aşağıdaki eşitliği kanıtlayın.

α · (β + γ) = α · β + α · γ

Çözüm. İlk olarak

α · (β + 0) = α · β [tanım]

= α · β + 0 [tanım]

= α · β + α · 0. [tanım]

Ayrıca α · (β + γ) = α · β + α · γ ise, o zaman

α · (β + γ′) = α · (β + γ)′ [tanım]

= α · (β + γ) + α [tanım]

= (α · β + α · γ) + α [varsayım]

= α · β + (α · γ + α) [birleşmelilik]

= α · β + α · γ′. [tanım]

Son olarak γ limit olduğunda

∀ξ
(

ξ < γ ⇒ α · (β + ξ) = α · β + α · ξ
)



ise, o zaman

α · (β + γ) = α · sup
ξ<γ

(β + ξ) [tanım]

= sup
ξ<γ

(

α · (β + ξ)
)

[normallik]

= sup
ξ<γ

(α · β + α · ξ) [varsayım]

= α · β + sup
ξ<γ

(α · ξ) [normallik]

= α · β + α · γ. [tanım]

Problem . Çözün.

(a) (ℵω ⊕ ℵξ)⊗ ℵω = ℵ
ω

2

(b) ξ +ω
ω + η = ω+ω

ω +ω

Çözüm. (a) ξ = ω
2.

(b) ξ < ω
ω ve η = ω.

Problem . Aşağıdaki kümelerin kardinallerini, ℵα veya iα

biçiminde yazın.

(a) P
(

P(R)
)

(b) sup
{

i5, (i5)
i5 , (i5)

(i5)i5 , (i5)
(i5)(i5)

i5

, . . .
}

Çözüm. (a) P
(

P(R)
)

≈ P

(

P
(

P(ω)
)

)

≈ 22
2ℵ0

= i3.

(b) Sonsuz κ için κκ = 2κ, dolayısıyla verilen küme

{i5,i6,i7,i8, . . . }

olur ve supremumu iω olur.


