Egzersizler
MATH 111

29 Aralik, 1998
Ali Nesin

1. x ve y iki kiime olsun. x =y ancak ve ancak Vz (x € z = y € z) oldugunu
gosterin.

2. Eger X asagidaki ozellikleri sagliyorsa X’e < iligkisi tarafindan yarisirah
denildigini hatirlayn;
a. Her x € X i¢in, x <x.
b.Her x,y,ze Xigin,eger x <y vey<zise, ozaman x < z.
<iliskisi X ’1 yar1 siralasin.
2i. X {lizerinde asagidaki gibi tammmlanan = iligkisinin X iizerinde denklik iliskisi
oldugunu gosterin.
x=ysx<yandy<x
[x], = iligkisine gore denklik siniflarini temsil etsin.
2ii.
Xl £ [yl & x<y
2iii. Z nin X/= kiimesini iyisiraladigini gosterin.
2iv. Z yarisiralamasinin asagidaki 6zelligi sagladigini gosterin.

[x] = [y] & [x] £ [y] and [y] £ [x]



Math 111
Vize 2
Subat 1999
Ali Nesin

Ipucu: Sorularin goriiniimiinden korkmayin.
I. Kombinatronik.
Verilen bir n dogal sayist i¢in, n! sayisimi tiimevarimla asagidaki gibi
tanimlayalim:
0l=1
nm+D!'=nln+1)

!
0 <k < ndogal sayilar i¢in , (Z) = % tanimini yapalim.

1 (n) (n)_(nﬂ) lisini ebster
S AV AV W esitligini gosterin.

L.2. (Z) sayisinin bir dogal say1 oldugunu kanitlayin.

I.3. Biitiin n dogal sayilar1 ve x ve y kesirli sayilari i¢in,

x+y)'= ZZ:O(ijky”_k

Esitligini kanitlayin.

I1. Logaritmik Sabit e

IL.1. Ustten sinirlt artan bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu gosterin.

IL.2. Yeterince biiyiik n ler igin n! > 2" oldugunu gosterin.

IL.3. 1.3 ve I1.2°den yola ¢ikarak a, = (1+1/n)" dizisinin tstten sinirli oldugunu
gosterin. (Ustsinir: 2 + 19/24).

I1.4. a, = (1+1/n)" dizisinin n > 1 icin artan bir dizi oldugunu gosterin. (ipucu:
flk olarak (x — 1)" > x" — nx" ™! esitsizliginin x > 1 icin dogru oldugunu gosterin. Daha
sonra a, - | < a, oldugunu gosterin).

IL5. a, = (1+1/n)" dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna varin.

I11. Sonluluk

Sonlu olmanin 4 farkli tantmini verecegiz.

Eger X kiimesiyle bir dogal say1 arasinda birebir bir esleme varsa bu X
kiimesine 1-sonlu denir.

Eger elemanlar1 X kiimesinin altkiimelerinden olusan bos olmayan her
kiimenin (altkiime olma iligkisine gore) maksimal elemani varsa, X’e 2—sonlu
denir.

Eger elemanlar1 X kiimesinin altkiimelerinden olusan bos olmayan her
kiimenin (altkiime olma iliskisine gére) minimal elemani varsa, X’ e 3—sonlu denir.

X kiimesiyle X’in 6zalt kiimelerinden herhangi biriyle arasinda birebir bir
esleme yoksa X’e 4-sonlu denir.

II1.1. 2-sonlu olmakla 3-sonlu olmak arasinda fark olmadigini gosterin.

ITL.2. Bir dogal saymin 2-sonlu oldugunu gdésterin.

II1.3. 1-sonlu kiimelerin 2 ve 3-sonlu oldugunu gosterin.

I11.4. 2 veya 3-sonlu bir kiimenin 4-sonlu oldugunu gosterin.

IIL.5. Dogal sayilar kiimesi N’nin hi¢bir i = 1, 2, 3, 4 i¢in i-sonlu olmadigini
gosterin.



IIL.6. Her dogal saymin i =1, 2, 3, 4 icin i-sonlu oldugunu gosterin.



Math 111
Midterm 3
April 1999

Ozlem Beyarslan - Ali Nesin

1. Eger X kiimesinin her eleman1 X'in bir altkiimesi ise X kiimesine tam denir.

1a. Sonsuz sayida tam kiime ornegi veriniz.

1b. A tam bir kiime ise NA ve UA kiimelernin de tam kiimeler oldugunu
gosteriniz.

lc. X tam bir kiime ise X U {X} kiimesinin de tam oldugunu gosteriniz.

1d. X bir kiime olsun. X, = X ve X,,;1 = X,, U (UX,,) olarak tanimlansin. X, =

L%X” olsun. X, toplulugunun bir kiime oldugunu varsayarak, X, kiimesinin X

kiimesini eleman olarak iceren en kii¢iik kiime oldugunu gosterin.
1f. Diyelim ki {x} tam bir kiime, x hakkinda ne soyleyebiliriz ?

2. X U {X} = X ise X hakkinda ne sdyleyebiliriz?

3. Eger her farkli iki x, y elemani i¢in ya x € y yada y € x oluyorsa X kiimesine
€-baglantili denir.

3a. Sonsuz sayida € -baglantili kiime 6rnegi verin.

3b. e-baglantil1 bir kiimenin altkiimelerinin de € -baglantili oldugunu gosterin.

3c. X e-baglantil ise X U {X} 'nin da € -baglantili oldugunu gosteriniz.

3d. {x} e-baglantili olsun, x hakkinda ne sdyleyebiliriz?

4. Diizenlilik postulati, bos olmayan her A kiimesinde, A N x = & esitligini
saglayan bir x elemaninin varligini syler.

4a. Diizenlilik postulatin1 kullanarak hicbir kiimenin kendi kendisinin elemant
olamayacagini gosterin.

4b. Diizenlilik postulatin1 kullanarak x € y ve y € x kosulunu saglayan iki kiime
olamayacagini gosterin.

4c. A c A x Aise A= oldugunu diizenlilik postulat1 kullanarak gosterin.



Siav

Kiimeler Kurami (Math 111)
Mayis 5,1999
Ali Nesin — Ozlem Beyarslan

Genel Ipucu: Resim cizin.
X kiimesi tizerine tammmlanmis < ikili iligkisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa X’e
daha dogrusu (iXi, <) ¢iftine iyisirah kiime denir:

1)

ii)
iii)
1v)

I

IL.

I11.

IV.

VL

VIIL
VIII.

IX.

Her x, y, z € Xi¢in, eger x <y ve y < zise 0 zaman x < Z.

Her x € X i¢in, —(x < x).

Her x, y € Xicin, yax<yyadax=yyaday<xdogrudur.

X in bos olmayan her altkiimesinin bir en kii¢iik eleman1 vardir.

kiimesini X’in {y € X: y < x} altkiimesi olarak tanimlayin. ¥ < X olsun.
Su iki kosulun esdeger oldugunu kanitlayin:

a) Birxe Xicin Y =10, x).

b) Hera e Yigin,eger b<aise ozamanb € Y.

X 1yi siralanabilir bir kiime olsun. Y, X ’in herhangi bir altkiimesi olsun.
Y ’nin de iyisiralanabilir oldugunu gosterin.
X iyisiralanabilir bir kiime olsun. Y herhangi bir kiime olsun. Eger Y’ den
X’e giden birebir bir fonksiyon varsa Y’nin de iyisiralanabilir oldugunu
gosterin.
Iyisiralanmis bir kiimenin bos olmayan herhangi bir altkiimesinin en
biiytik eleman1 oldugu dogru mudur?
X, < iligkisiyle iyisiralanmis bir kiime olsun. y ¢ X ve ¥ = X U {y}
a<'bancak ve ancakae XA ((be X Aa<b)vb=y).

Va. < iliskisinin Y’yi iyisiraladigin1 gosterin.

Vb. Y ’nin en biiyiik eleman1 oldugunu gésterin.
< 1ikili iligkisi X ’1 iy1 swralasin. w: X — X swralamayi-koruyan bir
fonksiyon olsun, yani her x, y € X i¢in, x < y ancak ve ancak 7(x) < ®(y)
ozelligini saglasi. Her x € X i¢in, x < 7(x) oldugunu gosterin. (yani ya x
< T(x) ya da x = 7(x) olmalidir.).
Siralamayi koruyan bir fonksiyon birebir olmak zorunda midir?
< ikili iligkisi X’ iyisiralasin ve x € X olsun. Z = [0, x) olsun. X’ten Z’ye
giden ve siralamayi1 koruyan bir fonksiyon olmadigini gosterin.
< ikili iligkisi X1 iyi siralasin. @(x) bir formiil olsun. Her x € X icin, eger
her y < x icin @(y) dogruysa, o zaman @(x) Onermesinin de dogru
oldugunu varsayin. Her x € X i¢in, @(x) oldugunu gosterin.



Ordinaller
Yaz Vizesi 11
15Haziran, 1999
Ali Nesin

Giris: X bir kiime ve < iligkisi X {izerinde bir tamsiralama olsun.
X’in bos olmayan her altkiimesinin bu siralamaya gore bir en kiiciik
eleman1 varsa (X, <) siralamasina iyi-sirali denir. Yani X’in bos
olmayan her A altkiimesi i¢in A’daki her a icin m < a 0zelligini
saglayan bir m € A varsa X iyisiralidir. Dogal olarak, verilen bir A icin
boyle bir m tektir.

Iyisirali  bir kiimenin altkiimelerini X’in  siralamasiyla
lyisiralayabiliriz.

Eger (X, <) sirali bir kiimeyse ve x € X ise,

s(x)y={ye X:y<x}

tanimini yapalim. (x in baslangic dilimi)

X bir kiimeyse, X* = X U {X} olarak tanimlanir. Temellendirme
Beliti’ne gore X, X © kiimesinin 6zaltkiimesidir.

1. X’in iyisiralh bir kiime oldugunu varsaym. X"y1 X’in
siralamasini genisleterek siralayin ve X’in kendi elemanlarindan daha
biiyiik oldugunu varsayin (yani X’i X’in en sonuna koyun). X"’nin da
tyisirali bir kiime oldugunu gosterin. (3 pts.)

2. (Iyisirah Kiimelerde Tiimevarim) (X, <) tyisirali bir kiime
ve her x € X i¢in, eger s(x) € A ise, 0 zaman x € A 0zelligini saglayan
bir A < X olsun. A = X esitligini gosterin. (5 pts.)

3. X ve Y iki iyi siral1 kiime olsun.

A=XXx{0})u((¥Yx{1}) olsun.

A’y1 asagidaki gibi siralayalim:
X teki her x; ve x; igin ve x; < xy ise (x1, 0) < (x2, 0)
Y deki her y; ve y; i¢in ve y; < yaise (v, 1) < (y2, 1)
herxe Xveye Yicin(x,0) < (y, 1)

Yukaridaki iligkinin A’y1 1yi siraladigim gosterin. (4 pts.)

Bir ordinal, her x elemani i¢in x = s(x) esitigini saglayan bir
iyisiralamadir. Demek ki bir ordinal € iliskisiyle iyisiralanmis bir
kiimedir:

Her B, Y€ ai¢in, < 3 ancak ve ancak y e .

4. J’nin bir ordinal oldugunu gosterin. (2 pts.)

5.Eger a # < bir ordinalse, o zaman & € a ve & nin O nin en
kiiciik elemani oldugunu gosterin . (7 pts.)

6. Eger o bir ordinalse ve § € o ise, o zaman §  o. (2 pts.)



7. Bir ordinalin her elemaninin bir ordinal oldugunu gosterin.
(2pts.)

8. Eger o bir ordinalse, o zaman o da bir ordinaldir. (2 pts.)

9. o bir ordinal ve B € aolsun. YaB "€ ayadaf "=«
oldugunu gosterin. (8 pts.)

10. 3’iincii soruda X = o ve Y =1 = {0} olarak alin. A iyisiral
kiimesinin ®" ordinaliyle izomorfik oldugunu gosterin yani A’dan
®"ya swralamayr koruyan birebir ve Orten bir esleme oldugunu
gosterin. (4 pts.)

11. 3’iincii soruda X =1 = {0} ve Y = o olarak alin. A iyisirali
kiimesiyle @ nin izomorf oldugunu gosterin; yani A’dan ®’ya giden
siralamaya saygi duyan birebir ve Orten bir esleme oldugunu gosterin.

(4 pts.)

12. o, B ordinal olsun. o < 3 yada o =3 ya da B < o oldugunu
gosterin (18 pts.)

13. Bir ordinallerin kiimesinin birlesiminin bir ordinal oldugunu
gosterin. (3 pts.)

14. o ve B iki ordinal olsun. f: oo — [ artan bir fonksiyon olsun.
Eger f Ortense, o zaman o = 3 ve f ’nin birim fonksiyon oldugunu
gosterin. (18 pts.)

15. Her iyisirali kiimenin bir ordinale izomorf oldugunu
gosterin. (18 pts.)



Kiimeler Kuram
Yaz Odevi
18 Haziran, 1999
Ali Nesin

1. o ve B iki ordinal olsun. Eger o ve P iyisirali kiimeler olarak
izomorfiklerse, o zaman o = 3.

2. Her ordinal kiimesinin elemanm1 olma iliskisiyle iyisiral
oldugunu gosterin.

3. X ve Y iki kiime olsun. X’ten Y’ye ya da Y’den X’e giden
birebir bir fonksiyon oldugunu gosterin. (Ipucu: Secim Aksiyomu
olmadan bu sonu¢ yanlistir , bu yiizden kanmtimzda Se¢im
Aksiyomu’nu agik¢a ve kesin olarak kullanmaniz gerekir.).

4. Kendisinden bir 6nceki ordinal olmayan ve 0 olmayan bir o
ordinaline limit ordinal denir. Yani B* = o esitligini saglayan bir B
yoksa o limit ordinaldir. @'nmin en kiigiikk limit ordinal oldugunu
gosterin. Ondan sonraki en kiigiik limit ordinal nedir?

5. X ve Y iki kiime olsun ve f: X — Y Orten bir fonksiyon olsun.
f° g = Idy esitligini saglayan bir g : ¥ — X birebir fonksiyonunun
oldugunu gosterin.

6. Eger A bir limit ordinalse, o zaman her o ordinali i¢in o +
A’nin limit ordinal oldugunu gosterin.

7. Her o ordinali igin, o« < B ve o’dan PB’ya higbir orten
fonksiyon yoktur 6zelligini saglayan [ ordinalinin oldugunu gosterin.



Ordinal Aritmetigi
Yaz Vizesi 111
18 Haziran, 1999
Ali Nesin

o ve P iki ordinal olsun. a’nin sonuna [’nin elemanlarini
koyarak (o0 X {0}) U (B x {1}) kiimesini iyisiralayin. Her kiimede
oldugu gibi, bu yeni iyisirali kiilme bir ve tek ordinale izomorftur bu
ordinale o + B diyecegiz.

Asagida a, B, y rastgele ordinaller olarak se¢ilmistir.

1.LO+oa=0+0=0aveda+1=o" oldudunu gosterin.

2.Egera>mven e wise n+ o= o oldugunu gosterin.

3. Eger B < aise o zaman P + 7 = « esitligini saglayan 7y larin
oldugunu gosterin.

4. Eger o + B = o + 7y esitligini saglayan bir o varsa, 0 zaman
B =y oldugunu gosterin.

5. Kesin bir kanit vermeden neden oo + (B +y) = (o + B) + ¥
esitliginin dogru oldugunu sdyleyin.

o ve P iki ordinal olsun. o X [ kiimesini asagidaki gibi siralayin:
(a,b) < (d’, b’) ancak ve ancak b <D’ veya(b=b"vea<a).
Bu ters alfabetik siralamadir. Bu bir iyisiralamadir ve bu yiizden tek
bir ordinale (af3) izomorfiktir.
Asagida, o, B, y rastgele ordinaller olarak segilmistir.

6. 00 =0a =0 ve la=al = a esitliklerini gosterin.

7. 20 = ® oldugunu gosterin.

8. ®ww # ® oldugunu gosterin.

8. alf +7v) =af + ay ve aBy) = (af)y esitliklerinin dogru
oldugunu gosterin. (a0 + B) Y= af + By esitliginin her zaman dogru
olmadigini gosterin.

9. a, B ve A ordinalleri i¢in

o =1
o = o o
o = Ua'B eger A limit ordinalse
B<
olarak tanimlayin.

0“=0 ve 1% =1 oldugunu gosterin.

10. 2° = ® oldugunu gosterin.

11. o 7 = of of ve (0P)" = o esitliklerinin her zaman dogru
oldugunu gosterin. (o)’ = o B’ esitlifinin her zaman dogru
olmadigini gosterin.



Math 111 (Kiimeler teorisi)
Final sinavi (Sirali kiimeler {izerine)
Haziran 2001
Ali Nesin

Vx —(x < x)
VxVyVz(x<yAy<z)—>x<2)

Reel sayilar kiimesi R ve onun (Q, Z, N, Q°, R™ gibi) altkiimeleri (dogal
siralamayla siralanmis) sirali kiilmeler olarak incelenecek.

S herhangi bir kiime ise onun tiim altkiimeleri kiimesi (S) ile gosterilecek. ()
kiimesini i¢indelik iliskisiyle siralanmis olarak ele alacagiz.

(X, <) siral1 bir kiime olsun. A, X in bir altkiimesi olsun. Eger X’in her x < y
elemanlari i¢in x < a < y olacak sekilde bir a € A varsa, A’ya X te yogun denir.

1. “Yogun olmak™ sirali kiimeler arasinda gecisken bir iligki midir? Bagka bir deyisle, eger
AcBc CcXiseveA, B’de yogunsa ve B de C’de yogunsa A, C’de yogun mudur?

2. {x/lye Q:x,ye Z aralarinda asal ve y tek say1} kiimesi Q’da yogun mudur?
3. Bir sirali kiimenin iki yogun alt kiimesinin kesisiminin de yogun oldugu her zaman
dogru mudur?

Siral1 (X, <) kiimesinden sirali (Y, <) kiimesine giden f morfizmasi tim a, b € X i¢in

a<b < fla) <f(b) kosulunu saglayan, X den Y ye giden bir fonksiyondur.

X = Y durumunda, birebir ve 6rten bir morfizmaya otomorfizma denir. Ornegin, birim
fonksiyon her zaman bir otomorfizmadir.

3. Bir otomorfizmanin tersi yine bir otomorfizmadir, gosterin.

4. ki morfizmanin bileskesinin de bir morfizma oldugunu gosterin.

5.ave b e Q olsun. @,,,(x) = ax + b seklinde tanimlanan @,,, : Q — Q fonksiyonunun
morfizma olabilmesi i¢in a ve b lizerine konulacak gerek ve yeter kosullar nelerdir? @,,, © @4
fonksiyonu hesaplayin: Oyle e ve frasyonel sayilart bulun Ki @, © @pg. = @, Olsun,

11.7: Q° — Q fonksiyonunu

~1/q, O 1
f(q)=( 4. Teas

olarak tanimlayalim. f ‘nin birebir bir morfizma oldugunu gosterin.

12. f, X siral1 kiimesinin bir otomorfizmasi olsun. X’in bir minimal eleman1 oldugunu
varsayalim, bu elemana a diyelim. O zaman f{a) da X in bir minimal eleman1 oldugunu
gosterin.

13. f, X in bir otomorfizmasi olsun. X’te {x € X : a < x} kiimesi tek bir elemandan olusacak
sekilde bir a eleman1 oldugunu varsayalim. f{a) 'nin da ayn1 ozellige sahip oldugunu gosterin.

qg—2, 1>g¢q



14. ©(2)’nin tiim otomorfizmalarini bulun.(Burada 2 = {0, 1} dir.)

15. ©(3)’lin tiim otomorfizmalarini bulun.

16. S bir kiime ve f de S’den S’ye giden birebir ve rten bir fonksiyon olsun.
Qr: $(S) = $(S) fonksiyonunu @A) = f(A) ile tammlayalim. @;, % (S)’nin bir

otomorfizmasidir, gosterin. @ o @, nedir? Tersine, (S) nin herhangi bir otomorfizmasinin §
nin birebir, orten bir fonksiyonu i¢in @;formunda oldugunu gosterin.

17. (X, <) 1y1 siralanmus bir kiime olsun. Herhangi f: X — X morfizmasi her x € X i¢in
f(x) > x esitsizligini saglar, gosterin.

18. N’nin tiim otomorfizmalarini1 bulun.
19. Z’nin tiim otomorfizmalarini bulun.

20. Z’den Z’ye tamimlanmis otomorfizma olmayan bir morfizma bulun.

Orten bir morfizmaya izomorfizma denir. Eger iki sirali kiime arasinda bir izomorfizma
varsa bu iki kiime izomorfiktir, denir.

21. 7 ve Q izomorfik midir?

22. R* ve R izomorfik midir?

23. R™ ve R izomorfik midir?

24. (0, 1) agik araligr ile R izomorfik midir?

25. Q’nun sayi1lamaz sonsuzlukta otomorfizmasi oldugunu gosterin.

26. N x N kiimesini su sekilde siralayalim: (x, y) < (z, 1) & (x<zvey <) (O zaman, <
esitsizligi (x, y) < (z, 1) & (x,y) <(z, 1) ve (x,y) # (g, t) olarak tamimlanir). ol(x, y) = (3, x) ile

tanimlanan o : N XN — N X N fonksiyonu N X N nin bir otomorfizmasidir. N X N nin
otomorfizmalarinin sadece Idy ve o oldugunu gosterin.

27. 7 x 7’yi yukaridaki gibi siralayalim. a, b € Z olsun. T,,(x, y) = (x + a, y +b)
ile tanimlanan t,, fonsiyonunun Z X Z nin bir otomorfizmasini tanimladiginigosterin.

Aut(Z x Z) , Z X Z nin otomorfizmalarinin kiimesi olsun. o yukaridaki gibi
tantmlanmis iken

AWZ X Z)={T.p:a,be Z} U {aoTy,:a,be 7}

oldugunu gosterin.



Math 111
Telafi Sinavi

Ali Nesin
Ocak 2004

Onemli not. Ya tiirkce ya Ingilizce yazin ama her iki durumda da tam
ciimleler kurun. Noktalamaya dikkat edin. <, =, 3,V gibi semboller kullan-
mayin. Bu sembollerin her kullanimi i¢in 1 puan kiracagim. Cevaplarinizi aciklayin
ama gereksi metinler yiiziinden not kiracagim. Acgiklanmamig bir cevap dogru
olsa bile 0 puan alacaktir.

e o7e

X x X’in bir altkiimesidir.
X tzerindeki bir R iligkisine eger her z, y, z € X i¢in (z,y) € Rve (y,z) € R
oldugunda (z, z) € R oluyorsa gegisken denir. .

i.

ii.

iii.

1v.

Agagidakilerden hangileri herhangi bir X kiimesi {izerinde gegigsken bir
iligki tamimalr? Agiklayin. (0 ya da 4 puan)

i. X x X.

ii. 0.

iii. {(z,z): 2z € X}.

iv. {(z,y) € X2 : 2 # y}.

Asagidakilerden hangileri N tizerinde gecisken bir iligki tanimlar? Aciklayn.
(0 ya da 4 puan)

i. {(z,y) € N?:5 béler x — y}.

ii. {(x,y) € N?:5 boler x + y}.

iii. {(z,y) eN?:5> 2 —y}.

iv. {(z,y) eN?: 12 < 2 — y}.

X iizerinde gecigken iligkilerden olugan bir kiimenin kesigiminin de gecigken
oldugunu gosterin. (4 puan)

X iizerinde herhangi bir R iligkisini iceren tiim gegisken iligkilerin kesigimi
RYnin R’yi igeren en kiigiik gegigken iligki oldugunu gosterin. (10 puan)

R ve S iki ikili iligkiyse (RN S)! € R N S? oldugunu gosterin. (8 puan)



vi. R ikili bir iligki olsun. Bu kiimenin
{S:=(r,y) e X?:Fx=vy1, ¥2,...,yn =y € X Oyle ki
(yisyi+1) € Rforalli=1,...,n—1}

R’yi igeren gecisken bir iligki oldugunu gosterin. Buradan R! = S sonucuna
ulagm. (10 puan)

vil. Genel olarak (RN S)! # R' N S* oldugunu kamitlaym. (5 puan)

IT. Kismi Siralamalar. X iizerindeki bir < iligkine eger su kosullar: sagliyorsa
bir kismi siralama denir: ((z,y) € < yerine xz < y yaziyoruz),

PO1. Antiyansima. Her z € X i¢in z £ z.
ve
PO2. Gegigkenlik. Her z, y, z € X icin eger x < y ve y < z ise x < z.

Eger x < y or x = y ise z < y yazacagiz.

(X, <) kismi sirali bir kiime ve A C X olsun. Bir v € X elemanima eger
her a € A i¢in a < u kogulunu saghyorsa A'min bir iist sinir1 denir. Bir v € X
elemanina eger i) v, A'nin bir iist simriysa ve ii) A'nin her iist siir1 u igin eger
u < v ise u = v kogulu saglaniyorsa A'nin bir en kiigiik iist sinir1 denir.

dhaéi®&kosgullar saglayan birer (X, <) kismi siralamasi ve A kiimesi bulun.
i. A’nin bir en kiigiik tist smir1 var ve A’da degil.
ii. A’nin tam iki en kiigiik {ist sinir1 var.
iii. A'min en kiiclik tist sinir1 yok.
iv. A'nin A’da olan bir en kii¢iik iist sinir1 var. (4 puan)
ii. (X, <) bir kismi sirali kiime olsun ve A da X’in bir altkiimesi olsun. A’nin

gene A’da olan bir en kiiglik {ist sinir1 oldugunu varsayalim. Bu durumda
A’nin sadece bir en kiiglik iist sinir1 oldugunu gosterin. (2 puan)

ili. (X, <) bir kismi sirali kiime olsun. X’in herhangi bir elemaninin (’in bir
st siur1 oldugunu gosterin. (2 puan)

iv. (X,<) bir kismi swrali kiime olsun. (’nin bir en kiigiik iist sinir1 varsa
(X, <) hakkinda ne sOyleyebilirsiniz? (2 puan)

v. U bir kiime ve X = p(U) olsun. X’i kapsamayla siralayalim. Bunun X
tizerinde bir kismi siralama oldugunu gosterin. (2 puan) X’in her altkiime-
sinin bir en kiiciik {ist sinir1 oldugunu gosterin. (5 puan)



vi. (X, <) bir kismi sirali kiime olsun. Diyelim ki her a, b € X i¢in {a,b}
kiimesinin bir tek en kiigiik iist sinir1 var. a V b bu en kiiclik ist siniri
gostersin.

i. Bu 6zelligi saglayan sonsuz bir kismi sirali klime 6rnegi verin. (2 puan)

ii. KAnitlayimn ya da tersini kanitlayin: (aVb)Ve = aV(bVe) hera, b, c € X
icin. (10 puan)

ITII. Dogrusal siralamalar. Bir kismi siralamaya eger PO1 ve PO2’den
bagka
PO3 Herz,y € X icinyax < y yaz =y ya da y < x dogrudur
ozelligini saghyorsa dogrusal siralama denir.

i. Eger (X, <) dogrusal siralamaysa ve A, X’in en kii¢iik tist sinir1 olan bir
altkiimesiyse, bu altkiimenin tek oldugunu kamtlaym. (4 puan)

IV. iyi sirali kiimeler. Eger bir dogrusal (X, <) siralamasinin her bog ol-
mayan altkiimesinin bir minimal elemani varsa (X, <) siralamasina iyi siralama
denir.

i. Sonlu ve sonsuz iyi sirali kiime 6rnekleri verin. (2 puan)
ii. X =Nx{0}UN x {1} olsun. X {izerinde < iligkisini soyle tanimlayalim:
her z, y € N igin

(x,0) < (y,0) ancak ve ancak z <y
(x,1) < (y,1) ancak ve ancak z <y
(x,0) < (y,1) hep dogru
i. (X, <) dogrusal sirali m1? (2 puan)
ii. (X, <) iyi sirali mu? (2 puan)
iii. {1/n:n e N\ {0}} dogal siralamasiyla iyi sirali mi? (2 puan)
iv. {1/n:n e N\ {0}}U{0} dogal siralamasiyla iyi sirali m1? (2 puan)
v. Maksimal elemanlh sonsuz bir iyi siralama bulun. (4 puan)

vi. Iyi siral bir X kiimesinde bog olmayan altkiimelerin minimal elemanlarim
tek oldugunu gosterin. (2 puan)

vii. Her bosg olmayan iyi sirali kiimenin tek bir minimal eleman: oldugunu
gosterin. (2 puan)

viii. (X, <) iyi sirall bir kiime olsun. X’in en fazla bir elemani diginda tiim
x elemanlarinin su 6zelligi sagladigin1 gosterin: “Oyle bir y var ki z < y
ve her z igin eger x < z ise y < 2”. (5 puan) Bdyle bir y’nin varsa tek
oldugunu gosterin. (3 puan)



Math 111
Final
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1. X bir kiime ve R de X iizerine tamimlanmus ikili bir iliski olsun. Her x, y € X icin

XRy=>x=y

Onermesini saglayan X tizerinde en kiiciik bir denklik = bagintis1 oldugunu kanitlayin.

2. (X,))n, X kiimesinin altkiimelerinden olusan bir dizi olsun. liminf X, ve limsup X,
kiimelerini soyle tanimlayalim: a € X i¢in

a € liminf X,, & Oyle bir ng dogal sayis1 vardir ki her n > nypigin a € X, olur.

a € limsup X, < her ng dogal sayis1 i¢in dyle bir n > ng var ki a € X,, olur.

2i. limsup X, kiimesinin sonsuz sayida n i¢in X,’de olan elemanlardan olustugunu
gosterin. liminf X, kiimesinin sonlu tanesi hari¢ biitiin »’ler i¢in X,,’de olan elemanlardan
olustugunu gosterin.

2ii.

liminf X, = U;[ﬂ::n?{ m)

ve
limsup X, = ﬂn=1 (Um=n Xm )
esitliklerini gosterin.

2iii. X, = {n, n+1, .., 2n} olsun. liminf X,, ve limsup X,, kiimelerini bulun.
2iv. Her n i¢in X,,;; € X, olsun. liminf X, ve limsup X, kiimelerini bulun.
2v. liminf X,, # limsup X, esitsizligini saglayan bir 6rnek verin.

3. R degismeli bir halka olsun. < da R iizerinde bir tamsiralama olsun dyle ki her
X,Yy,Z € Ricin,

a)x<yisex+z<y+z

b)0<xveO<yise0<xy.

Her x, y, z € R icin asagidakideri kanitlayin.

Ji. x<yise -y <—x.

Jil.x<yisex+z<y+2z

Jiii. x<yve 0 <zise xz < yz.
iv.x<yve0=>zisexz=>yz.

Jv.-1<0< 1.

Jviix#0vey#0isexy=0.

3vii. x* 2 0.

3viii. x < 0 ise x, R'de karelerin toplami olarak yazilamaz..
3ix. —1, R'de karelerin toplam1 olarak yazilamaz.

3x. x =2 0 ve x in R’de carpimsal tersi var ise x'>0.

‘x‘ sOyle tanimlansin: |x‘ =xegerx=0ve |x| =-xegerx <0.
3xi. [x| 0.

3xii. xy | = |x] [y].

3xiii. [x+y| < x| + |yl

3xiv.|x—y‘ > | ‘x‘ - |y‘ ‘

dx,y) = |x -y | olarak tanimlansin.
3xv. d(x, y) = 0 ancak ve ancak x = y.



3xvi. d(x, y) = d(y, x).
3xvil. d(x, y) < d(x, 2) + d(z, y).
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Tanimlar:
0=0.

x bir kiime ise, S(x) = x U {x}.
0’1iceren ve icerdigi her x elemani i¢in S(x)’i de iceren bir kiimeye tiimevarimsal denir.
o en kiiciik tiimevarimsal kiimedir, i.e. Biitiin timevarimsal kiimelerin kesisimidir.

1. xvey kiime ise {{x}, {x, y}} nin de kiime oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: x ve y kiime ise {x, y}'nin kiime oldugunu sdyleyen bir aksiyom vardir. x = y
alirsak {x}’in de bir kiime oldugu ¢ikar.Ayn1 aksiyomdan {{x}, {x, y}} bir kiimedir.

2. xvey iki kiime olmak tizere, (x, y) ikilisini {{x}, {x, y}} kiimesi olarak tanimlayalim.
X, Y, Z, t herhangi dort kiime ise (x, y) = (z, t) ancak ve ancak x = z ve y = t oldugunu
gosterin. (7 pts.)

Proof: x =z ve y =tise (x, y) = (z, t) oldugu barizdir.

Diger taraftan, (x, y) = (z, f) olsun. Tanim geregi

{{x} {e, ¥} = {{z}, {z, 1} )

Dolayistyla {x} hem {{x}, {x, y}} hem de {{z}, {z, #}} kiimelerinin eleman1. Yani ya {x}

= {z} ya da {x} = {z, t}. Ik durumda x = z ve ikinci durumda z = ¢ = x.Yani her iki

durumda x = z dir. Geriye y = t oldugunu gostermek kaliyor.
{{x}h {ox, ¥} = {{z}, {z, 1}}

ve {x} = {z}oldugundan, {x, y} = {z, t} olmali. Sonu¢ olarak x = z esitligi y = ¢ esitligini

icin yeterlidir.

3. Xve Y iki kiime olsun ve Z = (o (X U Y)) olsun. (x,y) € Zforallxe Xandy e Y
oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: © (g (X U Y)) kiimeler kuramindaki iki aksiyomdan dolay1 bir kiimedir. x € X ve
XcXuVYise xe Xu Ydir. Aym sekilde ye X U Y.
{x}cXuYve{x,y}cXUY.

Dolayistyla
{xfe pXu)ve{x,yle pXUY).
bundan dolay1
{{xh{xylc pXub).
Bu da bize

{Ixh {xyl e p(p(XUY)) =Z. verir.

4. x e Xvey e Yolacak sekilde biitiin x, y ikililerin bir kiime olusturdugunu gosteriniz.

Bu kiimeyi X X Y ile gosteriyoruz. (7 pts.)
Proof: Bu topluluk {(x, y) € p(pp(X U Y)) : x € X, y € Y} ile ifade edilebilir. Bu
toplulugun kiime oldugunu gostermek icin sinifta verdigimiz 3. aksiyomu kullanacagiz:
“Z bir kiime ve @(z) bir formiilse {z € Z: @(z)} toplulugu bir kiimedir”.
o(x, 1) donermesi

XEUAVI(EU—>T=X)

olsun. O zaman o(x, u) ancak ve ancak u = {x} oldugunda saglanir.



B(x, y, v) Onermesi,
XEVAYEVAVI(teu—(t=xvi=y))
olsun. O zaman da B(x, y, v) ancak ve ancak v = {x, y} oldugunda saglanir.
Y(x, y, ) Onermesi,
Fu v (oux, u) A B(x, y, v) A B(u, v, 2))

olsun bu durumda da Y(x, y, z) ancak ve ancak z = {{x}, {x, y}} = (x, y) oldugunda
saglanir.
®(z) bnermesi,

dxdy(xe XAye YAy, Y, 2)
olsun. @(z) ancak ve ancak bir x € X ve ye Y i¢in z = (x, y) ise saglanir.
Dolayistile {(x,y) € (X UY)):xe X,ye Y} toplulugu

{ze p(PXUY)) :0()}

ile ifade edilebilir. Bu sayede yukarida ifade edilen aksiyomdan dolay1 bu topluluk yani
X X Y bir kiimedir.

5. Birx € wiciny = S(x) kosulunu saglayan biitiin (x, y) ikililerinin toplulugu ® X ®W'nin
bir altkiimesidir. (7 pts.)
Proof: Sadece {(x,y) € ® X ®:y = S(x)} toplulugunun bir kiime oldugunu gostermemiz
gerekiyor. ® X ®’nin bir kilme oldugunu bildigimiz i¢in y = S(x)’1 bir @(z) formiiliiyle
ifade etmemiz yeterli olacaktir.
&(x, y, z) Oonermesi,
Vi(te z¢>texVvtey)
olsun. &(x, y, z) ancak ve ancak z = x U y iken saglanur.
Y(x, y) Onermesi,
dr (oux, 1) A e(x, t,y))
olsun. (burada o onceki sorudaki gibi) Bu durumda y(x, y) ancak ve ancak y = x U {x} =
S(x) ise saglanir.
Demek ki {(x, y) € @ X ®: y=S(x)} toplulugu ayn1 zamanda
{ze @xw:3IxIy (Y(x, y, 2) A Y(x, y)}
ile ifade edilebilir, (burada y 6nceki sorudaki formiil gibidir) ve dolayisiyla da 3’iincii
aksiyomdan dolay1 topluluk bir kiimedir.

6. Hern,me igin egern e misen  m. (7 pts.)

Proof: m iizerine tiimevarim yapalim. Eger m = 0 ise énermenin dogru oldugu barizdir.
Onermenin m.icin dogru oldugunu kabul edelim. n € S(m) =m U {m} olsun. Yan € m ya
dan € {m} olmalidir. Birinci durumda tiimevarim hipotezinden n < m dir ¢iinkii

mc muU {m} = S(m) dir ve bu durumda da n < S(m) elde ederiz. Ikinci durumda da m = n
veyinen=mc muU {m} = S(m) elde edilir.

7. Hern,me icin eger S(n) =S(m) ise yan € mya da n =m olur. (7 pts.)

Proof: S(n) = S(m) oldugunu kabul edelim. Tanim geregi, n U {n} =m U {m} olur. n,

n U {n} kiimesinin bir eleman1 oldugu icin n € m U {m} olmaldir. Dolayisiyla yan € m
yadan e {m} olur. Ikinci durumda n = m elde edilir.

8. S:®— birebir bir fonksiyon oldugunu gosterin. (7 pts.)

Proof: n, m € ® olsun. S(n) = S(m) ama n # m oldugunu kabul edelim. 7. sorudan ya

n € m ya da n = m olmalhdir. Ayrica n € m dir ve 6. sorudan, n < m ¢ikar. Simetriden
dolay1r m < n de gosterilmis olur. Yani n = m dir.



9. S(w) = o \ {0} oldugunu gosteriniz. (7 pts. Note: Burada S(®w), wnun fonksiyon
altindaki goriintiisiidiir.)

Proof: S(n) =n U {n} oldugu i¢in S(n) asla bos olamaz. Diger taraftan hern € m, yan=0

ya da bir m € ®i¢in n = S(m) oldugunu gosterecegiz. Timevarim yapiyoruz. Eger n = 0

ise onermenin dogru oldugu barizdir. n i¢in kabul edelim ve S(n) i¢in gosterelim. Yani

S(n) in bir m i¢in S-imgesinde oldugunu sOylemek istiyoruz. Fakat tabiki S(n) birseyin S

altindaki goriintiisii ki o da n...

10. Hern € wiginn & n. (7 pts.)

Proof: n tizerine tiimevarim yapacagiz. Eger n =0 ise n = ve tabiikin ¢ n. Simdin ¢ n
oldugunu varsayalim ve S(n) ¢ S(n) oldugunu gosterelim.S(n) € S(n) =n U {n} oldugunu
farzedelim. Bu durumda ya S(n) € n ya da S(n) = n olmalidir. Fakat 6. sorudan dolay1 her
iki durumda da S(n) < n olur. Fakat, n € n U {n} = S(n), oldugu i¢in bu n € n olmasini
gerektirir, celiski.

bir siralama tamimladigini gosterin (7 pts.)
Proof: Her n, m, k € ®igin
a) nen
ve
b) ne mveme kisen € k.
Birincisini 10. sorudan ¢ikartabiliyoruz. Simdi n € m € k olsun. 6. sorudan, n € m c k dir.
Dolayist ile n € k olmalidir.

12. Bu siralamanin < bir tamsiralama oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: Asagidaki onsava ihtiyacimiz var.

Onsav: Hern,me ® icinn € miseya S(n) € myadaS(n)=mdir.
Proof: m iizerine tiimevarim yapalim. m = 0 ise ispatlanacak birsey yok. Su andan sonra
m'nin asagidaki onermeyle verilmis oldugunu diistinelim.
Hern e wicin eger n € mise ya S(n) € m ya da S(n) = m olmahidir.

Hern e wicinn € S(m) ise ya S(n) € S(m) ya da S(n) = S(m) olmahdir.
n € S(m) herhangi bir eleman olsun. Ya S(n) € S(m) ya da S(n) = S(m) oldugunu
gostereceiz. n € S(m) = m U {m} oldugu igin ya n € m ya da n = m olmalidir. Ikinci
durumda da S(n) = S(m) dir. Birinci durumda ise, timevarim hipotezinden, ya S(n) € m ya
da S(n) = m ve her iki durumda da S(n) € S(m) dir. Bu, 6nsavin ispatin1 tamamlar.

Simdi
herme wicinyane myan=myadame n
onermesini n iizerine tiimevarimdan gosteriyoruz. Once n = 0 oldugunu diisiinelim ve bir
m € o secelim. m € 0 durumu imkansiz oldugundan aslinda gostermemiz gereken sey
yaO=myadaOe m.
Bunu m iizerine tiimevarim ile ispat edecegiz. m = 0 ise ispat edecek bir sey yok. Diyelim
ki bu m i¢in saglandi, S(m) icin gostermeliyiz. Eger m =0, 0 = m € S(m). Eger m # 0, ise 0
€ m < S(m). Dolayist ile ifade n = 0 i¢in dogrulanms oldu.
Simdi farzedelim ki
hermicinyane myan=myadame n.



Ayn1 6nermenin S(n) i¢in de dogru oldugunu gostermek istiyoruz. Yani her m i¢in ya S(n)
e myaS(n)=myadame S(n).
m €  herhangi bir eleman olsun.Tiimevarim hipotezine gore ii¢ ihtimal var.
ne myan=myadam e n.
Ikinci durumda, m = n € S(n) ve isimiz bitti.
Uciincii durumda, m € n < S(n) ve isimiz yine bitti.
Sadece n € m olan birinci durum kaldi. Fakat bu durumu da zaten lemma ile halletmistik.

13. Bu siralamada o' nmin bos olmayan her altkiimesinin bir en kiiciik elemani vardir. (8
pts.)
Proof: X, ®'nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. X’in bir en kii¢iik elemaninin olmadigin
farzedelim. Oncelikle n iizerine tiimevarim ile
her m <nigin m ¢ X icgin.

n = 0 i¢in bariz bir sekilde dogru. Diyelim ki 6nerme n icin dogru. m < S(n) olsun. m €
S(n) =n v {n} ve yam € n yadam = n. Birinci durumda m < n ve timevarimla m X'in bir
eleman1 olamaz. ikinci durumda eger n, X'in bir elemam olmus olsaydi o zaman n, X'in en
kiicik elemani olurdu. Tiimevarim hipotezinden dolayr n ¢ X de olmak zorundadir..
Dolayisi ile 6nerme ispatlanmis oldu. Simdi X = & ve n € X olsun. Simdi de n < S(n) ise
az Once ispat ettigimiz onerme S(n) i¢in yanlistir, ¢eliski. Dolayisi ile X = &.

14. o’ nin bog olmayan her altkiimesi X icin dyle bir x € X vardir ki x " X = . (8 pts.)
Proof: x, X'in en kiiciik eleman1 olsun. Eger y € x m X ise y de X’in bir elemani1 olur ve
x,'den kiigiiktiir, ¢eliski. Dolayistile x " X = .



Ordinaller Uzerine Sinav
Mart 7, 2010

Yunan harfleri Ordinalleri temsil etmektedir.

1. Eger o < P ordinallerse, o zaman ®* + of = of oldugunu gosterin. Bundan yola
cikarak eger of < yise o zaman ®* + y =y oldugunu gosterin.
2% = w esitligini gosterin.
Eger 1 < o ve B < yise 0 zaman af < o',
o*" = aPa’ oldugunu gosterin.
A bir ordinal olsun. Eger her o0 € yi¢in 6yle bir B € B var ki o < B 6zelligini saglayan
A nin B altkiimesine A da kofinal denir. Eger B A da kofinalse o zaman {0 : B e B}in
of* da kofinal oldugunu ve o* = Ugcp of esitligini gosterin.
6. Asagidaki ordinalleri sadelestirilmis sekilde yazin. Ifadelerinizi kanitlayin.

(@+1)’,

(@+1)’,

(1)’

(@+1)%,

( m+1)(o+1’

(@+1)™,

(00" + o+ 1)°.

R



