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Onsoz

Bu notlar;, MAT 340 kodlu Aksiyomatik Kiimeler Kurami dersi igin ya-
ziyorum. Liitfen hatalar1 bana bildirin.
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1 Giris
1.1 Sayma ve ordinaller

Bir torbada birkag tane satrang tagimiz var, onlar: teker teker g¢ekiyoruz,
ve ayn1 zamanda sayilar diyoruz:

1. piyade (pawn) 3. at (knight) ‘ 5. vezir (queen)

2. kale (rook) 4. fil (bishop) 6. sah (king)
Bu sekilde taglar1 saymus olduk. Sonug olarak 6 tane tagimiz var deriz.

Ama taglar1 belli bir sirada cektik. Bagka bir sira miimkiindii. Taglar:
tekrar cantaya koyup cekiyoruz:
1. piyade 3. vezir ‘ 5. fil
2. at 4. kale 6. sah
Son tasi gekince yine 6 numarasini diyoruz. Her zaman Oyle olacak: her
zaman taglar1 sayimca 6’ya kadar sayacagiz. Ama nasil biliyoruz?

Saymak nedir? Saymanin nesnesi, bir topluluktur (collection).* Bir top-
lulugu saymca aslinda onu siraliyoruz (order).

A bir topluluk olsun, ve R, onun bir siralamasi (ordering) olsun. O
zaman A toplulugunun elemanlar: (elements) veya 6geleri (members)
vardir; ve bu toplulugun tiim b, ¢, ve d elemanlar1 i¢in

1) b R b degil, yani
- bRV

2) bRcvecRdisebRd olur, yani
bRc & cRd = bR,
3) b ve ¢ birbirinden farkliysa ya b R ¢ ya da ¢ R b olur, yani

b=cV bRcV cRb.

*Kiimeler (sets), ozel topluluk olacak.
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Yani R,

(1) yansimasiz veya doniigsiiz (irreflexive),’
(2) gegisli veya gegisken (transitive),* ve
(3) dogrusal (linear) veya tam (total)

bir bagintidir. O zaman (A, R) ikilisi (aslinda seraly ikilisi), bir siradir.
Bu sira, A toplulugunun bir sirasidir.

Simdi A, satrang taglari torbamiz olsun. O zaman A toplulugunun tim
siralari, birbiriyle izomorftur (isomorphic). Yani R ile S, A toplulugu-
nun siralamalariysa, o zaman A toplulugundan kendisine giden Gyle bir
birebir ve 6rten f gondermesi vardir—yani A toplulugunun &yle bir f
permiitasyonu (permutation) veya eslesmesi vardir—ki A toplulugu-
nun tiim b ile ¢ elemanlar1 i¢in

bRc < f(b)S f(c)
denkligi dogrudur. Ama bunu nasil biliyoruz?

Simdi A, pozitif tamsayilar toplulugu olsun. Yani A = N olsun. Bu top-
lulugun aligilmig dogal < siralamasi vardir. Ama bagka siralamalar1 da
vardir. Mesela N toplulugunun 6yle bir R bagintis: (veya iligkisi: rela-
tion) vardir ki toplulugun tiim % ile m elemanlar: igin

kRm < 1<k<mV1=m<k

denkligi dogrudur. Oyleyse R bagintisi, N toplulugunu siraliyor; ashnda
R siralamasi, < sirasi ile hemen hemen aynidir, ancak R sirasina gore
1 elemani, N toplulugunun son elemanidir. O zaman (N, <) ile (N, R),
birbirine izomorf degildir:

<|1, 2 3, ..
R|2, 3, 4, ..

Simdi
ESm << 2|k+m & k<m)V 2tk & 2|m)

olsun. O zaman k& S m ancak ve ancak

TIsik, bir aynadan yansir; ses, bir kayaliktan yansir. Yikanmak fiili, kendi kendini
yikamak 6beginin anlamina gelirse, doniislidiir; yikanima fiilinin anlamina gelirse,
edilgendir [10, 14].

t Kaynatmak fiili geciglidir, ¢iinkii bir nesne ister; kaynamak gecissizdir.
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1) hem k hem m ya tek ya ¢ift, ve k < m, veya
2) k tek ve m cift.

O zaman S bagmtisi da, N toplulugunu siraliyor, ama (N, <) ile (N, .5)
siralari, birbirine izomorf degildir:

\.l\D
JCO
~
~J
~2

1
1

w
ot
N
N

<
S

N toplulugu sayilabilir mi? Normalde, sayarken, sayilar diyoruz. R sira-
lamasina gére N toplulugunu sayinca 1 i¢in hangi sayiy1 diyebiliriz? Yani
yukaridaki ilk tablonun alt satirindaki 1 numarasinin {istiinde, soru igare-
tinin yerine hangi sayiy1 koyabiliriz? Bu say1 w + 1 olacak. Ondan sonra
w + 2, w + 3, vesaire sayilar1 olacak; bunlardan sonra, w + w, yani w - 2,
w - 2 4+ 1, vesaire sayilar1 olacak. Ama N toplulugunun sadece w tane
elemani olacak.

Aslinda kiimeler kuramcilar olarak sayarken, 0’dan baglayacagiz:

1, 2, ..., w, w+1, w+2,
3, 5, ...; 2, 4, 6,

0.
ST,
Burada 0,1,2,3,...; w,w+1, w+2,...; w-2, w-2+1, ... numaralari,
ordinal sayilar veya ordinallerdir. (Her ordinal, bu sirada buluna-
cak.) Ayrica 0, 1, 2, 3, ..., w numaralar1, kardinal (cardinal) sayilar

veya kardinaldirler (bagka kardinaller olacak); ama w + 1, bir kardinal
degildir.

Her kardinal, bir ordinal olacak, ama her ordinal, bir kardinal olmaya-
cak.

Her ordinal, bir kiime olacak; ama baz1 kiimeler, ordinal olmayacak.

Her kiime, bir topluluk olacak; ve her kiimenin her elemani, bir kiime
olacak. O zaman a ile b kiimeyse, ya a kiimesi, b kiimesinin elemanidir, ya
da eleman degildir. Tlk durumda b kiimesi, a kiimesini igerir (contains),
yani a kiimesi, b kiimesi tarafindan igerilir, ve

a€b
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ifadesini yazariz;® ikinci durumda b kiimesi, a kiimesini igermez, ve
agbd
yazariz. Genelde C bir topluluk ise, ya a € C ya da a ¢ C olur.

Bize gore bos bir topluluk—elemanlar: olmayan bir topluluk—vardir,
ve bu topluluk, bir kiimedir. Bu varsayim, Bog Kiime Aksiyomudur
(Empty Set Axiom [21]). Bog kiimenin igareti,

%]
olur. Ayrica a ile b kiimeyse, o zaman Oyle bir kiime vardir ki her ele-

mani, ya a kiimesinin bir elemani, ya da b kiimesinin kendisidir. Bu yeni
kiimenin ifadesi,

a U {b}

olur. Bu toplulugun kiime oldugu, Bitistirme Aksiyomudur (Adjunc-
tion Axiom).Y Burada a bos ise, yeni a U {b} kiimesi,

{b}
olarak yazilir. O zaman agagidaki gibi kiimelerimiz vardir:
o, {2}, {etufle}}, ({etu{{el})u{ietu{{e}}}.
Bu ifadelerin yerine

o, {2}, {2,{2}}, {@,{@},{@,{@}}}

ifadelerini yazabiliriz. Ashinda 0 sayisin1 @ olarak tammlariz, yani

0=0

8Buradaki € isareti, Yunan e (epsilon) harfinden tiirer. Bu harf, o< kelimesinin ilk
harfidir, ve A éoti B ciimlesi, “A, B’dir” (A is B) anlamina gelir. Epsilonun bu
kullanigini, Peano [12] ortaya koymustur.

9Bu aksiyom, Tarski ve Givant [17, p. 223, QIII] kaynaginda bulunur; Ingilizce adi,
Boolos [1, p. 100] kaynaginda bulunur.
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olur. Bu sayi, ilk ordinaldir. Her «a ordinali i¢in bir sonraki ordinal
olacak, ve bu ordinal, o U {a} olacak. Mesela 0’dan bir sonraki ordinal

{0} olacak; yani
1={0}

olacak. Ayrica her a ordinal i¢in
a+l=aU{a}
olacak. Ama bildigimiz gibi
1+1=2, 24+1=3, 3+1=4,
vesaire. O zaman

2=1U{1} =40,1},
3=20{2} = {0,1,2},
4=3U{3} ={0,1,2,3},
vesaire. Boyle tanimlanmig sayilar, von Neumann dogal sayilar: (na-

tural numbers [19]) olur. Bu sayilar, bir toplulugu olugturacak, ve bu
topluluk, w olacak. Yani w, 6yle bir topluluktur ki

1) 0 € w olur,
2) a € wise a+ 1€ w olur, ve
3) w toplulugunun bagka elemani yoktur.

Oyleyse w toplulugunun tanimi, rekiirsif veya dzyinelidir (recursive).

1.2 Ordinaller Hesaplari

Sonsuzluk Aksiyomunall (Axiom of Infinity [21]) gore w toplulugu,
bir kiime olacak. O zaman w bir ordinal olacak, ve bu ordinalin her k&
elemani i¢in w + k kiimesi, bir ordinal olacak.

Ashinda tiim « ile 8 ordinaller igin

«a + B toplamini, « - B ¢arpimini, ve o® kuvvetini

Veya Sonsuz Kiime Aksiyomu [11].
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tanimlayacagiz. O zaman
l+w=w<w+1,
2-w=w<w-2,
(W+1D® =w® < @t
olacak. Aslinda:

e 1+ w toplami,
(0,0,1,2,3,...)

sirasinin ordinalidir, ama w + 1,
(0,1,2,3,...,0)
sirasimn ordinalidir.

e 2. w carpumi,
(0,1,0,1,0,1,...)

sirasinin ordinalidir, ama w - 2,
(0,1,2,3,...,0,1,2,3,...)
sirasinin ordinalidir; ayrica
2-w=2+242+4---,
w-2=wt+w=w+1+1+1+---
olur.

o (w+1)® kuvveti,

(w+ 1% (w+1)3 (w+1)4..0)
dizisinin limitidir, ve

(w+1)?=(w+1)- (w+1)

=(w+1)-w+(w+1)-1
=(w+l+w+l+w+l+)+tw+l
=(w+twtw+-)+tw+1
=w?t+w+l,
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(w+1)° = (w+1)% (w+1)

Wt w+1) (w+1)
wtw+l)w+w+wtl
Wtw+l+wtw+l+o®+o )+l +w+l
=(@W+w+)+Ptw+l

:w3+w2+w+1,

(w
= (
= (
= (

ve genelde
(W+D)"=w"+w" '+ w1
olur.
Ayrica her pozitif « ordinali i¢in 6yle bir ¢ dogal sayisi, ve ag, ..., qg
ordinalleri, ve ay, ..., ay pozitif dogal sayilar1 vardir ki
ag >0 > Qy, a=w ag+-+w* - a

olur. Burada w®°-ag+- - -+ w*-ay ifadesi, o ordinalinin Cantor normal
bicimidir (Cantor normal form). Her pozitif ordinalin tek bir Cantor
normal bi¢imi vardir. Bundan hesaplama kurallar tiireyebilir.

1.3 Kiimeler ve Siniflar

Her topluluk, bir kiime degildir. Ornegin yle bir R toplulugu vardir ki
her elemani bir kiime, ama bu kiime, kendisinin elemani degildir. Yani

R={z:z ¢z}

olur. Burada = degiskeni her zaman bir kiime olacak. Simdi a bir kiime
olsun. Eger a € a ise, o zaman a ¢ R, dolaywisiyla a # R. Eger a ¢ a
ise, o zaman a € R olmali, dolayisiyla a # R. Her durumda R toplu-
lugu, a kiimesi degildir. Yani R, bir kiime degildir. Bu teoreme Russell
Paradoksu denir.

Uygunlugumuz igin her toplulugun her elemani, bir kiime olacak. Bazi
topluluklar, simif olacak. Her kiime, bir siniftir, ancak bazi siniflar; kiime
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degildir. Mesela yukaridaki gibi {z: z ¢ z} toplulugu, bir simftir, ama
gosterdigimiz gibi kiime degildir. Tanima gore her simif,

{z: ()}

bi¢iminde yazilabilir. Burada ¢(z), kiimeler kuraminin mantiginda bir
formiildiir. Eger a bir kiimeyse, o zaman ¢(a) ifadesi, bir climledir.
Her cilimle, ya dogru ya yanligtir. Bir {z: ¢(2)} simifinin elemanlari, 6yle
a kiimeleridir ki ¢(a) ctimlesi dogrudur. Bu simf, ¢(x) formiilii tarafindan
tanimlanir.

Bir ¢(z) formiiliintin bir tek serbest degiskeni vardir, ve bu degigken,
olur. Ancak bir formiiliin birden fazla serbest degiskeni olabilir. Ornegin

Vz(zex & zey)

ifadesi, bir formiildiir, ve serbest degigkenleri, z ile y olur. Bu formiilde z,
baglantili1 degiskendir. Formiil, kiimelerin egitlik bagintisini tanimlar.
Yani a ile b kiimeleri birbirine egittir, ancak ve ancak

Vz(z€a< z€b)

olur, yani elemanlar1 aynidir. Kiime olmayan bir sinifin oldugunu kanit-
larken, bu kurali kullandik. Yukaridaki Vz (z € z < z € y) formiiliiniin
yerine

rT=1Y
ifadesini yazariz. O halde bir {z: x = 2z} siufi vardir, ve bu siuf, tiim
kiimelerin siifidir. Bu siuf, evrensel smiftir, (universal class) ve isa-
reti,

AY

olacak. Ayrica a bir kiimeyse, o zaman bir {z: = € a} smufi vardir, ama
bu smif, ¢ kiimenin kendisidir, yani

a={z:z€a}

olur. Oyleyse, dedigimiz gibi, her kiime, bir siftir.

Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmadan w toplulugunun simif oldugu agik
(apagik, agikar) degildir, ama sif olacak.
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Fakat baz (kiimelerden olugturulmug) topluluklar, sinif degildir. Bu so-
nug, Godel’in Eksiklik Teoremi (Gddel’s Incompleteness Theorem [7])
veya Tarski’nin Dogrulugun Tamimlanamamasi1 Teoremi ( Tarski’s
Theorem on the Indefinability of Truth [16]) gibidir. Bu teoremlerin asil
bigimleri, N toplulugu hakkindadir, ve bu bi¢gimde teoremlerini kanitla-
mak zordur. Fakat bu teoremler, V hakkinda yazilabilir; ve bu bicimde
onlar1 kanitlamak daha kolay olur.

Tiim ordinallerin toplulugu, bir sinif olacak, ve bu sinifin igareti
ON

olacak. Aslinda bu smif, bir a kiimesiyse, o zaman a € ON olurdu, yani
a € a olurdu; ama bu icerme imkansizdir. Sonug olarak ON, bir kiime
degildir. Bu teorem, Burali-Forti Paradoksu [2] olarak bilinir.

1.4 Kardinaller

ON smifinin bir siralamasi vardir, ve bu siralama, i¢erilmedir, yani €
ile gosterilen siralamadir. Se¢im Aksiyomuna (Axiom of Choice [21])
gore, her a kiimesinden bir 5 ordinaline giden bir esleme (yani bir birebir
orten gonderme) vardir. O halde

a~f

ifadesini yazalim, ve a ile 8 kiimelerine eglenik densin [11, s. 82|. Eger
a verilirse, ve a ~ 3 kogulunu saglayan 8 ordinallerinin en kii¢iigii « ise,
0 zaman k, a kiimesinin kardinalidir. Tiim kardinallerden olugturulmusg
topluluk, bir sinif olacak, ve bu smifin igareti

CN

olacak. En kiigiik sonsuz kardinal, w olur. ON smifindan CN sinifina
giden bir
a— N,

gondermesi vardir. Burada
NO = w
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olur, ve
a<f = Ny <Ng

olur, ve her sonsuz kardinal, bir a ordinali i¢in, R, bicimindedir. Iki
kardinalin kardinal toplami ve kardinal ¢arpimi vardir, ve

N, + Nﬁ =N, - NB = Nmax(a,ﬁ)

(daha kesinlikle Rg +card g = Ra ‘card Rg = Npax(a,)) olur. Ayrica
1<k <wise
kE+XN, =k R, =R,

olur.
Genelde siyah harfler, simflar1 gosterecek. Simdi A ile B, smif olsun.

Eger A smifinin her elemani, B simifinin elemaniysa, o zaman A sinifina
B smifinin altsinifi denir, ve

ACB

ifadesi yazilir. Bu durumda B simnifi, A sinifim kapsar. Ayirma Aksi-
yomuna (Separation Axiom [21]) goére, her kiimenin her alt simfi, bir
kiimedir. Simdi, eger ¢(z) bir formiil ise, ve a bir kiimeyse, o zaman Gyle
bir simif vardir ki her elemani, hem a kiimesinin elemanidir, hem de ()
formiiliinii saglar. Bu simif,

{z €a: p(x)}

olarak yazilir. Ayirma Aksiyomuna gore, bu sinif, bir kiimedir. O zaman
bu kiime, a kiimesinin bir altkiimesidir.

Bir a kiimesinin tiim altkiimeleri, bir simif olugturur. Bu siif, a kiimesinin
kuvvet smifidir (power class), ve

Z(a)

olarak yazilir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomuna (Power Set Axiom [21])
gore, bu sinif, her zaman bir kiimedir. Cantor’un Teoremine** gore,
her kiimenin kuvvet kiimesi, kiimeden kesinlikle daha biiyiiktiir, yani kar-
dinali daha biiyiiktiir. Bu teorem,

a< P(a)

**Levy’e 9] gore Cantor, bu teoremi 1892 yilinda yayimladi.

10
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ifadesiyle soylenir.

Eger a ile b, iki kiimeyse, o zaman a kiimesinden b kiimesine giden gon-
dermeler toplulugu, bir kiimedir, ve bu kiime

“b
olarak yazilabilir. O zaman
2= H(a)
olur. Eger « ile A, iki kardinal ise, tanima gore
o)

kuvveti, *« kiimesinin kardinalidir. Eger 2 < x < ) ise, o zaman
2/\ < K/)\ < (2%))\ — 2&-/\ — 2)\

olur; 6zel olarak
WA — oA
olur.

Simdi Z, tamsayilar toplulugu olsun. O zaman
7=~ w
olur, ¢iinkii tamsayilar, sonsuz bir
0,1,-1,2,-2,3,-3,4,...

listede yazilabilir. Ayrica her tamsayi, w kiimesinin elemanlar1 gibi, bir
kiime olarak diigiiniilebilir. Bunu gostermek i¢in, eger a ile b, herhangi iki
kiimeyse, o zaman

(a,b)

swrali ikilisi (ordered pair),

{{a},{a,b}}

kiimesi olarak tanimlanir.'t O zaman n € w ve n > 0 ise, 0 zaman —n
tamsayisi, (0,n) olarak tanimlanabilir.

t1Bu tamim, Kuratowski’nin [8]. Daha 6nce, Wiener [20] daha karmagik bir tanim
verdi.

11
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Bagka yontemle Z toplulugunun her r elemanini, {(x,y) € wxw: z = y+
r} olarak tanimlanabiliriz. Bu tamma gore Z toplulugunun her elemani,
bir denklik simifidir. Ashinda w x w carpiminda Oyle bir E denklik
bagintisi vardir ki

(a,b) E (¢,d) <= a+d=b+c

olur, ve Z toplulugu, w x w/E bélimi olarak tanimlanabilir.

Oyleyse Z toplulugu, bir simftir. O zaman Yerlestirme Aksiyomuna
(Replacement Axiom*) gore Z, bir kiime olmali, ¢iinkii Z ~ w.

Benzer gekilde Q kesirli sayilar toplulugu, 6yle bir Z x Z/F bolimiidiir
ki
(a,b) F (¢,d) <= ad =bc

olur. Aslinda
0~ w

olur, ¢linkii pozitif tamsayilar, 1.1 numarali figiirdeki agag olarak, ve on-
dan sonra bir liste olarak, yazilabilir.

Simdi R, gercgel sayilar toplulugu olsun. Her kesirli sayi, gercel sayi
olarak diigiintilebilir. Ayrica her iki farkh gergel sayimin arasinda bir kesirli
say1 vardir. O zaman R toplulugundan £(Q) kuvvet kiimesine giden 6yle
bir f gondermesi vardir ki her a gergel sayisi igin

fla)={z€Q:z<a}

olur, ve bu génderme, birebirdir. Oyleyse a sayisi, f(a) kiimesi olarak
diisiinebilir, ve R, bir kiime olur. Ayrica

olur. Aslinda

de olur. Ornegin
Z(w) = ©2

#Skolem [15], 1922 yilinda bu aksiyomu tavsiye etti; ayn yilda Fraenkel, benzer bir
aksiyomu tavsiye etmig. Ayrica Cantor’a [3, p. 114] bakimz.

12
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Sekil 1.1 Stern—Brocot Agaci

¢linkii “2 kiimesinden &(w) kiimesine giden bir
f={z:zewA f(z)=1}
eslemesi vardir, ve ayrica “2 kiimesinden R kiimesine giden bir birebir

=2 f(k
fooy 2

k=0

gondermesi vardir. Oyleyse
R Z(w)xR
olur. Sonug olarak, Schr6der—Bernstein Teoremine gore

R~ Z(w)

13
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olur, cilinkii o teoreme gore tiim a ile b kiimeleri igin
axbga = a=b
olur.

Simdi Cantor’un Teoreminden
w <R

olur. Ozel olarak 6yle bir a olacak ki a > 0 ve
R~ N,

olur. Ama « ordinalinin 1 olup olmadigini bilmiyoruz. Kontinii Hipo-
tezi (Continuum Hypothesis), R ~ R; denkliginin dogru olmasidir.

Secim Aksiyomu hari¢ kiimeler kuraminin kullanacagimiz aksiyomlari,
Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir. Aslinda Zermelo'nun verdigi ak-
siyomlar [21], asagidadur.

I. Uzama (23 numarali sayfada).
II. Temel Kiimeler (Elementary Sets): &, {a}, ve {a, b} topluluklar,
kiimedir.
ITI. Ayiwrma (10 numaral sayfada).
IV. Kuvvet Kiimesi (10 numarah sayfada).
V. Bilesim (Union): her a kiimesi igin, |Ja bilesimi de bir kiimedir
(27 numarali sayfaya bakimz).
VI. Se¢im (9 numarali sayfada).
VII. Sonsuzluk (5 numarali sayfada).

(4 numarali sayfadaki Bitigtirme Aksiyomumuz, Zermelo'nun II. ve V.
aksiyomlar:1 tarafindan gerektirilir. Ters olarak Bitistirme ve Bog Kiime
Aksiyomlarimiz, Zermelo’nun II. aksiyomunu gerektirir.) Sonra iki aksi-
yom daha verildi:

VIII. Yerlegtirme (12 numaral sayfada).
IX. Temellendirme (Foundation [15]): Her bog olmayan a kiimesinin
dyle bir b eleman1 vardir ki a Vb = & olur (26 numarali sayfaya
bakiniz).
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-V ile VII-IX numarali aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir.

Secim Aksiyomu, Zermelo—Fraenkel Aksiyomlari, Zermelo—Fraenkel Ak-
siyomlariyla Se¢im Aksiyomu, ve Kontinii Hipotezi sirasiyla

AC, 7F, ZFC, CH
olarak yazilir. Ozel olarak
ZFC =Z7ZF + AC

olur. Goédel’in kanitladig1 teoreme gore ZF tutarliysa (yani ondan bir
geligki gikmazsa), o zaman ZFC aksiyomlar1 da tutarhdir, ve ayrica ZFC
aksiyomlariyla CH tutarhdir. Cohen’in kanitladig: teoreme gore ZF tutar-
liysa, ZF+—-AC aksiyomlar: da tutarlidir, ve ayrica ZFC+—-CH tutarhdir.
(Godel’in ve Cohen’in teoremlerini kamtlamayacagiz.)
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2 Mantik

2.1 Formiiller

Formiillerde kullanacagimiz simgelerin birkag tane tiirii vardir:

1) degiskenler (variables): z, y, x, ...; xq, Z1, T2, ...;
2) sabitler (constants): a, b, ¢, ...; ag, a1, az, ...;*
3) ikili baglayicilar (binary connectives): A, V, =, <;f

) bir birli baglayici (singulary connective): —;
5) niceleyiciler (quantifiers): 3, V;

6) ayraclar (parentheses, brackets): (, );
7) bir yiiklem (predicate): € (epsilon).}

H~

Bir terim (term), ya degigken ya da sabittir. Eger ¢t ile u, iki terim ise, o
zaman
teu

ifadesi, bir boliinemeyen formiildiir (atomic formula). Genelde for-
miillerin tanimi, rekiirsiftir:

1. Boliinemeyen bir formiil, bir formiildiir.
2. Eger ¢, bir formiil ise, o zaman

P

ifadesi de bir formiildiir.

*Bilinen degerler i¢in Latin alfabesinin baglangicindan harflerin kullaniligi, ve bilin-
meyen degerler i¢in Latin alfabesinin sonundan harflerin kullaniligi, Descartes’te
[5] goriintir.

TBazen = ile < oklarinin yerine — ile ¢ isaretleri yazilir. Bunlar1 kalemle yazmak
daha kolaydir. Ama bu notlarda, F': A — B ifadesi, F gondermesinin A simmifindan
B siifina gittiginin anlamina gelecek. Asagidaki 37 numaral sayfaya bakiniz.

tYukaridaki 4 numarali sayfadaki dipnota bakimz.
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3. Eger ¢ ile ¢, iki formiil ise, o zaman

(e AY), (p V), (= 1), (p =)

ifadeleri de, formiildiir.
4. Eger ¢ bir formiil ise, ve x bir degisken ise, o zaman

dx ¢, Yz ¢

ifadeleri de formiildiir.

Formiillerin her tiiriiniin adi vardar:

=

.~ formiili, bir degillemedir (negation).

. (p A ) formiilii, bir birlegsme veya tiimel evetlemedir (conjunc-
tion).

. (V) formiilii, bir ayrilma veya tikel evetlemedir (disjunction).

. (p = @) formiilii, bir karigtirmadir (implication).

. (p & @) formiilii, bir denkliktir (equivalence).

. Jx ¢ formiilii, bir 6rneklemedir (instantiation).

7. Va ¢ formiilii, bir genellestirmedir (generalization).

N

DO W

Bu tiirlerin adlari, ¢ok 6nemli degildir. Fakat asagidaki teorem ¢ok 6nem-
lidir.

Teorem 1. Her formiilin tek bir sekilde tek bir tiri vardar.

Mesela ayni formiil, hem karigtirma, hem érnekleme olamaz: 3z (¢ = 1)
formiilii, karigtirma degil, 6rneklemedir; (3z ¢ = ) formiilii, 6rnekleme
degil, karigtirmadir.

Ayrica (¢ A (3 A 6)) formiilii, tek bakimdan birlesmedir. Ashinda sadece
v ile (¢ A 0) formiillerinin birlegsmesidir. Eger A harfi, ¢ A (v ifadesini
gosterirse ve B harfi, 0) ifadesini gdsterirse, o zaman (A A B) ifadesi,
(o A (¥ A 0)) formiiliinii gosterir; ama tanima gore bu formiil, A ile B
ifadelerinin birlesmesi degildir, ¢linkii A ile B ifadeleri (yani A ile B
tarafindan gosterilen ifadeler), formiil degildir.

Teoremi kamitlamayacagiz. Fakat teoremi kullanarak agagidaki rekiirsif
tanimi yapabiliriz. Bir degigkenin bir formiilde birkag tane gegisi (occur-
rence) olabilir. Mesela V (x € y < x € 2) formiiliinde x degigkeninin iig
tane gegisi vardir (ve y ile z degigkenlerinin birer gegisi vardir).
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1. Boliinemeyen bir formiilde bir degiskenin her gegisi, serbest bir
gegistir.

2. Bir degiskenin ¢ formiiliindeki her serbest gecisi, =, (¢ * ¥), ve
(¢ * ¢) formiillerinde de serbesttir. (Burada = igareti, herhangi bir
ikili baglayicidir.)

3. Eger z ile y, iki farkl degisken ise, o zaman x degiskeninin ¢ formii-
liinde her serbest gecisi, Jy ¢ ile Vy ¢ formiillerinde de serbesttir.

4. 3z @ ile Vx ¢ formiillerinde x degiskeninin hig serbest gegisi yoktur.

Bir formiilde bir degiskenin serbest gegcisi varsa, bu degisken, formiiliin bir
serbest degiskenidir. Serbest degiskeni olmayan bir formiil, bir ctim-
ledir. Ciimleler i¢in o, 7, ve p gibi Yunan harflerini kullanacagz.

2.2 Dogruluk ve Yanlishk

Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degiskeni x ise, o zaman formiil

o(x)

olarak yazilabilir. O halde a bir sabit ise, ve z degiskeninin ¢ formiiliindeki
her serbest gegisinin yerine a konulursa, ¢ikan climle

¢(a)

olarak yazilabilir. Simdi dogrulugu (truth) ve yanhighgi (falsehood)
tanimlayabiliriz:

1. Eger b kiimesi, a kiimesini igerirse, o zaman a € b climlesi dogrudur;
igermezse, yanligtir.

2. Eger o ciimlesi dogruysa, o zaman —¢ degillemesi yanligtir; o yanlig
ise, -0 dogrudur.

3. Eger hem o hem 7 dogruysa, o zaman (o A7) birlesmesi de dogrudur;
o ile 7 ciimlelerinin biri yanhs ise, birlesmesi de yanlhgtir.

4. Eger bir a kiimesi i¢in ¢(a) climlesi dogruysa, o zaman Jx ¢(x)
orneklemesi de dogrudur; hi¢ 6yle bir a yoksa, 6rnekleme yanligtir.

5. (o0 V1) climlesi, =(—o A —7) climlesinin anlamia gelir, yani bu iki
climle ayni zamanda ya dogrudur, ya da yanhstir.

6. (0 = 7) ciimlesi, (-0 V 7) climlesinin anlamina gelir.
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7. (0 < 7) ciimlesi, ((0 = 7) A (7 = 0)) ciimlesinin anlamma gelir.
8. Vx ¢(x) ciimlesi, =3z —¢(z) ciimlesinin anlamina gelir.

Ozel olarak formiillerde V, =, <, ve V simgeleri gerekmez; sadece kolaylik
i¢in kullanacagiz. Ama (o = 7) climlesi dogrudur ancak ve ancak 7 dogru
veya o yanligtir; ve (0 < 7) climlesi dogrudur ancak ve ancak hem o hem
7 ya dogru ya yanligtir. Ayrica Vo ¢(z) dogrudur ancak ve ancak her a
i¢in ¢(a) dogrudur.

Birkag tane daha kisaltma kullaniriz:

1. =t € u formiiliiniin yerine ¢ ¢ u ifadesini yazariz;

2. Bir (¢ * ) formiiliiniin en digtaki ayraglarini yazmayiz.

3. = ile & baglayicilarina gore A ile V baglayicilarina onceligi veririz:
Mesela ¢ A ¢ = x ifadesi, (¢ A ) = x formiiliiniin anlamina gelir.

4. p =1 = x ifadesi, ¢ = (¢ = x) formiiliiniin anlamina gelir.

Bir ¢ formiiliiniin serbest degiskenleri z ile y ise, o zaman formiil

e(z,y)

olarak yazilabilir. O halde a ile b, iki sabit ise, ve x degigkeninin ¢ for-
miiliindeki her serbest gegisinin yerine a konulursa, ve benzer sekilde y
degiskeninin her serbest gegiginin yerine b konulursa, ¢ikan climle

¢(a,b)

olarak yazilabilir.

Genelde ¢ formiiliiniin serbest degiskenleri, bir & listesini olusturursa, o
zaman formiil

(T)
olarak yazilabilir; ayrica

VT o(T), 37 o(7)

ciimleleri yazilabilir. Eger d@, uzunlugun & listesinin uzunlugu olan bir
sabit listesiyse, o zaman

p(a)
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climlesi de gikar. Eger (%) ile ¥(&), iki formiil ise, ve sadece dogrulugun
tanimini kullanarak

VI (p(7) & ()

ciimlesinin dogrulugu kanitlanabilirse, o zaman ¢ ile ¢ birbirine (man-
tiga gore) denktir (logically equivalent). Oyleyse ¢ ile 9 birbirine denk-
tir, ancak ve ancak her a sabit listesi i¢in, dogrulugun tanimina gore

p(d) < ¢(a)
ciimlesi dogrudur. Ornegin, yukaridaki tanimlara gore
© V1 denktir —(=p A =),

© = ¥ denktir ~¢ V 9,

© < ¢ denktir (¢ = ) A (Y = ),
Vz ¢ denktir 3z —¢p.

Teorem 2. 1. Her formiil, kendisine denktir.
2. Eger ¢ ile ¢ denk ise, o zaman v ile @ denktir.
3. Eger v ile v denk ise, ve ¥ ile x denk ise, o zaman ¢ ile x denktir.

Yani

© denktir o,
@ denktir v = 1 denktir ¢,
o denktiry & 1 denktir x = ¢ denktir x.

Kanit. 1. 0 < o her zaman dogrudur.

2. 0 < 7 dogru olsun. O zaman hem o hem 7 ya dogru ya yanlgtir.
Oyleyse hem 7 hem ¢ ya dogru ya yanligtir; yani 7 < ¢ dogrudur.

3. 0 & 7 ve T < p dogru olsun. Eger ¢ dogruysa, o zaman 7 dogru
olmali, ve sonug olarak p dogru olmali, dolayisiyla ¢ < p dogrudur.
Benzer sekilde o yanlig ise o < p tekrar dogrudur. O

Teorem 3.

1. o =Y = x ile o ANp = x denktir.
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2. Eger x degiskeni, ¢ formiilinde serbest degilse, o zaman ¥z (p = 1)
ile p = Vx b denktir.

Kanit. 1. ¢ = 7 = p dogru olsun. Eger o A 7 climlesi de dogruysa, o
zaman hem o hem 7 dogrudur, ve sonug olarak 7 = p dogrudur, ve p
dogrudur. Yani o A 7 = p dogrudur.

Tersi i¢in 0 A 7 = p dogru olsun. O zaman o A 7 yanlig veya p dogrudur.
Yani ¢ yanlig, veya 7 yanlig, veya p dogrudur. Eger o dogruysa, o zaman
7 yanlig, veya p dogrudur, yani 7 = p dogrudur. Sonug olarak ¢ = 7 = p
dogrudur.

2. Vz (0 = ¢(x)) dogru olsun. O zaman her a i¢in 0 = ¢(a) dogrudur.
Sonug olarak o dogruysa, o zaman her a igin ¢(a) dogrudur. Yani o =
Va ¢(x) dogrudur.

Benzer gekilde o = Vz ¢(z) dogruysa Vo (o = ¢(z)) dogrudur. O

2.3 Esitlik

Yukaridaki 8 numaral sayfada dedigimiz gibi ¢t = u ifadesi, Va (z € t &
x € u) formiiliiniin kisaltmas: olarak kullanilabilir. Burada z, herhangi
bir degigken olabilir, ama ¢ ile u terimlerinden farkli olmalidir. Bu tanima
gore

t = u denktir Vo (r € t & = € u).

O zaman
VeVy (z=yeVz(zex e zey)) (%)

ciimlesi dogrudur. Yani tiim a ile b kiimeleri i¢in
a=beVr(xrcaszed)

ciimlesi dogrudur. Bu climle, < simgesinin tanimina gore, iki climlenin
birlegmesidir, ve bu ciimleler,

a=b=>Vr(r€asxed), Ve(r€aszeb)=a=b
olur. O zaman tiim a ile b kiimeleri igin, hem

Ve(reasxeb)=a=Db
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dogrudur, hem de, 3 numarali teoreme gore, her ¢ kiimesi i¢in,
a=bANc€a=ceb

dogrudur.

Bizim igin, (*) ciimlesinin dogrulugu, bir tanimdir. Yani, simgesi € olan
igerilme bagintisi, temel bir bagintidir, ama esitlik bagintisi, yukaridaki
(*) cilimlesini saglayan bir = bagintisidir.

Teorem 4. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in
a=a, a=b=0b=a, a=bAb=c=a=c

ctimleleri dogrudur.

Bu teoreme gore esitlik bagintisi, doniiglii (reflexive), simetrik (sym-
metric), ve gegigli (transitive) bir bagmntidir, yani bir denklik baginti-
sidir (equivalence relation).

Algtirma 1. Teoremi kanitlayiniz.

Teoremin dolayisiyla a = bAb = c¢ ciimlesinin kisaltmasi olarak a = b = ¢
ifadesi yazilir; yani

a=b=cdenktira=bAb=c.

Ik resmi aksiyomumuz su:
AKSIYOM 1 (Esitlik). Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a=bANac€c=beEc

ctimlesi dogrudur.

Bu aksiyomun bagka bigimleri vardir, mesela:

Tiim a, b, ve ¢ kiimeleri igin a = b =-a € ¢ = b € c olur.
Tim a ile b kiimeleri i¢gin Vz (¢ = b= a € x = b € z) olur.
Tim a ile b kiimeleri igin Vz (a =bAa € x = b € x) olur.
Tim a ile b kiimeleri i¢gin ¢ = b = Vx (a € z = b € z) olur.

W b
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5. VaVy (x =y =Vz(x €z=y € 2)) olur.
6. VeVyVz (zx=y=2 € 2=y € z) olur.
7. Ve VyVz (zr=yAz €z=y¢€ z) olur.

Alistirma 2. a = bAVx (a € x = b € x) climlesi, Esitlik Aksiyomundan
kanitlanabilir mi?

Teorem 5. Her o(x) tek serbest degiskenli formiilii i¢in

a=>bAp(a) = p(b) ()

ctimlesi dogrudur.

Kanat. Formiillerin rekiirsif tanimi nedeni ile, tdmevarim kullanabiliriz.

1. Tlk olarak ¢ béliinemesin. Yani o(x), ya ¢ € x veya x € ¢ bigiminde
olsun. O zaman (}) ciimlesi, ya egitligin tamimindan, ya da Esitlik Aksi-
yomundan, dogrudur.

2. Eger ¢, ya ¢ ya da x ise, () dogru olsun. Simdi a = b A (¢(a) A x(a))
dogru olsun. O zaman hem a = b A ¢)(a) ve a = b A x(a) dogru olmali.
Sonug olarak varsayimimizdan hem ¢ (b) hem x(b) dogru olmali, yani
¥(b) A x(b) dogru olmali. Oyleyse ¢, 1 A x ise (1) dogrudur.

3. Son olarak, tiim ¢ igin ¢(x), ¥(z,c) ise, (1) dogru olsun. Simdi a =
b A Jy ¢(a,y) dogru olsun. O zaman bir ¢ i¢in a = b A ¢(a,c) dogru
olmali, dolayisiyla (b, ¢) dogru olmali. Sonug olarak Jy (b, y) dogrudur.
Oyleyse o(z), Iy ¢(x,y) ise () dogrudur. O

Kitaplarin ¢ogunda hem € hem =, temel bagintidir, ve yukaridaki 21
numarali sayfadaki () ciimlesi, tamm degil, Uzama Aksiyomudur?
(Axiom of Extensionality [21]). Bu kitaplarda her ¢(z) tek serbest degiy-
kenli formili i¢in (f) climlesi, bir mantiksal aksiyomdar.

§Veya Kiime Esitligi Aksiyomu [11].
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2.4 Siniflar

Bir ¢(z) formiilii ve bir a kiimesi i¢in ¢(a) ciimlesi dogruysa a kiimesi,
(z) formiiliinii saglar (satisfies). O zaman ¢ formiiliinii saglayan kiime-
ler toplulugu vardir. Bu topluluk

{z: ()}

olarak yazilir, ve ona ¢ tarafindan tamimlanmig simif (class defined
by ¢) denir.

Yukaridaki 16 numarali sayfadaki tanima gore bir degisken veya sabit,
bir terimdir. Daha kesinlikle bir kiime terimidir (set term). Simdi, eger
x degigkeni, ¢ formiiliiniin serbest bir degiskeniyse, ¢ formiiliinii

olarak yazariz. O zaman

ifadesi, bir simif terimi (class term) olacak. Siif terimlerini formiillerde
kullanabiliriz, ama simdilik, sadece € igaretinin saginda. Bir z degigkeni-
nin bir ¢(...y...) formiliindeki serbest gegisi, bir

te{y:p(..y...)}

formiiliinde (hala) serbesttir. Eger x degiskeninin ¢(...z...) formiili-
niindeki her serbest gegiginin yerine a sabitini koyarsak ¢(...a...) for-
mili gikar. Simdi tanima goére

a€{r: p(...x...)} denktir p(...a...).

Bir sabit veya bir {z: ¢(x)} simf terimi, kapali (closed) bir terimdir.
Kapali bir terim, bir kiimenin veya bir sinifin adidir. A, B, C gibi bii-
yiik siyah harfleri kapali sinif terimleri olarak kullanacagiz. O zaman 21
numarali sayfadaki tanima gore

A = B denktirVz (z € A <z € B),
a = B denktir a =Vz (z € a & = € B).

24



18 Nisan 2013, saat 17:35 2.4 Smiflar

Sonug olarak
a={z:z€a}

olur. Yani her kiime, bir sinifa egittir. Ama tersi yanhgtir; bildigimiz gibi
baz siiflar higbir kiimeye esit degildir:

Teorem 6 (Russell Paradoksu). {x: z ¢ x} sumfi, hicbir kiimeye egit
degildir.

Kanat. Bu teoremi zaten 7 numaral sayfada kamitladik. Simdi bir kanit
daha verecegiz. © ¢ x formiilii tarafindan tamimlanmig sinif, A olsun. O
zaman her b kiimesi i¢in

be Asbédd

dogrudur. O zaman Vz (x € A < x € b) climlesi yanhgtir. Esitligin
tanmimina gore b # A olur. O

Simdi sinif terimlerini € igsaretinin solunda kullanabiliriz, ama ¢ikan ciimle
dogru olacag i¢in sif terimi bir kiimeyi adlandirmali:

A € bdenktir 3z (= ANz €D).

Eger Vz (x € A = z € B) dogruysa, o zaman A, B smifinin altsinifidir
(subclass), ve A C B ifadesini yazariz. Yani

A C B denktirVz (z € A =z € B).

Teorem 7.

1. Tim A ile B siniflar i¢in
A =B denktirAC BANB C A.
2. Tim A, B, ve C siniflart i¢in
ACBABCC=ACC

ctimlesi (mantija gore) dogrudur.

Alstirma 3. Teoremi kanitlayiniz.
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2.5 Islemler

Smuflarla birkag tane ikili islem vardir:

ANB={x:z€ ANz € B},
AUB={x:x€ AVz € B},
AAnB={z:(r€eANx¢B)V(z¢ ANz € B)}

={z: ~(zx € A< x € B)}.

Bunlar sirasiyla A ile B smuflariin kesisimi (intersection), bilesimi
(union), ve simetrik farkidir (symmetric difference). Ayrica

A~B={x:z€ ANz ¢ B}
={z: (r€ A=z € B)};

bu sif, A simifinm B smifindan farkidir (difference).
Teorem 8. Tim A ile B siniflary i¢in

AAB=(A~B)U(B-\ A)
=(AUB)~ (AN B).

Algtirma 4. Teoremi kanitlayiniz.
7 numarali teorem sayesinde bir A C B A B C C climlesinin yerine
ACBCC
ifadesini yazabiliriz.
Teorem 9. Tim A ile B simiflar: i¢in
ANBCACAUB, ANBCBCAUB.
Algtirma 5. Teoremi kanitlayiniz.
Smuflarda bir birli iglem vardir:
A ={z:z ¢ A};

bu simuf, A smifinin tiimleyenidir (complement).
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Teorem 10 (De Morgan Kurallari). Tim A ile B siniflar igin
(AN B)° = A°U B, (AU B)° = A°N B°.
Alistirma 6. Teoremi kanitlayiniz.

Icerilme bagmtisini kullanarak birkag tane birli islemi daha tanimlayabi-
liriz:

ﬂA:{x:Vy(yeA@xey)},

UA:{x:Ey(arey/\yEA)},
PA)={x:Vy(yexz=yec A}
={z:z C A};

bunlar sirasiyla A simifinin kesisimi (intersection), bilesimi (union), ve
kuvvet siifidir (power class).

Teorem 11. Ejer a € B ise

(I1Bcac|B

dogrudur.

Algtirma 7. Teoremi kanitlayiniz.

Son olarak 8 numaral sayfadaki gibi
V={z: 2z =z},

ve

g ={x:z #z},
{a} = {w: 2 = a},
{a,b} ={z: z=0aVa =0},
{a,b,c} ={z:x=aVe=>bVa=c}

Buradaki @ siifi, bos simiftir.
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Bu altboliimiin

ANB, A% 2,
AUB, A v {al,
AL B, A | {a,b},
A\ B, P(A), {a,b,c}

ifadeleri, senif terimidir. Her A veya B teriminin yerine bagka bir terimi
koyabiliriz. Zaten bu sekilde (A \ B) U (B ~ A) gibi ifadeleri yazdik.
Fakat gimdilik kii¢iik harfler harig¢, kiime terimlerimiz yoktur. Bu durum
hemen degigecek.
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3 Dogal Sayilar

3.1 Dogal sayilar kiimesi

18 numaral sayfadaki tanima gore 3z x = a ciimlesi dogru mudur? Yani
Jz Vy (y € ¢ < y € a) ciimlesi dogru mudur? Eger bir b kiimesi igin
b = a ciimlesi, yani Yy (y € b < y € a) climlesi, dogruysa, o zaman
Jx x = a ciimlesi de dogrudur. Aslinda 4 numarali teoreme gére a = a
ciimlesi dogru, degil mi? O halde 3x x = a climlesi dogru olmali.

Ama bu iddia pek dogru degildir. Bir a kiimesi varsa, o zaman 3z x = a
ciimlesi dogrudur. Bir kiime varsa, bu kiimeye a denilebilir, ve sonug
olarak dx x = a climlesi dogru oluyor. Bu ana kadar hig kesin bir kiimemiz
olmadi. Ama kiimeler olmali, ve birini zaten biliyoruz:

AKSIYOM 2 (Bos Kiime). @ bos sunaf, bir kiimedir:
o Vy (y ¢ x)

ctimlesi dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde & igareti, bir kiime terimidir. Bu ylizden {@} ve
{@,a} gibi simuf terimlerini yazabiliriz. Bu terimler, kiime terimi olacak.
Bos kiime gibi bilinen kiimelerden yeni kiimeler olugturulabilir:

AKSIYOM 3 (Bitigtirme). Tim a ile b kiimeleri i¢in aU {b} sinafi, bir
kiimedir:
VeVy zVw (wezeowersVw=y)

ctimlesi dogrudur.

Teorem 12 (Temel Kiimeler). Tim a ile b kiimeleri i¢in {a} ile {a,b}
siaflar, kimedir:

Ve IyVz (z €y 2z =u1),
VeVy IzVw (wezew=zVw=y)
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ctimleleri dogrudur.

Kanit. Bog Kiime ile Bitigtirme Aksiyomlarina gore {a} sumfi, @ U {a}
kiimesine egittir, ve {a, b} simfi, {a} U {b} kiimesine egittir. O

Ozel olarak her a kiimesi i¢in aU{a} bir kiimedir. Bu son kiime, a’ olsun.
Yani her a kiimesi igin
a =aU{a}

olsun. a’ kiimesi, a kiimesinin ardilidir (successor). Sik sik ardillar: ala-
rak

! " "
@ ) @ ) @ 7

kiime dizisini olugturabiliriz. Bu dizi,

o, {2}, {eiel}, {o{et{e(o}}},
olur. Yukaridaki 5 numarali sayfadaki gibi bu kiimeler,

0, L, 2, 3,

dogal sayilar1 olacak. Elemanlar: tim dogal sayilar olan bir sinif var mi-
dir?

Dogal sayilarin toplulugunun iki 6zelligi vardir:

1. 0, bu topluluktadir.
2. Eger a, bu topluluktaysa, a U {a} kiimesi de, bu topluluktadir.

Bu o6zellikleri olan kimeler, bir simif olugturur. Yani
Q={z:0€xAVy (yex=yU{y} €x)}
esitligini saglayan bir € sinifi vardir.

Teorem 13.

1. 0e Q.
2. Eger a € (N ise, 0 zaman aU{a} € Q olur.
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3. Eger a C N ise, ve a,
0€a, Ve (z€a=azU{z}€a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = (| olur.

Kanit. 1. Eger a € € ise, o zaman 0 € a. Sonug olarak 0 € [ €.

2. a € (| olsun. O zaman Q smifinin her b elemamn i¢in a € b. Ayrica
b € Q yiiziinden Yy (y € b = y U {y} € b) climlesi dogrudur. O zaman
aU{a} € b olmali. Sonug olarak a U {a} € N Q.

3. 0€aveVz (z € a= zU{z} € a) dogru olsun. O zaman a € 2. Bu
yilizden 11 numaral teoreme gore (| C a olmal. Eger ayrica a C [
ise, 0 zaman 7 numarali teoreme gore a = [ Q. O

Bu teoreme ragmen eger
Ac(e, 0€A, Ve(re€ A=azU{z}cA) (¥
ise A = () Q ciimlesini sonuglandiramiyoruz. Neden? Tanimimiza gore*

o=V

(yani (@ = V) olur, ve © smifinin bog olmadigim gimdilik bilmiyoruz.
Bu durumu hemen degistirebiliriz:

AKSIYOM 4 (Sonsuzluk). Q 0, yani
Jz (0exzAVy (y€x=yU{y} €a))

ctimlesi dogrudur.

Hala yukaridaki (%) satirindaki varsayilarmdan A = (€ ciimlesini so-
nuglandiramiyoruz. Neden? Bir tane aksiyomu daha kullanarak bunu so-
nuglandirabiliriz:

*Baz1 kitaplarda A bos ise (] A kesisimi tanimlanmaz. Ornegin [11, s. 51 & 285]
kaynagina bakiniz.
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AKSIYOM 5 (Aywrma). Bir kimenin her altsinafi, bir kimedir, yani
her o(x) formdili igin

Ve yVz (z€ye zexhp(z))

ctimlesi dogrudur.

Simdi her a kiimesi ve ¢(z) formiilil i¢in {z: z € a A ¢(x)} simufi, bir
kiimedir, ve bu kiime
{z €a:p(x)}

olarak yazilir.

Teorem 14. Bir sunif bos degilse, kesigimi bir kimedir.

Kamit. a € B olsun. 11 numaral teoreme gore (| B C a. Ayirma Aksiyo-
muna gore (| B kesigimi, bir kiime olmal. O

Ozel olarak
w = ﬂ Q

esitligini saglayan bir w kiimesi vardir. Bu kiimenin elemanlari, von Ne-
umann dogal sayilaridir. w isareti, yeni bir kiime terimidir. Bundan
sonra € smif terimini kullanmayacagiz.

Simdi 13 numaral teoremi agsagidaki bicimde yazabiliriz:

1. 0 e w.
2. Eger a € w ise, o zaman a’ € w olur.
3. Eger a C w ise, ve a,

0€a, Vi (x €a= 12" €a)

Ozelliklerini saglarsa, o zaman a = w olur.

Ayrica her kiimeninki gibi w kiimesinin de her altsimifi, bir kiimedir. So-
nug olarak w kiimesinin baz 6zelliklerini tiimevarim (induction) yon-
temiyle kanitlayabilecegiz.

Aslinda bazen w kiimesinin iki 6zelligininin daha kullanilmasi gerekecek.
Vr ' # 0 apagiktir. Ama k ile m, dogal sayilar ise, ve ¥’ = m/ ise, k = m
esitligini elde etmek, biraz daha zor olacak.
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Mimkiinse k' = m/ ama k # m olsun. O zaman k € m ve m € k olmali.
Bundan k € k climlesini sonuclandirmak istiyoruz.

Eger bir A sifi,
VeVy(rt € ANycex=>yeA)

ciimlesini saglarsa, o zaman A smifina gegisli (transitive) denir. Oyleyse
her gegisli sinifin her elemani, sinifin bir altkiimesidir de.

Teorem 15. w kimesinin her elemam, gegislidir.

Kanat. a, w kiimesinin gecigli elemanlar1 kiimesi olsun. Yani

a={rew:VyVz(ycaxAhzey=ze€ux)}
={rew:Vy(yez=yCux)}

olsun. O zaman 0 € a olur. Timevarim hipotezi olarak b € a olsun. b’ € a
cimlesinin dogrulugunu gosterecegiz. ¢ € b’ olsun. Yace byadac=10
olur. Eger ¢ € b ise, o zaman hipotezimize gére ¢ C b olur. Her durumda
b C b. Oyleyse ¢ C /. Ama ¢, b kiimesinin herhangi bir elemanidir.
Sonug olarak b’ € a olur. Tiimevarimdan (yani 13 numarali teoremin 32
numaral sayfadaki bigiminden) a = w olur. O

Teorem 16. w kimesi, gegislidir.

Alistirma 8. Teoremi kanitlayiniz.

Alistirma 9. {0, 1, {1}} kiimesinin gegisli oldugunu kanitlayiniz.

Teorem 17. w kimesinin hichir elemans, kendisini icermez.

Kanit. Tekrar tiimevarimi kullanacagiz. Clinkii bos kiimenin higbir ele-
man1 yok, 0 ¢ 0 olur. Simdi a € w ve a ¢ a olsun. Eger ' € d’ ise, ya
a’ € a ya da @’ = a olur. Her durumda, gegen teoreme gore, a’ C a olur,
dolayisiyla a € a olur (¢iinkii a € a’). Bu sonug, varsayiminzla celigir. O
zaman o’ ¢ a’ olmal. Tiimevarimdan kanitimiz bitti. O

Teorem 18. w kiimesinin tim k ile m elemanlar icin k' = m/ isek =m
olur.
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Kanit. Miimkiinse k' = m/ ama k # m olsun. Dedigimiz gibi k € m ve
m € k olmali. 15 ile 17 numarali teoremlere gore k € k ve k ¢ k olur, bir
celigkidir. O

Simdi, 13 numarali teoremdekiler dahil, w kiimesinin bes tane o6zelligi
vardir:

.0ew.

Vz(zew=2a €w).
Vz(zCwAOezAVy (yer =y €)= o =w).
.V (rew=1a #0).

VzVy (zewAhyewAha =y =z =y).

U W N+

Bu ozelliklerin 6nemi, 1887 yilinda Dedekind [4, II, 971] tarafindan, ve
1889 yilinda Peano [12] tarafindan, fark edilmistir. Sik sik Peano Aksi-
yomlari, bu 6zelliklere denir, ama Dedekind—Peano Aksiyomlar: de
kullanilabilir. Aslinda bizim igin aksiyomlar degil, teoremdirler.

Peano Aksiyomlarindan dogal sayilarin tiim 6zellikleri elde edilebilir. Me-
sela iyi siralama ozelligi elde edilebilir. Aslinda w, igerilme (€) bagmtisi
tarafindan iyi siralamir. Ama bir baginti nedir?

3.2 Bagintilar

Herhangi a ile b kiimeleri i¢in {{a}, {a,b}} kiimesi (a,b) siral ikilisi
(ordered pair) olarak yazilir. Yani

(aa b) = {{a’}7 {a7 b}}
olur."

Teorem 19. Tim a, b, ¢, ve d kiimeleri i¢in
(a,b) = (c,d) a=cAb=d

ctimlesi dogrudur.

T+t numarali sayfadaki notta dedigimiz gibi bu tanim, Kuratowski’nin [8] 1921 yilinda
verdigi tanimdir.
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Alistirma 10. Teoremi kamtlayiniz.

Abstrma 11. {{a,1},{b,2}} = {{¢,1},{d,2}} & a = cAb = d ciimlesini
kanitlayiniz.

Alistirma 12. {{{a},O},{{b}}} = {{{c},()}, {{d}}} Sa=cNb=d

ciimlesini kanitlaymiz.®
Simdi her ikili p(z,y) formiili igin

{z: Jr Iy (z = (z,y) A 90(3579))}

sinifi,
{(z,9): ¢(z,y)}

olarak yazilabilir. Oyle bir sinif, bir ikili bagintidir (binary relation).
Ornegin:

1. Igerilme bagmtisi, {(z,y): = € y} suufidir.

2. Esitlik bagintisy, {(z,y): z = y} smufidir.

Aym gekilde, eger R, bir ikili bagintiysa, o zaman (x,y) € R formiiliiniin
kisaltmasi olarak x R y ifadesini yazariz, yani

z Ry denktir (z,y) € R.
R bagmtisinin ters bagintis1 veya tersi (converse),
{(y,2): = Ry}
bagintisidir. Bu baginti, R olarak yazilir; yani
z R y denktir y R x.
A ile B, iki siif ise, o zaman tanima gore

AxB={(z,y):x€ ANy € B}

tHeijenoort’a [18, s. 224] gére bu ciimlede, Hausdorff’un 1914 yilinda verdigi siral
ikili tanimi bulmustur.
8Bu ciimlede, Wiener’in [20] 1914 yilinda verdigi sirali ikili tanim1 bulmustur.
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olur; bu bagnt1, A ile B smiflarinin ¢arpimidir (product). Eger R C
A X B, o zaman R, A smifindan B sinifina giden bir bagintidir.

Smuflar arasindaki bir bagintinin kendisi, bir siniftir. Siral ikililerin ta-
nimi, siniflarla bagintilar: birlegtirir. Benzer sekilde Newton’un Agirhik
Kanunu, Ay’in Yerin etrafinda doniisii ile nesnelerin yere diigiisiinii bir-
legtirir.

Eger F',
VeVyVz(x FyANa F z=y=2) (M

ciimlesini saglayan bir ikili bagintiysa, o zaman

(1) F bagmtisima génderme denir;
(2) {z: Jy = F y} simfina F gondermesinin tanim smifi (domain)
denir;
(3) {y: 3z = F y} simfina F gondermesinin deger siifi (range) de-
nir.
Bu durumda z F' y formiiliiniin yerine

y=F(x)

ifadesini yazariz, ¢linkii @ F b dogruysa, o zaman b kiimesi, a kiimesi
tarafindan belirtilir. Buradaki F'(z) ifadesi, yeni bir kiime terimidir. O
zaman F,

z — F(x)

olarak yazilabilir; yani
(z = F(z)) ={(z,y): y = F(2)}.

Ornegin:

9Bu notlarda bir génderme, sadece (1) ciimlesini saglayan bir F ikili bagintisidir. Fa-
kat baz: kaynaklarda (6rnegin |11, s. 70| kaynaginda) bir gonderme veya fonksiyon,
(1) (T) climlesini saglayan bir F' ikili bagintisi, (2) {y: 3= = F y} siifina esit bir A
simifl, ve (3) {y: Iz = F y} siufim kapsayan bir B sifi tarafindan olusturulmug
bir tiglidiir. O halde (agagidaki 37 numarali sayfadaki gibi) F': A — B ifadesi
yazilir. Ayrica, B smifina gondermenin deger sinafi (veya varis sinifi) denilebilir.
Ingilizcede codomain kullamilir. Ama buradaki B simufi, sadece F' sinifi tarafindan
belirtilmez, ve buna higbir ad vermiyoruz.
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1. Her a kiimesi i¢in, x — a sabit gébnderme (constant function) vardir,
ozel olarak t — 0, z— 1, ...,z — W, ...

2. z — x, 6zdeslik géndermesidir (identity function).

3. ¢ — 2/, ardil gdéndermesi (successor function) veya ardillamadir
(succession).

Eger F gondermesinin tanim smifi A ise, ve deger sinifini, bir B smifi
tarafindan kapsanirsa, o zaman

F:A— B

ifadesini yazariz. Yani bu ifade,

VeVy (e Fy=2€ ANy € B)
AVzx (meA:Hy(mFy))
AV VyVz (z FyAao F z=y=z)

climlesinin kisaltmasidir.

3.3 Siralamalar

Swralama (ordering),
Vr -z R x, VeVyVz(x RyAyRz= 2z R z)

ciimlelerini saglayan bir R ikili bagintisidir. Ornegin yukaradaki 13 numa-
rali sayfada bahsedildigi ve asagidaki 60 numaral sayfada kanitlanacak
Schréoder—Bernstein Teoremine gore < bagintisi, bir siralama olacaktir.
Ayrica

A C Bdenktir ACBANA#B

olsun; o zaman C bagintis1 da, bir siralamadir.

Belki bir R bagintisi, bir siralama degildir, ama bir A simifi i¢in

RN(AxA)
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kesigimi, bir siralama olabilir. O zaman A, R tarafindan siralanir. Orne-
gin €, siralama degil; ama 15 ile 17 numarali teoremlere gére € bagintisi
w kiimesini siralar.

Eger A smifi, R tarafindan siralanirsa, ve iistelik

VeVy(r€e ANye ANez#y=>2xRyVyRx)
dogruysa, o zaman R, A smifinin bir dogrusal (linear) siralamasidir.
Teorem 2o0. € bagintisy, her dogal sayinin dogrusal siralamasider.

Aligtirma 13. Teoremi kanmtlayiniz.

Eger R, A smifinin dogrusal siralamasiysa, ve tistelik A sinifinin her bog
olmayan b altkiimesinin R siralamasina gore en kiigiik (least) elemani
varsa, yani

Yz (a:QA/\x;éO:>EIy(yEJ;/\Vz(ZEx\{y}ész)D

dogruysa, o zaman A, R tarafindan iyi siralamir (well-ordered).
Teorem 21. € bagintisy, her dogal sayinin iyi stralamasidar.
Abhgtirma 14. Teoremi kanmtlayimiz.

Teorem 22. w kiimesinde € ile C, aynt bagintidir, yani
VeVy (zewAycew= (z€ysaCy))

dogrudur.

Kanit. k ile m, dogal sayilar olsun. 15 ile 17 numarali teoremlere gore
k € m ise k C m olur.

Simdi £ C m olsun. Onceki teoreme gére m ~ k farkinmn en kiiciik £
elemanm vardir. O zaman ¢ € m, dolayisiyla £ C m. Ayrica a € £ ise
a € k olmal (¢inkii a € m, ama igerilmeye gore ¢, m \ k farkinin en
kiigiik elemanidir). Oyleyse £ C k olur. Ama b € k ise b € m, dolayisiyla
L ebveyal ="bveyab €l olur. Ancak £ ¢ b ve £ # b (¢linki b C k ve
¢ ¢ k). Oyleyse b € £. Sonug olarak k C ¢. Fakat £ C k. O zaman k = ¢,
dolayisiyla k € m. O
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Teorem 23. w, icerilme tarafindan iyi siralanar.

Kanat. w kiimesinde m ¢ k ve m # k olsun. Yani (6nceki teoremi kulla-
narak) m ¢ k olsun. O zaman m \ k farkinin en kiigiik ¢ eleman: vardur.
Gegen kanittaki gibi ¢ C k, yani £ € k veya ¢ = k. Fakat £ ¢ k. Sonug ola-
rak ¢ = k, dolayisiyla k € m. Oyleyse icerilme, w kiimesinin bir dogrusal
siralamasidir.

Ayrica a C w ve n € a ise, ya n a kiimesinin en kiiglik elemanidir, ya da
n N a kesisimi bog degildir. Son durumda bu kesigimin en kii¢iik elemani
vardir, ve bu eleman, a kiimesinin en kiiciik elemanidir. O

3.4 Ordinaller

Onceki iki teoremin kamtlar1, dogal sayilarm sadece gecislilik ve iyi sira-
lama Gzelliklerini kullanmaktadir. Bir ordinal,

1) gegigli ve
2) € tarafindan iyi siralanmig

bir kiimedir. Ordinaller,
ON

sinifini olugturur. O zaman 15 ve 21 numarali teoremlere gore
w C ON.

Ustelik 16 ve 23 numarali teoremlere gore
w € ON.

Dolayisiyla w’ € ON.

Teorem 24. Her ordinalin ardils, bir ordinaldir.

Alistirma 15. Teoremi kamtlayiniz.

Teorem 25. ON sinifinda € ve C, aynt bagintidur.

Alstirma 16. 22 numaral teoremin kanitini kullanarak bu teoremi ka-
nitlayimiz.
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Teorem 26 (Burali-Forti Paradoksu [2]). ON geg¢islidir, ve € tarafindan
i siralanar.

Kamit. o bir ordinal olsun, ve f € « olsun. O zaman 8 C « olur. Bu
durumda f, € tarafindan iyi siralanir. Jimdi v € § olsun. O zaman v € «,
dolayisiyla v C « olur. O zaman § € v ise § € « olur. a, € tarafindan
iyi siralandigindan, & € g olur, ¢iinki 8, v, ve d, hepsi a kiimesindedir,
ve d € y,vey € f. Kisaca d € vy = 6 € 5, yani v C 5. Ama v, 8
kiimesinin herhangi bir elemanidir. Oyleyse 3, gecislidir. Sonug olarak 23,
bir ordinaldir. Ama S, « ordinalinin herhangi bir elemanidir. O zaman
a C ON. Ve o, herhangi bir ordinaldir. Oyleyse ON gecislidir.

Ordinaller simifinin € tarafindan iyi siralandigr kanit, 23 numarali teore-
min kanit1 ile aynidir. O

g numarali sayfada dedigimiz gibi ON bir kiime olsaydi, ON € ON olur,
ki bu sa¢gmadir (¢linki ON smufinda € doniigstizdiir).

a, B, v, ve ¢ gibi kii¢iik Yunanca harfleri, her zaman ordinaller olacaktir.
Ayrica 25 numarali teorem sayesinde o € 8 veya a C [ formiiliiniin
yerine

a<p

ifadesini yazabiliriz.

Teorem 27. o/ = min{B: a < B}, yani her ordinal i¢in daha biyiik
ordinaller sumafinan en kiicik elemans, ordinalin ardiidur.|

Algtirma 17. Teoremi kanitlayiniz.

Eger a bog veya ardil degilse, ve 8 € a, 0 zaman o’ <  olmalidir. Bu
durumda, $ ordinaline limit denir. Ornegin w, bir limittir.

Teorem 28. w, hem limit olmayan hem limit icermeyen ordinaller si-
nifider. Yani

w={z:2€ONA(x=0VIyy =x)
AVz(z€x=2=0VIyy =2)} (})

H{ﬁ: a < p} ifadesinde B, sabit degil, degisken olarak kullamilmaktadir; ama bu
degigkenin degerleri, sadece ordinaldir. Yani {8: a < 8} = {z: z € ON A« € z}.
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olur.

Kanat. Tiimevarimla her dogal say1, ne limittir ne limit icerir. Ote yan-
dan, eger o' ardili, hi¢ limit icermezse, o zaman « ordinal de, hi¢ limit
icermez. Oyleyse en kiiciik limit olmayan, limit icermeyen, dogal say
olmayan ordinal yoktur. O zaman hig 6yle ordinaller yoktur. O

Bu teoremin kamti, Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmaz, dolayisiyla (1)
esgitligi, w simifinin tanimi olarak kullanilabilir. O halde 34 numarali say-
fadaki Peano Aksiyomlar: yeniden kanitlanmalidir.

3.5 Ozyineleme

w kiimesinde toplama, bir ikili iglem olacak, yani w x w c¢arpimindan
w kiimesine giden bir génderme. Bu islem,

(z,y) =z +y

olarak yazilir. O zaman her k dogal sayis1 i¢in bir z +— k + z birli iglemi
olacaktir. Bu iglemin 6zelliklerinden ikisi,

k+0=k, Vo (zew=k+a' = (k+a)) )

olacaktir. Aslinda w kiimesindeki birli iglemlerden en ¢ok birinin bu
ozellikleri vardir. Ciinkii f: w — w, f(0) = k, ve Va2 (z € w =
f(@') = f(z)) olsun. O zaman f(0) = k + 0, ve f(m) = k + m ise
f(m') = f(m) = (k+m) = k+m'. Timevarimla her n dogal sayis: i¢in
fn)=k+n.

Neden w kiimesindeki birli iglemlerden en az birinin (§) satirindaki 6zel-
likleri vardir? k£ = 0 durumunda her n igin k + n = n olsun. O zaman
k4+0=0,vek+m'=m'= (k+m) olur. Ustelik k = ¢ durumunda (§)
satirindaki gibi « — k + x iglemi varsa ¢’ +n = (£ +n)" olsun. O zaman
C+0=0(+0) =0 vel'+m' =L+m) ={+m)" = (¢ +m) olur.
Yani k& = ¢/ durumunda (§) satirindaki gibi 2 — k + 2 iglemi vardir.

Tiimevarimla w kiimesindeki her k igin (§) satindaki gibi x — k + x
igleminin oldugu sonucuna varabilir miyiz? T{imevarimla bir kimenin w
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kiimesine esit oldugu kanitlanabilir. Simdiki durumda hangi kiime, w
kiimesine egit olmalidir? Miimkiinse a, w kiimesinin dyle k& elemanlar:
tarafindan olugturulsun ki (§) satirindaki 6zelliklerini saglayan bir iglem
olsun. O halde gosterdigimiz gibi a = w olmalidir. Ama &yle bir a kiimesi
var midir? Hangi formiil, bu kiimeyi tanimlayabilir?

12 ve 48 numarali sayfalardaki Yerlegtirme Aksiyomuna gore bir kiimede
birli bir iglemin kendisi, bir kiimedir. O halde istedigimiz a kiimesi tanim-
lanabilir, dolayisiyla w kiimesindeki toplamanin kendisi tanimlanabilir.
Aslinda (§) satirindaki 6zellikleri, toplamanin 6zyineli tanimini (recur-
sive definition) saglar.

Benzer gekilde her k dogal sayist i¢in
k-0=0, Ve(zew=k-2'=k-x+k) C)

ozellikleri olan x +— k-x iglemi vardir. (Burada tabii ki k-z+k = (k-z)+k
olur.) Ciinkit 0-n =0ise 0-0 =0ve 0-m' =0=04+0=0-m+0.
Ayrica istedigimiz gibi  — £ - x varsa £/ -n = {-n + n olsun. O halde

O-m'=0-m'+m
={-m+0)+m
=0-m+{l+m)
=l-m+({+m)
=0-m+ (m+4{)
=0-m+ (m+/{)
=W-m+m)+/
=0 - m+/

olur. Ama burada toplamanin birlesme ve degisme 6zelliklerini kullandik;
bunlar kanitlanmalidir.

Buraya kadar gelmek i¢in tiimevarim yeter. Yani 34 numarali sayfadaki ilk
ii¢ Peano Aksiyomu yeter. Sayilar teorisinde, her pozitif n modiiliise gére
tamsayilar, bu aksiyomlar1 saglar. Yani eger bir a kiimesinin elemanlar
tamsay1 ise, ve

x=0 (mod n)
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denkliginin a kiimesinden ¢6ziimii varsa, ve ayrica her ¢ tamsayisi icin
r=f = y=/{ (modn)
karagtirmasinin a kiimesinden ¢oéziimii varsa, o zaman her k tamsayisi
icin
z=k (modn)

denkliginin a kiimesinden ¢6ziimii vardir. Ornegin p, bir asal say1 olsun.
O zaman
0P =0 (mod p),

ve
a?=a = (a+1)’=a+1 (modp),

¢iinkii

(a+1)pzap+pa1’—1+(g>a1’—2+---+ (pf2>a2+pa+1
=d’+1 (mod p)

olur. Sonug olarak Fermat’nin Teoremi dogrudur, yani her p asal sayisi
icin, her a tamsayis1 i¢in

p

a’? =a (mod p)

olur.** Aym sebeple tiim a, b, ¢, ve d tamsayilar i¢in, her pozitif n sayisi
icin

a=b & c=d = a+c=b+d & a-c=b-d (modn)
olur.

Sadece tiimevarimi kullanarak (z,y) — «¥ ikili tstel iglemi tanimlanabilir
mi? Ozyineli tanim varsa w kiimesindeki her £ i¢in

KO =1, Vo (z € w= k" =k" k) (h

olur. Ozel olarak 0° = 1, ama n > 0 ise 0" = 0 olur. Oyleyse 0 = n ama
0% #£ 0" (mod n). Ustel iglem icin tiimevarim yetmez. T

**Gauss’a [6, §50| gore verdigimiz kanit, Euler’indir.
tt[13] makalesine bakiniz.
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Teorem 29 (Ozyineleme [Recursion|). A, bir sinaf olsun, ve b € A ile
F: A— A olsun. O zaman w kiimesinden A sinifina giden

G(0) = b, Vz (x cw=G) = F(G(x)))
ozellikleri olan bir ve tek bir G gondermesi vardar.

Kanait. Tiimevarimla en ¢ok bir G géndermesi vardir. En az biri varsa,
bagnt1 olarak, w x A ¢arpiminmm altsinifidir, ve her (¢,d) eleman igin,

e ya ({,d) = (0,0),
e ya da bir (k,c) elemam i¢in, ¥’ = £ ve F(c) = d olur.

Bu 6zelligi olan kiimeler vardir, mesela
(v} {00, (1L.F®)}, {©.0),(LF), (2 FF®))},

Ozelligi olan kiimelerin olugturdugu simf, C olsun. O zaman | J C, iste-
digimiz G gondermesi olacaktir. Bunu gostermek icin, tiim Peano Aksi-
yomlar1 kullanilmalidir.

Hemen {(0,b)} € C, dolaysiyla (0,0) € |JC. Simdi (k,¢) € |JC var-
saylsin. O zaman C smifinin bir a elemam icin (k,¢) € a. O halde
aU{(k¥,F(c))} € C olur. Boylece (k’, F(c)) € |JC olur. Tiimevarimla
her k dogal sayisi i¢in A smufinin (k,¢) € |JC igerilmesini saglayan ¢
elemani vardir, yani

{z: Ty (z,y) UC} w

olur. Simdi

{z: vy Vz ((z, UC/\zz GUCéy—Z))}:w

esitligini kanitlayacagiz. Soldaki kiime, ag olsun. Eger (0,¢) € |JC ise,
o zaman C smifinin bir a elemamn i¢in (0,e) € a olur, dolayisiyla e = b
olmalidir, ¢iinkii 0, ardil degildir. Oyleyse 0 € ag olur. Simdi k € ag
olsun. Gosterdigimiz gibi A smifinin bir ¢ elemam i¢in (k,c¢) € |JC ve
(K',F(c)) € JC olur. (K,d) € |JC varsayilsin. O zaman C' smifinin bir
a elemamn igin (k',d) € a olur. O halde a kiimesinin bir (j,e) elemani
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igin j/ = k' ve F(e) = d olur. Bu durumda j = k olmahdir. Boylece
(k,e) € | C, dolayisiyla e = ¢ ve d = F(c) olur, ¢iinkii k € ag varsayilir.
Oyleyse k' € ag olur. Tiimevarimla ag = w olur.

Sonug olarak | JC, w kiimesinden A simifina giden bir G' géndermesidir.
C smifinin tanimindan G géndermesinin istedigimiz 6zellikleri vardir. [

Simdi, dogal sayilarda, (§), (), ve (||) satirlarindaki biitiin tanimlar ge-
cerlidir.
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4 Ordinaller

4.1 Ozyineleme

Dogal sayilarda, bir géndermenin 6zyineli taniminin iki tane pargasi var-
dir, biri 0 i¢in, biri ardillar i¢in. Ordinallerde {igiincii bir parga gerekir,
limitler igin.

Tiim « ordinalleri igin
a+0=a, a+p = (a+p) (*)

olacak. Ama [ limitse, a + 8 nedir? Mesela o + w nedir? Aslinda 29
numarali teoreme gore w kiimesinden ON siifina giden, (x) satirindaki
ozellikleri olan = +— « + = gondermesi vardir. Her n dogal say1 igin,

a+n<a+w
esitsizligini isteriz. Yani o+ w, {y: Iz (z € w Ay = o+ 2)} siufinn {ist

siir1 olmahdir (siifin {ist sinir1 varsa). Bu smif, {« + 2: € w} olarak
yazilabilir.

Genelde F: A — B ve C C A ise
{y: I (v € CAF(@) = y))
siifi,
{F(z): z € C}, F|[C]
ifadelerinin biri olarak yazilabilir. Bu simif, C' simifinin F' altinda goériin-
tiistidiir. Bu durumda, F' gondermesi C' simifinda tanimlanir, ¢ilinki

C, F gondermesinin tanim sinifi tarafindan kapsanir. Eger F', C sinifinda
tammlanmazsa, F[C] ifadesini yazmayacagiz.
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w kiimesinin {a + z: ¢ € w} goriintiisiiniin iist smir1 varsa, en kiigiik
st sinir, yani supremumu, vardir (¢linki ON] iyi siralanir). Simdi (x)
satirindaki 6zelliklere gore

aCa+1Ca+2C---

Eger | J{a+ 2: ¢ € w} bir ordinalse, {o + z: € w} kiimesinin iist
smiridir, aslinda supremumudur.

Teorem go. Elemanlar: ordinal olan her sinifin bilesimi, ya bir ordinal,
ya da ordinallerin sinifidar.

Kamit. A C ON olsun. b € |J A ise, A siifinin bir « elemani igin b € «,
dolayisiyla b C a ve onun icin b C |J A. Oyleyse |J A gecislidir. Ayrica,
ON smufi da gegigli oldugundan, | J A € ON olur, dolayisiyla | J A, € ta-
rafindan iyi siralanir. Oyleyse | J A ya bir ordinaldir, ya da kiime olmayan
bir smiftir. Tkinci durumda [ J A bilegiminin ON oldugunu gosterecegiz.
Eger [JA C ON ise 8 € ON ~\ |J A olsun. O zaman |JA C 5, ¢glinkii
U A gegislidir (eger v € |JA ise v C |J A, dolaywsiyla 8 ¢ v ve v < ).
Bu durumda J A, bir kiimedir, dolayisiyla ordinaldir. O

Sonug olarak, eger A C ON ve [J A bir kiimeyse, o zaman bir ordinaldir;
degilse, ON smufidir. Simdi A bir kiimeyse, | J A bilegiminin bir kiime
oldugunu isteriz:

AKSIYOM 6 (Bilesim). Her kiimenin bilesimi, bir kiimedir:
Vo Iy Vz (z €y e Jw (w ez Az €w)).

Teorem 31. Ordinallerin olusturdugu her kiimenin bilesimi, kiimenin
supremumudur.

Kanat. a C ON olsun. Son teorem ve Bilegim Aksiyomuna gore | a, bir
a ordinalidir. O zaman «, a kiimesinin bir iist smridir. Eger 8 < «
ise, o zaman 3 € «, dolayisiyla a kiimesinin bir v elemani i¢in 8 € =,
yani < 7. Sonug olarak 3, a kiimesinin iist siir1 degildir. Oyleyse
a = sup(a). O

Simdi {a+ z: € w} gibi goriintiiler, kiime olsun:

47



4 Ordinaller 18 Nisan 2013, saat 17:35

AKSIYOM 7 (Yerlestirme). Her gondermenin tanwm sinafinan altki-
mesinin gonderme altinda gorintisi, bir kimedir. Yani her ikili o(x,y)
formdilii i¢in

Yw (VxVsz (plz,y) Np(z,2) Ne € w =y = 2)
= Jz Yy (yez(:)Elx (xew/\go(x,y))))

Simdi 8 ordinalinde z — a + = géndermesi tamimlanirsa {« + 2: x € S}
goriintiisli, bir kiimedir. 8 limitse

a+ f =sup{a+~v: v < S} (t)

olsun. Bu sart, (*) satirindaki gartlarla, ON smifinda x — a+x iglemesini
tanimlayacaktir.

Teorem 32 (Tiimevarim). A C ON olsun. Eger

1) 0€ A,
2) heraicina € A= o' € A,
3) her o limiti icina C A=ac A

ise, o zaman A = ON olur.
Kamit. Hipotez altinda ON ~\ A farkinin en kii¢iik eleman1 olamaz. [

Eger F: A— B ve C C A ise

FN(CxB)=F|C
olsun. Bu F' | C gondermesi, F' géndermesinin C sinifina sinirlamasidir
(restriction).

Teorem 33 (Ozyineleme [Recursion]). A, bir sunaf olsun, ve b € A,
F:A— A veG: P(A) = A olsun. O zaman ON suimfindan A sinifina
giden
H(0) = b,
H(o') = F(H(a)),
o limit ise H(a) = G({H(B): < a})

48



18 Nisan 2013, saat 17:35 4.1 Ozyineleme

ozellikleri olan bir ve tek bir H géndermesi vardar.

Kanat. Tiimevarimla en ¢ok bir H géndermesi vardir. Ciinkii H; gon-
dermesinin ve H géndermesinin 6zellikleri ayni olsun. O zaman

) H1(0) =b=H(0);
) Hi(a) = H(a) ise

N =

3) « limit ise ve Hy [« = H | « ise
Hy(a) = G(Hi[o]) = G(Hle]) = H(a).

29 numarali teoremin kanitindaki gibi bir C simif i¢in H = | C olacaktir.
Bu smifin tanimima goére her a elemanm i¢in @ € ON x A olur, ve a
kiimesinin her («,d) eleman igin,

e ya (a,d) = (0,0),

e ya da bir (8, ¢) elemamn i¢in, 5’ = a ve F(c) = d olur,

e ya da « limit, ve a N (o x A) kesigimi, tanim kiimesi « olan bir f
gondermesi, ve G(f[a]) = d olur.

Eger |JC bilegimi, tamim sinifi ON olan bir génderme degilse, bir en
kli¢ik o igin

{z:2€ AN (a,x) EUC}

sinifinin ya hig elemani yoktur ya da en az iki elemani vardir. O zaman
a # 0 olur. Eger @ = [ ise, o zaman bir ¢ i¢in (8,¢) € |JC olur,
dolaysiyla («, F'(c)) € |J C olur. Bu durumda eger (a,d) € |JC ise bir e
icin d = F(e) ve (8,e) € |JC, dolayisiyla ¢ = e ve d = F(c) olur (¢iinkii
« en kiigiiktiir). Oyleyse o ardil olamaz. Benzer sekilde o limit olamaz.
Sonug olarak | J C bilegimi, tanim sinifi ON olan bir génderme olmalidir.

Bu gondermenin, tanimindan dolay: istedigimiz 6zellikleri vardir. O
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4.2 Toplama

Son teoreme gore her « igin (*) ve (}) satirlarindaki kogullar ON simifinda
2z +— a + z iglemini tanimlar. Yani

a+0=aq,
a+p = (a+p),
B limit = a4+ 8 =sup{a+v: v < 8}

Ozel olarak
a+1=d.

O zaman
l+w=sup{l+z:zcecw=w<w+1,

ve genelde 0 < n < w ise

n+w=w<w--+n.
Boylece ON smifinda toplama degismeli degildir.
Teorem 34. S <7y isea+ < a+7.
Kanat. v iizerinden tiimevarim kullanacagiz.

1. v = 0 ise, iddia dogrudur, ¢linkii hi¢bir zaman 8 < 0 degildir.

2. v = ¢ durumda iddianin dogru oldugu varsayilsin. Eger 8 < ¢’ ise, o
zaman [ < §, dolayisiyla

at+B<a+di<(a+d) =a+d.

3. ¢ limit ve v < § durumunda iddia dogru ve 5 < § ise, o zaman 8 <
B’ < 4, dolayisiyla

a+p<a+pf <supla+v)=a+d. O
y<d

Teorem 35. S < v ise B+a< v+ a.

Kanit. Simdi « lizerinden tiimevarim kullanacagiz. 8 < « olsun.
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1. B+0=06<y=~v+0.
2. B4 a =7+ «ise tabii ki

B+a =B+a)=(nr+a) =vy+.
B+ a < v+ « ise, 27 numarali teoreme gore

B+ =B+a) <y+a<(y+a)=7y+.

3. d limit olsun, ve o < § ise, 8+ a < v+ « olsun. O zaman

B+ =sup(f+a)<sup(y+a)=v+0. -
a<y a<ly

Gordiiglimiiz gibi ayni zamanda 8 < v ama 8+« = v+ « olabilir, mesela
O<k<l<wisek+w=~0+w.

Teorem 36. Her a i¢in 0+ a = «.

Alistirma 18. Teoremi kanitlayiniz.

Teorem 37. o < 3 ise
at+z=0

denkleminin bir ve tek bir ordinal ¢ozimi vardir.

Kanat. 34 numarali teoreme gore denklemin en ¢ok bir ¢6ziimii vardir. 35
ve 36 numarali teoremlere gore

at+B>0+p8=74,

dolayisiyla {v: 8 < a + v} bog degildir (glinkii 8 elemanm igerir). En
kiiciik elemani, § olsun. U¢ durum vardir.

1. 6 =0 ise
B<a+0=q,

dolayisiyla 8 = a = o + 0 (¢linkli o < S da saglanir).
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2. § =~ ise a + v < 3, dolayisiyla

a+d=(a+7) <pB,
a+déd=0

olur (¢linkii @ + 6 > S da saglanir).
3. 0 limit olsun. Eger v < § ise a + v < 8 olmahdir. O zaman

a+0 =sup(a+7) < B,
y<d

a+6=p. O
Teorem 38. (§ limitse o + 8 toplam da limittir.
Algtirma 19. Teoremi kanitlayiniz.

Teorem 39. Tim «, 3, ve y i¢in
at(B+7)=(a+ph)+7.

Kanat. v iizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1. a+(f+0)=a+ = (a+ )+ 0 olur.
2. a+ (B+7) = (a+p)+ise
at(B+y)=a+(B+1) = (a+(B+)
=((a+B)+7) =(a+8)+7"

3. ¢ limit olsun, ve v < § ise a+ (B + ) = (a4 ) +y olsun. Ama y < §
ise

B+~ <B4+, a+(B+7y) <a+(B+59).
Oyleyse

(@+ )+ 6 =sup((a+ ) +7) =sup(a+ (8+7)) < a+ (6 +9).

<9 <6

Ayrica, 38 numarali teoreme gore S + ¢ limit oldugundan

a+(f+6)= sup (a+().
C<p+6
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Dahas1 ¢ < 8+ 0 ise, bir 7 i¢gin v < § ve ( < 8+ v olur (¢linkii 5+ 6 =
sup{8 + v: v < ¢}). O halde

sup (a+¢) <sup(a+ (B+7)) = (a+ B) +6.
<B4+ y<d

Sonug olarak a+ (5 +9) = (a4 ) + 6. O

Aslinda son teoremin kaniti, genel bir yontemin 6rnegidir. ON simifinda
r — a+ x iglemi,

1) B<y=F(pB) <F(),
2) v limitse F(v) =sup{F(3): 8 < v}

kogullarini saglayan bir F' iglemidir. Bu tip herhangi bir islemeye normal
(normal) denir. Ik kogula gore F', kesin artan (strictly increasing) bir
gondermedir. O zaman ikinci kogula gore F', siireklidir (continuous).

Teorem 4o0. Eger 0 C a C ON wve sup(a) ¢ a, o zaman sup(a), bir
limittir.

Abgtirma 20. Teoremi kanitlayiniz.

Teorem 41. F, ON sinifinda normal bir islem olsun. Tim bos olmayan
ordinallerin olusturdugu a kiimeleri i¢in

F(sup(a)) = sup(F[a]),
yani

F(supz) = sup F(x).

TEQ rea

Kanat. sup(a) = § olsun. Eger 8 € a ise, F iglemi artan oldugundan

F(3) =sup F(7).

YEQ

Simdi 8 ¢ a olsun. Son teoreme gore S bir limit olmalidir. Ayrica a C 3,
dolayisiyla

sup(F[a]) < sup(F[B]) = F(B)
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(¢linkli F siireklidir). Dahasi o« < § ise, a kiimesinin bir v eleman: i¢in
a < 7, dolayisiyla

F(p) = sup(F[p]) < sup(F'a])
(yine F' siirekli oldugu igin). O
Bu teoremde a = 0 ise sup(F[a]) = sup(0) = 0, ama F normal olunca,
F(0) > 0 olabilir.
Bir 4 limiti igin, eger
y<dé=a+(B+y)=(a+p)+y
ise, 0 zaman teoreme gore

a+ (B+68) =a+sup(B+7)
y<8

= ili]g(a—&- B+7) = i‘il;((a‘f'ﬂ) +7) = (a+8)+9,

¢inkii z — « + =, normaldir.

4.3 Carpma

Her « i¢in ON smifinda = — « - x iglemi,
a-0=0,
af=afta,
v limit = o -y =sup{a- 5: <~}

sartlar1 saglar. Ozel olarak

a-1=a.
Ornegin
w-2=w-1+w=w+w=sup(w+n),
n<w
2-w=sup(2-n) =w,
n<w
dolayisiyla

2-w<w-2.
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Teorem 42. 0-a=0vel -a=aqa.

Alistirma 21. Teoremi kanitlayiniz.

a > 1ise, x — « -z igleminin normal oldugunu kanitlayacagiz. Bu is-
lem kesin artan ise, tammmdan dolay: siireklidir, dolayisiyla normaldir. O
zaman 34 numarali teorem gibi bir teorem yeterli olacaktir, ¢linkii 34
numarali teorem, genel bir yontem gosterir:

Teorem 43. Eger F': ON — ON, ve tim « i¢in
F(a) < F(d),
ve limit olan tim B i¢in

F(B3) = sup F(a)
a<f

ise, o zaman F normaldir.

Alistirma 22. Teoremi kanitlayiniz.

Teorem 44. a > 1 ise x — a - x islemi, normaldir.
Alistirma 23. Teoremi kamtlayiniz.

Teorem 45. a- (B+7)=a-B+a-7.

Kanit. v = 0 durumunda kanit kolaydir. v = § durumunda iddia dog-
ruysa

a-(B+0) =a-(B+9)
=a-(+0)+a
=(a-B+a-d)+a
=a -+ (a-d+a)
=a-B+a-d;

boylece v = ¢’ durumunda iddia dogrudur. Son olarak § limit, ve v < §
durumunda iddia dogru olsun. v = § durumunu kanmtlayacagiz. o = 0 ise
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iddia kolaydir. @ > 1 olsun. O zaman = — « -z ve x — « - 3 + z iglemleri
normal oldugundan

a-(B+9)=a-sup(B+7)
y<d

= sup(a - (8+7))

y<d
= sup(o §+a7)
y<d
=a-f+supa-y
y<d
=a-f+a-d. O

Gordiiglimiiz gibi 2 - w < w + w, dolayisiyla
I1+1) w<l-w+1-w.

Teorem 46. o (8-7) = (a-B) - 7.

Abhgtirma 24. Teoremi kanmtlayimiz.

Teorem 47. f<vise f-a<v-a.

Aligtirma 25. Teoremi kanitlayiniz.

Teorem 48. 1 < « ise
a-zty=p

denkleminin y < o kosulunu saglayan bir ve tek bir ¢ézimi vardur.
Kanit. o-8>21-8=p ve x — «-x artan oldugundan
{z:2 € ONAa- -z <} Cp,
dolayisiyla | J{z: z € ON A « - & < 8}, bir 7 ordinalidir. Boylece
v=sup{z: x € ON A« -z < S}

Eger v € {z: 2 € ONAa -z < S} ise a-y < B. Degilse «y limit olmahdur,
dolayisiyla

a-y=sup(a-) < .
<y

Simdi a - v+ y = 8 denkleminin § ¢6ziimi vardir. .. U
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5 Kardinaller

5.1 Esleniklik

Simdi F': A — B olsun. Eger F bagintisinin ters bagintisi, B simifindan
A smifina giden bir géndermeyse, o zaman bu génderme, F' gonderme-
sinin ters gondermesi veya tersidir (inverse), ve F gondermesi, A
simifindan B sinifina giden bir eslemedir (bijection), ve A ile B simf-
larinin kendileri, egleniktir (equipollent). Aslinda bir simf, bir kimeyle
eslenikse, o zaman sinif ve egleme de kiimedir.

Teorem 49. Bir sinif, bir kimeyle eslenikse, sinif da bir kiimedir.
Alistirma 26. Teoremi kamtlayiniz.
Teorem 5o. Tanwvm sinifi bir kiime olan her gonderme bir kimedir.

Alstirma 27. Teoremi kamtlayimniz.

Alistirma 28. F bir génderme olsun.

(a) Aywrma Aksiyomunu kullanmadan her a kiimesi i¢in {y: 3z (x €
a Az F y)} smifinin bir kiime oldugunu kanitlayiniz.

(b) Bu sonucu kullanarak Yerlegtirme ve Ayirma Aksiyomlarimi kanit-
layiniz.

49 ve 50 numarali teoremler sayesinde kiimelerin eslenikligi, bir ikili ba-
gitidir. Bu bagintinin isareti

~
~

olsun. (O zaman = gibi =, yeni bir yiliklemdir.) Aslinda esitlik gibi egle-
niklik de, bir denklik bagmtisidir (22 numarali sayfaya bakiniz):

Teorem 51. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a = a, ar~b=b=a, axcbANb=c=a=c

ctimleleri dogrudur.
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Alistirma 29. Teoremi kanmtlayiniz.

Birkag tane von Neumann dogal sayisinin tanimini, 5 numaral sayfadan
hatirlayalim:

0=w2, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2}, 4={0,1,2,3}.
Bir a kiimesinin

1) hicbir elemani yoksa, o zaman a = 0; aslinda a = 0;
2) tek bir elemani varsa, o zaman a = 1;

3) iki (ve sadece iki) eleman varsa, o zaman a = 2;

4) g (ve sadece iig) elemam varsa, o zaman a =~ 3.

Ayrica

0#1, 0% 2, 043, 142, 123, 2% 3.
Ancak herhangi iki eslenik dogal say1 esit olmali m1?
Teorem 52. Her dogal sayi, ya 0 ya bir dogal sayinin ardildur.
Alistirma 30. Teoremi kamtlayiniz.

Teorem 53. VzVy (t E WAy EWAT £y = x5y).

Kamit. Tiimevarimla her n dogal sayisi i¢in
Ve (rewAxz#n=x%n)

climlesini kanitlayacagiz. n = 0 ise dogrudur. n = m ise dogru olsun, ve
bir ¢ dogal sayis igin m’ = £ olsun. O zaman ¢ bosg degil. Son teoreme
gore £ bir halef olmal. £ = £’ olsun. m’ sayisindan k' sayisina giden bir
f eslemesi vardir. Eger f(m) = k, o zaman f ~ {(m, k)}, m sayisindan k
sayisia giden bir eglemedir. Eger f(m) # k, o zaman

{(z.y): zem~{f(R)} Ay = f(2)} U{(f(k), f(m))}
bagintis, m sayisindan k sayisina giden bir eslemedir. Oyleyse her du-

rumda m ~ k olur. Hipotezimize gore m = k olmal, dolayisiyla m' = ¢
olur. Kanit bitti. O
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5.2 Biyikliik

Simdi F', tanim kiimesi A olan bir gonderme olsun. Eger
VeVy(zte ANye ANF(z)=F(y)=z=y)

ise, o zaman F bir birebir (one-to-one) veya injektif (injective) gon-
dermedir. O halde
F:A— B

ifadesini yazariz. Eger bir a kiimesinden bir b kiimesine giden bir injektif
génderme varsa
a<b

ifadesini yazariz. Oyleyse <, bir bagntidir.

Teorem 54. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in
a<a, asxbANb<c=a<c
ctimleleri dogrudur.
Alistirma 31. Teoremi kanitlayiniz.
Bir tane baginti1 daha vardir:
a < bdenktira xbAa#b.
O zaman son teoremin 6zel durumu vardir:
a<bANb<c=a<ec

Ama a < bAb < cise a < ¢ sonuglanabilir mi?

Eger R ve S, iki bagintiysa, o zaman tanima gore
R/S ={(z,2): Jy (x Ryny S z)}
olur.
Teorem 55. Ejer F: A — B ve G: B — C ise, 0 zaman
F/G: A—-C, Vo (z € A= (F/G)(z) = G(F(z)))

olur.
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Alistirma 32. Teoremi kamtlayiniz.

Teorem 56 (Schroder—Bernstein). Tim a ve b kiimeleri igin

a<xbAb<a=a=b.

Kanit (Zermelo [21]). f: a— bve g: b a olsun. Bu durumda

(f/9)la] € g[b] C a, glb] = b
olur. Biz a =~ g[b] eslenikligini kanitlayacagiz. Sonug olarak ¢ =~ b olacak.

a kiimesinden g[b] kiimesine giden bir h eglemesini tanimlayabilirsek, her-
halde a kiimesinin bir ¢ altkiimesi i¢in

h={(z,2): z € c} U{(z,(f/9)(x)): x €a~c} ()
olacak. O halde, giinkii hla] = g[b] olacak,
cU(f/g)la~ ] = g[b] (1)
olmali. Giinkii h birebir olacak,
cn(f/gla~d=2 (1)

olmali. O zaman

c =g~ (f/g)la~
olur. Giinkii f/g birebirdir,

(f/9)la~ c = (f/g)la] ~ (f/9)lc],

dolayisiyla
c=glbl ~ ((f/9)lal ~ (f/9)c])

olur. Giinkii (f/g)[c] € (f/9)la] € glb),
¢ = (glt] ~ (F/9)lal) U (£/9)d] (5)

olur. Ters olarak, eger ¢, (§) satirindaki gibiyse, o zaman () ile () satirlar
dogrudur, ve sonug olarak, ¢linkii f/g birebirdir, (*) satirmdaki gibi h
gondermesi, a kiimesinden g[b] kiimesine giden bir eglemedir.
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Simdi 6yle bir ¢ kiimesini bulmaliy1z. O zaman

A= {z: (glb] ~ (f/9)[a]) U (f/9)[2] € = S a}

olsun. Bu durumda a € A, dolayisiyla (| A bir kiime olmali. Bu kiime ¢
olsun. O zaman (§) satir1 dogrudur. Nitekim ¢ € A olmali (neden?). Eger
(§) satir1 yanhs ise, o zaman

de e~ (gl (F/9)la)) U (F/9)lc])

ciimlesini saglayan bir d vardir. Bu durumda
e~ {d} € A, ﬂAQC\{dL ¢ C e~ {d}, dé¢c

olur. Bu bir geligkidir. O zaman (§) satir1 dogru olmal, ve a ~ g[b],
dolayisiyla a ~ b. O

AKSIYOM 8 (Kuvvet Kiimesi). Her kiimenin kuvvet sinafi, bir kiime-
dir, yani
Vo Vz (zeyeVw (wez=wea))

ctimlesi dogrudur.

Teorem 57 (Cantor). Her a kiimesi i¢in
a < Z(a).
Kamit. {(z,{z}): € a} bagmtisinn sayesinde a < #(a) olur. Simdi
f:a— P(a) olsun ve
b={z:zxcanz ¢ f(x)}
olsun. O zaman a kiimesinin her ¢ elemani icin
cebscd flo).

Oyleyse b # f(c). Dolayisiyla b ¢ fla], ve f, esleme degildir. O zaman
a# P(a). O
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V evrensel sinifini hatirlayin:
V={zx:x=uxa}
olur. Eger F' bir gondermeyse ve A tanim kiimesiyse o zaman
F:A—>V
olur. O halde her B smifi i¢in
{r:x € ANF(x) € B}
smifina B smifinin F' altinda 6ngériintiisii (pre-image) denir, ve bu

ongorinti
F~[B]

olarak yazilir.

Algtirma 33. Bir kiimenin bir génderme altinda ongdriintiisii bir kiime
olmali m1?
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