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K
ümeler toplulu¤unun bir küme olamayaca¤›n› Bertrand

Russell Paradoksu’ndan biliyoruz [SKK]. Küme olmayan

bir fleye küme diyemeyece¤imize göre, tüm kümeler toplu-

lu¤una bir baflka ad bulmal›y›z. Bu toplulu¤a 
�������������ya

da k›saca �����diyelim.

Muazzam bir fley olan evreni yukarda resmettik. (Zaten kü-

me olmamas›n›n nedeni de bu muazzaml›¤›! Küme olmak için

çok büyük. O kadar büyük küme mi olurmufl!) ‹çine de bildi-

¤imiz birkaç küme yerlefltirdik.

Kümeler Evreni
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‹yi s›ralanm›fl her küme (s›ralamas›yla birlikte) bu evrenin

içinde yer al›yor. Çünkü ne de olsa, iyi s›ralanm›fl bir küme, ba-

z› özellikleri sa¤layan bir A " X ! X altkümesi için (X, A) bi-

çiminde yaz›lan bir çifttir ve [S‹]’den de bildi¤imiz üzere her çift

bir kümedir.

‹yis›ralanm›fl kümelerin toplulu¤u da küme olamaz, çünkü

tek elemanl› her küme iyis›ral› bir küme oldu¤undan, e¤er iyi-

s›ralanm›fl kümeler toplulu¤u bir küme olsayd›, Tan›mlanabilir

Altküme Aksiyomu’na göre, tek elemanl› kümeler toplulu¤u da

bir küme olurdu, ama o zaman da bu kümenin bileflimi de, ki

bu tüm kümeler evrenidir, Bileflim Aksiyomu’na göre bir küme

olurdu. 

‹yis›ralanm›fl kümeler toplulu¤una iyis›ralanm›fl kümeler

evreni (‹KE) diyelim. Bunu yukarda resmettik.

Bütün iyis›ralanm›fl kümeleri koyu gri renkteki ‹KE’nin içi-

ne koymal›y›z. Dolay›s›yla tüm tek elemanl› kümeler, bedava-

dan iyis›ralanm›fl olduklar›ndan, ‹KE’nin içinde olmal›lar. Ay-

r›ca birbirinden farkl› her x ve y kümesi için, {x, y} kümesinden

‹KE’nin içinde iki tane olmal›, biri x < y iyis›ralamas› için, di-

¤eri de y < x iyis›ralamas› için. Bu iki iyis›ralanm›fl kümeyi re-

simde {x < y} ve {y < x} olarak gösterdik.
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Kümeler Evreni

 

{ }

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

{x} {y}

{0 < 1} {x < y} {y < x}

 



Genel olarak, x0, ..., xn#1 birbirinden farkl›ysa, {x0, ..., xn#1}

kümesi n! de¤iflik biçimde tam (ya da iyi, farketmez) s›raland›-

¤›ndan, bu küme ‹KE’nin içinde tam n! de¤iflik biçimde yer al›r.

Tahmin edildi¤ini sand›¤›m üzere, asl›nda ‹KE’ye kümeleri

de¤il, kümelerle birlikte kümelerin elemanlar›n›n iyis›ralanm›fl

hallerini koyuyoruz. Yani ‹KE toplulu¤unda X kümeleri de¤il,

(X, <) iyis›ralamalar› var, ama biz kolayl›k olsun diye, s›ralama-

y› kümenin bir parças›ym›fl gibi addedip (X, <) yerine yanl›fl da

olsa X yazaca¤›z.

‹yis›ralanm›fl kümeleri ‹KE’nin içine yerlefltirirken, küçükleri

afla¤›ya büyükleri yukar›ya yazal›m, yani e¤er iyis›ralanm›fl bir Y

kümesi s›ralamas› bozulmadan X’in içine gömülüyorsa, yani

Y ’den X ’e giden bir eflyap› fonksiyonu varsa, (ve yine) yani

Bölüm 8.2’deki yaz›l›mla Y  X ise, o zaman Y ’yi görsel olarak

X’in alt›na yazal›m. E¤er Y  X ve X  Y ise, yani X $ Y ise

(Bölüm 8.2. Özellik E6), X ve Y ’yi ayn› sat›ra yazal›m. Örne-

¤in, tüm tek elemanl› kümeler ayn› sat›ra yaz›ls›n. 

Böylece iyis›ralanm›fl kümeleri kat kat s›ralar›z. ‹yis›ralan-

m›fl küme ne kadar büyükse o kadar yukar› yaz›l›r. Eflyap›sal

olanlar› da ayn› kata yerlefltirdik.
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{ }

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

{x} {y}

{x < y}{0 < 1}

% =  



Zemin katta  var elbette, boflküme zemin katta tek bafl›-

na oturuyor. Bunun bir üstündeki birinci kat oldukça kalaba-

l›k, birinci katta bir elemanl› tüm kümeler var. Bir sonraki kat-

ta iki elemanl› kümeler var ama bu kümelerin her biri iki kez

yer al›yor. n-inci katta n tane eleman› olan kümeler var, her bi-

ri n! kez yer al›yor. Sonlu kümeler bitti¤inde karfl›m›za  (do-

¤al s›ralamayla) ve  ’ye eflyap›sal olan iyis›ralamalar ç›k›yor.

Do¤al olarak s›ralanm›fl  kümesini, % olarak göstermenin bir

gelenek oldu¤unu ve bu gelene¤e uyaca¤›m›z› söylemifltik. 

%’n›n oturdu¤u kat›n bir üst kat›nda %’n›n en sonuna tek bir

eleman getirilerek oluflan iyis›ralamalar oturuyor. %’da olmayan

herhangi bir x kümesi al›p x ’i %’n›n en sonuna en büyük eleman

olarak koyal›m. Böylece %&' {x} kümesi iyis›ralan›r. (Bkz. Altbö-

lüm 5.1.) Bu yeni iyis›ralamada x, tüm do¤al say›lardan daha bü-

yüktür. Ayr›ca %’n›n bir üst kat›nda oturan tüm iyis›ralamalar

bu biçimdedirler. Do¤al say›lar da kendi aralar›nda do¤al olarak

s›ralanm›fllard›r. %, %’n›n bir eleman› olmad›¤›ndan (bkz. Te-

orem 9.1), burada x yerine % alabiliriz. Yani 

S(%) = %&' {%}

iyis›ralamas›, %’n›n oturdu¤u kat›n bir üst kat›nda oturuyor.
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% iyis›ralamas›

x
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%’n›n üstkat›ndaki bir iyis›ralama.
x, %’da olmayan bir kümedir ve %’n›n
en sonuna eklenmifltir.

x...

Teorem 9.1. % ( %.

Kan›t. % ) % olsa, % bir n do¤al say›s›na eflit olur. O za-

man da S(n) ) % = n olur [S‹]. Bu da S(n) < n demektir. Ama

n < n + 1 = S(n) eflitsizli¤inden dolay› S(n) < n olamaz. n



Her kat›n bir üst kat› vard›r. E¤er X bir iyis›ralamaysa,

X ’te bulunmayan bir Y kümesini (ki vard›r öyle bir küme, yok-

sa X tüm kümeleri içerirdi) al›p X ’e eleman olarak ekleyelim ve

Y ’yi X ’in tüm elemanlar›ndan daha büyük yapal›m. Böylece,

X ' {Y}

kümesi iyis›ralanm›fl olur ve bu iyi s›ral› küme X’in oturdu¤u

kat›n hemen bir üstünde oturur.

E¤er X (&X ise (ki e¤er gerekmedikçe kabul etmek isteme-

di¤imiz Temellendirme Aksiyomu’nu kabul edersek X (& X

olmak zorundad›r, bkz [S‹]), o zaman Y = X alabiliriz ve böy-

lece iyis›ralanm›fl S(X) = X ' {X} kümesini X’in bir üst kat›n-

da buluruz.

fiimdi önümüzdeki birkaç bölümün ana hedefini söyleye-

lim: Her iyis›ralanm›fl kümeler kat›ndan bir ve sadece bir tane

temsilci seçece¤iz ve bunu olabildi¤ince do¤al biçimde yapaca-

¤›z. Bu temsilcilere ordinal ad›n› verece¤iz.

Her katta en fazla bir ordinal olacak. Bunu kan›tlamas› ko-

lay. Ve her katta en az bir ordinal olacak. Bunu kan›tlamak da-

ha zor. Hatta flu anki halimizle imkâns›z. Bunu kan›tlamak için

ad›na Yerlefltirme Aksiyomu diyece¤imiz yeni bir aksiyoma ihti-

yac›m›z olacak. Bu aksiyoma neden gereksindi¤imizi anlatmaya

çal›flaca¤›z, yani okura bu gereksinimi hissettirmeye çal›flaca¤›z. 
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Kümeler Evreni

 

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

ordinaller,
her katta bir tane





10. Ordinaller

10.1. Tan›m
Bir * kümesine ordinal denmesi için iki koflul gerçekleflme-

lidir. Koflullardan ilki flu.

Ord1. *’n›n her eleman›, ayn› zamanda *’n›n bir altküme-

sidir. 

Bu koflul, tam tam›na, 

(y )&x ) * ) + y ) *

diyor, yani *’n›n elemanlar›n›n elemanlar› *’n›n elemanlar›d›r

diyor, yani *’n›n her eleman› *’n›n altkümesidir diyor.

Ord1 özelli¤i sa¤layan kümelere )-kapal›1 denir. Biraz zor

gerçekleflen bir koflul oldu¤u düflünülebilir, ama boflkümenin

(yani 0’›n) )-kapal› oldu¤u çok bariz. Asl›nda her do¤al say›,

[S‹]’de tan›mland›¤› biçimde, )-kapal›d›r. Do¤al say›lar küme-

x
x

yz

z
y

*

)-kapal› bir * kümesi: *’n›n her ö¤esi *’n›n bir altkümesi

1 ‹ngilizcesi )-complete.



si  de (yani % da) )-kapal›d›r. Bunlar›n kan›t›n› birazdan ve-

rece¤iz. 

E¤er x = {y} ve y = {x} ise {x, y} kümesi )-kapal›d›r2.

Kolayca görülece¤i üzere, )-kapal› bir * kümesinde

xn ) xn-1 ) ... ) x1 ) *

koflullar›

xn ) *

koflulunu gerektirir. )-kapal› kümelerin bize gerekecek birkaç

özelli¤i daha var:

Önsav 10.1. Elemanlar› )-kapal› olan bir kümenin bileflimi

ve kesiflimi de )-kapal›d›r.

Kan›t: A, elemanlar› )-kapal› kümeler olan bir küme olsun.

y ) x )'A varsay›m›n› yapal›m. O zaman, 'A kümesinin ta-

n›m› gere¤i, bir * ) A için, y ) x )&* olur. Ama * kümesi )-

kapal› oldu¤undan, bundan y )&* ç›kar. Demek ki 

y )&* " 'A, 

yani y )&'A. Böylece 'A bilefliminin )-kapal› oldu¤u kan›t-

land›. ,A için kan›t ayn›d›r ve okura b›rak›lm›flt›r. n

Not 1. x herhangi bir küme olsun.  , x’in )-kapal› bir alt-

kümesidir. x’in tüm )-kapal› altkümelerinin bileflimi x’in en

büyük )-kapal› altkümesidir.

Not 2. x herhangi bir küme olsun. x’i altküme olarak içe-

ren )-kapal› bir küme oldu¤unu (yani x’in )-kapal› bir üstkü-

mesi oldu¤unu) varsayal›m. O zaman, x’in tüm )-kapal› üstkü-

melerinin kesiflimi x’in en küçük )-kapal› üstkümesidir. (Bu

kümelerin kesiflimi neden bir kümedir?)

2 Öte yandan e¤er Temellendirme Aksiyomu do¤ruysa x = {y} ve y = {x} eflitlik-
lerini sa¤layan x ve y kümeleri olamaz. (Bkz. [S‹].)
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Not 3. x herhangi bir küme olsun. x’i eleman olarak içeren

en küçük )-kapal› kümeyi bulmaya kalk›flal›m. A0 = {x} olsun.

E¤er n )  için, An tan›mlanm›flsa, 

An+1 = An ' ('An)

olsun. Tan›mdan dolay› An’nin elemanlar› An+1’in hem eleman-

lar› hem de altkümeleri. fiimdi n = 0, 1, ... için An kümelerinin 

'n) $An

bileflimini alal›m. E¤er bu bileflim bir kümeyse, x’i eleman olarak

içeren en küçük )-kapal› kümedir. (Al›flt›rma.) Bölüm 12’de

sözünü edece¤imiz Yerlefltirme Aksiyomu kullan›larak 'n) $An

toplulu¤unun küme oldu¤u gösterilebilir.

)-kapal› kümeler hakk›nda birkaç basit olgu kan›tlayal›m.

E¤er * bir kümeyse, S(*)’n›n

S(*) = * ' {*}

larak tan›mland›¤›n› an›msayal›m [S‹].

Önsav 10.2. E¤er * kümesi )-kapal›ysa, S(*) da )-kapal›d›r.

Kan›t: x )&* ' {*} ve y ) x olsun.

E¤er x )&* ise, * bir )-kapal› küme oldu¤undan, y )&* ol-

mal›. Ama ayr›ca *&"&* ' {*} = S(*). Demek ki y )&S(*).

E¤er x (&* ise, x )&* ' {*} oldu¤undan, x = * olmal›. O za-

man da y ) x = *. n

Sonuç 10.3. Her do¤al say› )-kapal›d›r.

Kan›t: 0 =  oldu¤undan 0 say›s› )-kapal›d›r. Önsav 10.2

tümevar›mla kan›t için zemini haz›rlam›flt›r. n

Sonuç 10.4. Do¤al say›lar kümesi )-kapal›d›r.

Kan›t: Her n do¤al say›s› S(n)’nin yani n+1’in eleman› oldu-

¤undan,  = ' . ‹stedi¤imiz Sonuç 10.3’ten ve Önsav 10.1’den

ç›kar. n
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Al›flt›rmalar
10.1.1. E¤er a " altkümesi )-kapal›ysa, o zaman ya a ) 

ya da a =  oldu¤unu kan›tlay›n.

10.1.2. x herhangi bir küme olsun. A0 = {x} olsun. Her n ) 

için,

An+1 = An ' ('An)

olsun. 'n) $An bilefliminin bir küme oldu¤unu varsay›p, bu bi-

leflimin x’i eleman olarak içeren en küçük )-kapal› küme oldu-

¤unu kan›tlay›n.

Bir * kümesine ordinal denmesi için ikinci koflul flu:

Ord2. *&kümesi ) ikili iliflkisi taraf›ndan iyis›ralanm›flt›r.

Ord2 afla¤›daki önermelerin topuna denktir:

Ord2a. E¤er x ) * ise x ( x.

Ord2b. E¤er x, y, z ) * ve z ) y ve y ) x ise z ) x.

Ord2c. E¤er x, y ) * ise ya x ) y ya x = y ya da y ) x.

Ord2d. E¤er A, *’n›n bofl olmayan bir altkümesiyse, öyle

bir a ) A vard›r ki, her b ) A için ya a ) b ya da a = b.

Ord1 ve Ord2 özelliklerini sa¤layan bir kümeye ordinal denir. 

Herhangi bir do¤al say› kümesi Ord2’yi sa¤lad›¤›ndan [S‹],

Sonuç 10.3 ve 10.4’ten her do¤al say›n›n ve  ’nin ordinal ol-

duklar› ç›kar.

Not 1. Ord2a, s›ralama dilinde “x, x’ten küçük de¤il” diye

okunur. E¤er Temellendirme Aksiyomu’nu do¤ru kabul edersek,

hiçbir x kümesi için x ) x olamayaca¤›ndan bunu söylemeye ge-

rek yoktur, zaten do¤rudur [S‹]. Ayr›ca Ord2a’dan * (&* ç›kar,

çünkü aksi halde * ) * olurdu ve Ord2a’ya göre * ( * olurdu!

Not 2. Ord2b, ) ikili iliflkisinin geçiflli bir iliflki oldu¤unu

söylüyor. S›ralama dilinde bu flöyle ifade edilir: *’n›n her x, y, z
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eleman› için, z, y’den ve y de x’ten küçükse, o zaman z, x’ten kü-

çüktür. Demek ki Ord2a ve 2b, *’n›n ) iliflkisi taraf›ndan s›ra-

land›¤›n› söylüyor. Dolay›s›yla, bir ordinalin x ve y elemanlar›

için, “x < y” ve “x ) y” ifadelerini ay›rt etmeksizin kullanabili-

riz. Demek ki ilk okuyuflta tuhaf gelebilecek ama yaflam› çok

kolaylaflt›ran ve al›fl›lmas› gereken flu önerme do¤rudur: Bir or-

dinalin her eleman›, kendinden küçük elemanlar›n kümesidir.

E¤er * bir ordinalse, *, Ord1’i sa¤lad›¤›ndan, Ord2b’de y

ve z’nin *’n›n elemanlar› oldu¤unu söylemeye gerek yoktur, bu

zaten zorunlu olarak öyledir.

E¤er * bir ordinalse, Ord2b, ayr›ca *’n›n elemanlar›n›n )-

kapal› olduklar›n› söylüyor. Buradan hareketle bir ordinalin

elemanlar›n›n da ordinal olduklar›n› kan›tlamak çok basittir.

Birazdan bunu kan›tlayaca¤›z.

Not 3. Ord2d, *’n›n iyis›raland›¤›n› söylüyor. Nitekim, s›-

ralamaca dilinde, Ord2d’de belirtilen a, A’n›n en küçük elema-

n›d›r.

Not 4. Ord2c, ) ikili iliflkisinin *’y› tams›ralad›¤›n› söylü-

yor. E¤er Ord2d do¤ruysa, Ord2c’ye gerek yoktur, bu zaten

do¤rudur; bunu görmek için Ord2d’deki A altkümesini {x, y}

almak yeterlidir.

Kan›tlar›n sat›r say›s›nda tasarruf sa¤lamak amac›yla bir

kümeyi ordinal yapan en az say›da özelli¤i yazal›m:

Ord1. *’n›n her eleman›, ayn› zamanda *’n›n bir altküme-

sidir.

Ord2a. E¤er x ) * ise x ( x.

Ord2b-. E¤er x ) * ise ve z ) y ve y ) x ise o zaman z ) x.

Ord2d. E¤er A, *’n›n bofl olmayan bir altkümesiyse, öyle

bir a ) A vard›r ki, her b ) A için ya a ) b ya da a = b.
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10.2. Ordinallerimizi Tan›yal›m. 
 ’den, yani 0’dan de¤iflik bir * ordinalinin () iliflkisi için el-

bette, baflka bir s›ralama yok) bir en küçük eleman› olmal›. Ne-

dir bu eleman? Bu en küçük elemana a dersek, a ,&* =  olma-

l›, çünkü a ,&*’n›n bir eleman› a’dan küçük olur. Öte yandan *

ordinal oldu¤u için, a "&*. Demek ki a = a ,&* =  = 0, yani

ordinallerin en küçük eleman› boflkümedir, yani 0’d›r. 

‹lk kez gören için, bu tür ak›l yürütmeler biraz flafl›rt›c› ola-

bilir. Zamanla al›fl›l›yor.

Birazdan bir ordinalin ikinci eleman›n›n, e¤er varsa elbet, 1

oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. 1’den sonraki eleman da 2 olmal›... 

E¤er x bir *&ordinalinin bir eleman›ysa ama en büyük ele-

man› de¤ilse, o zaman, * iyis›ral› oldu¤undan, *’da x’ten he-

men sonra gelen bir eleman vard›r. Bu eleman› teflhir edelim.

x’ten hemen sonra gelen elemana y diyelim. Küçüklü¤ün tan›-

m›ndan dolay›, y, kendisinden küçük elemanlar›n (yani kendi

elemanlar›n›n!) kümesidir. Bu elemanlar da ya x’e eflittir ya da

x’ten küçüktür. x’ten küçük olanlar tam tam›na x’in elemanla-

r› oldu¤undan, y = x ' {x} buluruz.

Teorem 10.5. E¤er * bir ordinalse, S(*) da bir ordinaldir.

Kan›t: Önsav 10.2’de S(*)’n›n Ord1’i sa¤lad›¤›n› gösterdik.

Ord2a’n›n Kan›t›: x ) S(*) = * ' {*} olsun. Diyelim x ) x.

* bir ordinal oldu¤undan, x, *’da olamaz, çünkü Ord2a’ya

göre bir ordinalde x ) x iliflkisi yasak. Demek ki x = *. Dola-
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**0

S(*) = * ' {*}

0

y, x’ten hemen sonra gelen eleman olsun. y, kendisinden
küçük elemanlar kümesidir. Bu elemanlar da ya x’ten
küçüktür ya da x’e eflittir. Demek ki y = x ' {x} = S(x).

x y *

0

0, boflküme olmayan her ordinalin en küçük eleman›d›r.



y›s›yla * ) *. Ama * bir ordinal oldu¤undan, *’n›n bir elema-

n› (bu eleman * bile olsa!) kendi eleman› olamaz. (Bu da al›fl›k

olmad›¤›m›z ilginç bir kan›tlardan!)

Ord2b’nin Kan›t›: x ) S(*) = * ' {*} olsun ve z ) y ve y ) x

iliflkilerini varsayal›m. E¤er x ) * ise, * bir ordinal oldu¤undan

z ) x. E¤er x ( * ise, x = *&olmak zorunda. Demek ki z ) y ve

y ) *. Ama * ordinal oldu¤undan bundan z ) * = x ç›kar.

Ord2d’nin Kan›t›: A, S(*)’n›n bofl olmayan bir altkümesi

olsun. E¤er A , * =  ise, o zaman A = {*} olmak zorunda ve

a = * görevi görür. Öte yandan e¤er A , * .  ise, o zaman 

A , *

kümesinin () için elbette, baflka s›ralama yok) bir en küçük a

eleman› vard›r. a, A’n›n en küçük eleman›d›r. n

Bu teoreme göre, bir ordinalin en küçük eleman› 0 oldu-

¤undan, 0’dan sonra gelen ilk eleman 1’dir. Sonra 2, 3, 4 gelir

ve eleman kald›¤› sürece bu böylecene devam eder.

10.3. Temel Olgular
Afla¤›da kan›tlayaca¤›m›z teoremler ordinaller hakk›nda te-

mel ve basit olgulard›r. Ordinalleri hissetmenizde etkili olacakla-

r›n› umuyoruz.

Teorem 10.6. Bir ordinalin her eleman› bir ordinaldir.

Kan›t: * bir ordinal ve x ) * olsun. Ord2b’ye göre x, Ord1’i

sa¤lar. fiimdi ) iliflkisinin x’i iyis›ralad›¤›n› kan›tlayal›m. x" * ol-

du¤undan, x, *’y› iyis›ralayan iliflki taraf›ndan iyis›ralan›r. (Her

iyis›ral› kümenin altkümesi, üstkümeyi s›ralayan iliflki taraf›ndan

iyis›ralanm›flt›r.) Demek ki ) ikili iliflkisi x’i de iyis›ralar. n
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Teorem 10.7. E¤er x bir * ordinalinin bafllang›ç dilimiyse,

ya x = * ya da x ) *’d›r. Demek ki bir ordinalin bir bafllang›ç

dilimi bir ordinaldir. 

Kan›t. * bir ordinal olsun ve x, *’n›n bir bafllang›ç dilimi ol-

sun. E¤er x . * ise a, * \ x’in en küçük eleman› olsun. O zaman 

x = {y ) * : y < a} = {y ) * : y ) a} = a ) *

olmal›d›r. n

Teorem 10.8. /, * ordinalinin bir altkümesi olsun. /’n›n bir

ordinal olmas› için /’n›n *’n›n bir bafllang›ç dilimi olmas› ge-

rek ve yeterdir.

Kan›t: /, *’n›n bafllang›ç dilimiyse, sonuç bir önceki te-

oremde verildi. fiimdi * ve / birer ordinal ve / " * olsun. Her

iki kümede de s›ralaman›n ) ikili iliflkisi taraf›ndan verildi¤ini

akl›m›zda tutal›m. / bir ordinal oldu¤undan, /’n›n bir elema-

n›ndan küçük bir eleman /’n›n bir eleman›d›r. Bu da /’n›n

*’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu gösterir. n

10.4. Derin Olgular
Teorem 10.9. E¤er * ve / birer ordinalse, ya * ) / ya * = /

ya da / ) *’d›r.

Kan›t: Diyelim * , /, hem *’n›n hem de /’n›n özaltküme-

si. Bir çeliflki elde edece¤iz. x, * \ * , /’n›n ve y, / \ * , /’n›n

en küçük eleman› olsunlar. x = y eflitli¤ini kan›tlayabilirsek, ifli-

miz ifl, çünkü o zaman x = y ) * , / olacak ve istedi¤imiz çe-

liflkiyi elde edece¤iz.

x ve y’nin rolleri simetrik oldu¤undan, x "&y iliflkisini ka-

n›tlamak yeterli.

z ) x olsun. Demek ki * ordinalinde z < x eflitsizli¤i geçerli.

x eleman› * \ * , /’n›n en küçük eleman› oldu¤undan, bundan
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z ) * , / ç›kar. Dolay›s›yla z ) /. fiimdi, ya z = y ya z ) y ya

da y ) z. Bakal›m hangisi. Birinci fl›kta, z = y ( * , /, imkân›

yok! Üçüncü fl›kta, z ) x iliflkisinden dolay› y ) x elde ederiz,

ki bundan da y ) * , / ç›kar, gene çeliflki. Dolay›s›yla sadece

ikinci fl›k mümkün: z ) y. Böylece x "&y içindeli¤ini elde etmifl

oluruz. n

Teorem 10.10. Boflküme olmayan herhangi bir ordinaller

kümesinin bileflimi ve kesiflimi de bir ordinaldir.

Kan›t: Kesiflimin ordinal oldu¤u belli: Kesiflim, ordinaller

kümesinin en küçük eleman›na eflit. Bileflimin bir ordinal oldu-

¤unu kan›tlayal›m.

A, bir ordinaller kümesi olsun. Her * . / ) A için, bir önce-

ki teoreme göre, ya * ) / ya da / ) *. Bunu kullanaca¤›z.

x ) 'A olsun. O zaman, bir * ) A için, x ) * olur. Ama

* ordinal oldu¤undan x " *. Öte yandan, * " 'A. Demek ki

x " 'A. Ord1 kan›tland›.

Ord2a’y› kan›tlayal›m. Bu kolay: x )'A olsun. O zaman,

bir * ) A için, x ) *. Ama * ordinal oldu¤undan x ( x.
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S›ra Ord2b’de. Bu da kolay: x ) 'A ve z ) y ) x olsun. O

zaman, bir * ) A için, x ) *. Ama * ordinal oldu¤undan z ) x. 

fiimdi yukardaki teoremi kullanarak Ord2d’yi kan›tlayaca-

¤›z.  &. B " 'A olsun. O zaman A’da * , B .  önermesini

sa¤layan bir * vard›r. * bir ordinal oldu¤undan, *’n›n * , B

altkümesinin bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana a diye-

lim. Bu a’n›n B’nin en küçük eleman› oldu¤unu iddia ediyorum.

b ) B \ {a} olsun. Belli bir / ) A için, b ) /. Teorem 6’ya göre

a ve b birer ordinal. Teorem 9’a göre ya a ) b ya da b ) a. ‹kin-

ci durumda, b ) a ) * olaca¤›ndan, b ) *, yani b ) * , B ve

bu da a’n›n * , B’nin en küçük eleman› olmas›yla çeliflir. De-

mek ki a ) b ve a, B’nin en küçük eleman›. n

Teorem 10.11. S›ral› küme olarak eflyap›sal olan iki ordinal

birbirine eflittir. 

Kan›t: * ve /, ƒ : * 2 / eflyap›sal efllemesiyle eflyap›sal olan

iki ordinal olsun. O zaman, Teorem 10.9’a göre ya * " / ya da

/ " *. Birincisini varsayabiliriz. O zaman, Teorem 10.8’e göre,

i(x) = x formülüyle tan›mlanm›fl i : * 2 / fonksiyonu da *’dan

/’n›n * bafllang›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’ya

göre ƒ = i. Demek ki / = ƒ(*) = i(*) = *. n

Sonuç 10.12. ‹yis›ral› bir küme en fazla bir ordinale ve tek

bir eflyap› efllemesiyle eflyap›sal olabilir.

Kan›t: E¤er A iyis›ral› (ya da sadece s›ral›) kümesi * ve / or-

dinalleriyle eflyap›salsa, * ve / da birbiriyle eflyap›sald›r, dola-

y›s›yla yukardaki teoreme göre * = /’d›r. Eflyap›sal efllemenin

biricikli¤i Önsav 7.6’dan ç›k›yor. n

‹lerde her iyis›ral› kümenin bir ordinalle eflyap›sal oldu¤u-

nu kan›tlayaca¤›z ama bunun için daha güçlü bir kümeler ku-

ram›na ihtiyaç duyaca¤›z.
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Teorem 10.13. E¤er bir * ordinalinden bir / ordinaline gi-

den bir eflyap› fonksiyonu varsa, o zaman ya * = / ya da * )

/’dir. Dolay›s›yla * " / ve * ≤ / olur.

Kan›t: ƒ : * 2 / s›ralamay› koruyan bir fonksiyon olsun.

Teorem 7.9’a göre ƒ(*)’n›n /’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu

varsayabiliriz. Teorem 10.7’ye göre ya ƒ(*) = / ya da ƒ(*) ) /

ve ƒ(*) bir ordinaldir. Teorem 11’e göre de ƒ(*) = *. n

Sonuç 10.14. * ve / ordinal olsunlar. Afla¤›daki önermeler

eflde¤erdir.

1. *&)&/ ya da * = /,

2. *&"&/,
3. * ≤ /,

4. *, /’n›n bir bafllang›ç dilimi,

5. *, /’n›n bir altkümesiyle eflyap›sal.

Al›flt›rmalar
10.4.1. * bir ordinal olsun. E¤er *’n›n en büyük eleman›

varsa bu eleman›n '* oldu¤unu kan›tlay›n. E¤er *’n›n en

büyük eleman› yoksa '* = * eflitli¤ini kan›tlay›n.

10.4.2. B bir ordinal kümesi olsun. C " B flu özelli¤i sa¤la-

s›n: “Her / ) B için / ≤ 0 eflitsizli¤ini sa¤layan bir 0 ) C var-

d›r”. Bu durumda '/)B / = '0)C 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

10.4.3. * = S(/) = / ' {/} olsun. * bir ordinalse, /’n›n da

bir ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.

10.4.4. * ve / birer ordinal olsunlar. S(*) = S(/) ise * = /

eflitli¤ini kan›tlay›n. 
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11. Limit Ordinaller ve
Ordinallerde Tümevar›m ‹lkesi

‹yis›ral› kümelerde tümevar›mla kan›tlama yönteminden 6’nc›

bölümde sözettik. O bölümde flu teoremi kan›tlad›k:

‹yis›ralamalarda Tümevar›m ‹lkesi [Teorem 6.3]. (X, <) bir

iyi s›ralama olsun. A  X bir altküme olsun. A’n›n flu özelli¤i

oldu¤unu varsayal›m:

Her x ! X için, e¤er {y ! X : y < x}  A ise, o zaman x ! A.

Bu durumda A = X’dir.

Her ordinal iyis›ral› bir küme oldu¤undan, ayn› teorem or-

dinallerde de geçerlidir elbet. Ama ordinaller sözkonusu oldu-

¤unda, ayn› teoremi baflka türlü ifade etmek kan›tlarda baz›

avantajlar sa¤lar.

Baz› ordinallerin en büyük elemanlar› vard›r. Örne¤in 5’in

en büyük eleman› 4’tür. S(")’n›n en büyük eleman› "’d›r. Ama

her ordinalin en büyük eleman› yoktur. Örne¤in en büyük do-

¤al say› olmad›¤›ndan, "’n›n en büyük eleman› yoktur. En bü-

yük eleman› olmayan 0’dan de¤iflik ordinallere 
������������

denir. " ilk limit ordinaldir. Limit ordinaller genelde # (lamb-

da) simgesiyle gösterilir.

Limit olmayan ve 0’dan de¤iflik olan bir $ ordinalinin en bü-

yük eleman› % ise, $ = S(%)’d›r elbet. (Okura basit bir al›flt›rma.)



Teorem 11.1. [Ordinallerde Tümevar›m ‹lkesi] Bir önerme,

a) 0 için do¤ruysa,

b) Bir $ ordinali için do¤ru oldu¤unda S($) ordinali

için de do¤ruysa,

c) her #&limit ordinali için, önerme #’dan küçük ordi-

naller için do¤ru oldu¤unda # için de do¤ruysa,

o zaman o önerme her $ ordinali için do¤rudur.

Kan›t: Önermeye '(x) diyelim. '(x)’in her ordinal için do¤-

ru olmad›¤›n› varsayal›m. Diyelim '(x), $ ordinali için yanl›fl.

% = S($) olsun.

A = {( ! % : '(() yanl›fl}

olsun. A bir kümedir ve bir ordinal kümesidir. $ ! A oldu¤un-

dan, A ) *. O zaman A’n›n bir en küçük eleman› vard›r. Bu ele-

mana ( diyelim. Demek ki '(x) önermesi (’dan küçük ordinaller

için do¤ru. (a) varsay›m›na göre ( ) 0. (b) varsay›m›na göre bir +

ordinali için ( = S(+) olamaz. (c) varsay›m›na göre ( bir limit or-

dinal olamaz. Demek ki ( olamaz! n

Kimileyin bu ilke yerine kan›t› kullan›l›r. Diyelim ordinal-

ler hakk›nda kan›tlamak istedi¤imiz bir '($) önermesi var. Bir

an için '’nin her $ ordinali için do¤ru olmad›¤›n› varsayal›m,

diyelim ' önermesi $ için do¤ru de¤il.

{% ≤ $ : '(%) yanl›fl}

kümesine bakal›m. $ bu kümede oldu¤undan, bu ordinal kü-

mesi bofl de¤il. Demek ki bir en küçük eleman› var. O elemana

% diyelim. fiimdi '(%) yanl›fl ama %’dan küçük her ( ordinali için

'(() do¤ru. Buradan bir çeliflki elde etmeye çal›fl›l›r. Bunun için

önce %’n›n 0 olamayaca¤› kan›tlan›r. Sonra %’n›n bir ( ordinali

için S(()’ya eflit olamayaca¤› kan›tlan›r. Ard›ndan, %’n›n bir li-

mit ordinal de olamayaca¤› kan›tlan›r. Böylece %’n›n hiçbir fley

olamayaca¤› anlafl›l›r ve bir çeliflki elde edilir.

‹lerde tümevar›m ilkesini s›k s›k kullanaca¤›m›zdan örnek

vermiyoruz.
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Al›flt›rmalar
11.1. $ bir ordinal olsun. $’n›n limit ordinal olmas› için

,$ = $

eflitli¤inin yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n.

11.2. $ limit olmayan bir ordinal olsun. $ = S(,$) eflitli¤i-

ni kan›tlay›n, yani ,$, $’n›n en büyük eleman›d›r.

11.3. Elemanlar› limit ordinaller olan ama boflküme olmayan

bir kümenin bilefliminin de bir limit ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.

11.4. A ) *, en büyük eleman› olmayan bir ordinaller küme-

siyse ,A’n›n bir limit ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.
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12. ‹yis›ral› Kümeler, Ordinaller ve
Yerlefltirme Aksiyomu

B
u bölümde her iyis›ral› kümenin bir ve bir tek ordinalle efl-

yap›sal oldu¤unu kan›tlamaya çal›flaca¤›z ve bigüzel çuval-

layaca¤›z. [S‹]’de verdi¤imiz aksiyomlarla bu önerme ka-

n›tlanamaz. Ama biz gene de inatla kan›tlamaya çal›flaca¤›z ve

bildi¤imiz kümeler kuram›n›n nerede eksik kald›¤›n› ayan beyan

görece¤iz. Eksik kald›¤›m›z yeri yeni bir aksiyomla tamamlaya-

ca¤›z.

Yeni aksiyomumuz bizce do¤ru olmas› gereken do¤al bir

önermedir. Ama okur, bu yeni aksiyomun do¤all›¤›na yeri gel-

di¤inde kendi kendine karar vermelidir. Sonuç olarak, aksi-

yomlar›n seçimi, neyin do¤ru olmas› gerekti¤i konusunda inan-

ca dayan›r.

Herhangi iyis›ral› bir küme alal›m. Bu kümeyle bir ordinal

aras›nda s›ralamay› koruyan bir eflleme, yani bir izomorfizma

ya da Türkçesiyle bir eflyap› efllemesi bulaca¤›z, daha do¤rusu

bulmak istiyoruz.

‹yis›ral› kümemize (X, <) diyelim. Sonuç 10.12’ye göre, (X, <)

ancak tek bir $ ordinaline eflyap›sal olabilir ve X ’le $ aras›nda

ancak tek bir eflyap› efllemesi olabilir. Yani e¤er X iyis›ral› küme-

sinden bir $ ordinaline giden bir ƒ : X - $ eflyap› efllemesi var-

sa, hem $ hem de ƒ bir tanedir.



Matematikte bir fleyden bir tane varsa o fleyi bulmak genel-

likle çok kolayd›r. Matematikte zor olan, tek bir tane olan nes-

neleri bulmak de¤il, tam tersine çok olanlardan birini bulmak-

t›r. Örne¤in, e¤er bir nesneden sonsuz tane varsa, kimileyin bu

sonsuz tane olan nesnelerden birini bile bulmak mümkün ol-

mayabilir. Bu ilginç ve bir o kadar da tuhaf olguya ilerde de¤i-

nece¤iz.

Tüm iyimserli¤imizi tak›n›p bafll›ktaki önermeyi kan›tlama-

ya (çal›flmaya) bafllayal›m.

E¤er X boflkümeyse, o zaman X, 0 ordinaline eflittir. Bu du-

rumda X ’in kendisi zaten bir ordinaldir. Fazla bir fley söylemeye

gerek yok.

E¤er X bofl küme de¤ilse, X ’in bir en küçük eleman› vard›r.

Bu elemana x0 diyelim. E¤er X ’in bundan baflka eleman› yok-

sa, o zaman X, 1 ordinaliyle eflyap›sald›r elbette. Resmi afla¤›-

da çizdik. Bu durumda, X ’le 1 ordinali aras›ndaki (tek) eflyap›

efllemesi (hatta tek fonksiyon!) x0’› 0’a gönderen fonksiyondur.

E¤er X ’in x0’dan baflka elemanlar› varsa, o zaman X ’te

x0’dan hemen sonra gelen bir eleman vard›r. Bu elemana x1 di-

yelim. E¤er X ’te x1’den büyük baflka eleman yoksa, yani X ’te

sadece x0 ve x1 elemanlar› varsa, o zaman X, 2 ordinaliyle efl-

yap›sald›r. Bu durumda, X ’le 2 ordinali aras›ndaki (tek) eflya-

p› efllemesi x0’› 0’a, x1’i 1’e gönderen fonksiyondur; en küçük

eleman en küçük elemana, en büyük eleman en büyük elemana

gitmelidir.
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ƒ(x0) = 0

x0 0
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x1 1

ƒ(x0) = 0

ƒ(x1) = 1



E¤er X ’te x1’den büyük elemanlar varsa, o zaman X’te x1’den

hemen sonra gelen bir eleman vard›r. Bu elemana x2 diyelim. E¤er

X’te x2’den büyük baflka eleman yoksa, yani X’te sadece x0, x1

ve x2 elemanlar› varsa, o zaman X, 3 ordinaliyle eflyap›sald›r1.

Bu durumda, X’le 2 ordinali aras›ndaki (tek) eflyap› efllemesi

x0’› 0’a, x1’i 1’e, x2’yi 2’ye gönderen fonksiyondur; en küçük

eleman en küçük elemana, en büyük eleman en büyük elemana

gitmelidir. 

Bunu böylece sürdürebiliriz... E¤er sonlu zamanda (her ne

demekse!) X ’in en büyük eleman›na ulafl›rsak, o zaman X iyi-

s›ralamas› bir do¤al say›yla eflyap›sald›r.

E¤er X ’te n + 1 tane eleman varsa ve bu elemanlar› küçük-

ten büyü¤e do¤ru,

x0 < x1 < ... < xn

diye s›ralarsak, o zaman X,

ƒ(xi) = i

efllemesiyle n + 1 ordinaline eflyap›sald›r.

Ama X ’in elemanlar›n› böyle teker teker sonlu zamanda bi-

tiremeyebiliriz, X sonsuz da olabilir. fiimdi X ’in sonsuz oldu¤u-

nu varsayal›m.

E¤er xn, X ’in n + 1’inci eleman›ysa ve X ’te bu xn’lerden bafl-

ka bir eleman yoksa, o zaman X ’in "’ya (yani  ’ye) benzedi¤i,

x0 0X 3x1 1

ƒ(x0) = 0

ƒ(x1) = 1

ƒ(x2) = 2

x2 2
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ƒ(x2) = 2

     ...
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hatta ƒ(xn) = n fonksiyonu sayesinde "’yla eflyap›sal oldu¤u

aflikâr.

X’te bu xn’lerden baflka elemanlar da olabilir, neden olma-

s›n? Tüm bu xn’lerden büyük olan elemanlar›n en küçü¤üne

x" diyelim. X’in, x" dahil olmak üzere, x"’ya kadar olan k›s-

m› belli ki S(") ile eflyap›sal1.

Bunu böylece sürdürebiliriz... Ama nereye kadar sürdürebi-

liriz? X’in sonuna ulaflabilecek miyiz? Zaman›n (istedi¤imiz ka-

dar) sonsuz oldu¤u bir evrende yaflasayd›k belki bu tür kan›tlar

o evrenin matemati¤inde kabul edilebilirdi, ama ne yaz›k ki öy-

le bir evrende yaflam›yoruz ve yukarda yap›lanlar bir yere kadar

kabul edilebilir. Daha matematiksel bir yöntem bulmal›y›z.

Bu noktadan sonra matematik bafll›yor.

12.1. Matematik Bafll›yor
(X, <) iyis›ral› bir küme olsun. X ’in bir ordinale eflyap›sal

oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

X ’in bir ordinale eflyap›sal olup olmad›¤›n› bilmiyoruz he-

nüz ama X ’in baz› bafllang›ç dilimlerinin bir ordinale eflyap›sal

oldu¤unu biliyoruz. Örne¤in, e¤er X ’te en az 10 eleman varsa,

X ’in ilk 10 eleman›ndan oluflan küme (ki bu bir bafllang›ç dili-

midir) 10 ordinaliyle eflyap›sald›r.
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., X ’in bir ordinale eflyap›sal olan bafllang›ç dilimlerinin

kümesi olsun. ., gerçekten bir kümedir. [S‹]’de verdi¤imiz ak-

siyomlardan hareketle .’nin bir küme oldu¤u kolayl›kla kan›t-

lanabilir.) Amac›m›z X ’in .’de oldu¤unu kan›tlamak tabii.

E¤er I ! . ise, I bafllang›ç diliminin eflyap›sal oldu¤u tek

bir ordinalin oldu¤unu biliyoruz (Teorem 10.11). Bu ordinale

$I ad›n› verelim. Ayr›ca, I bafllang›ç dilimiyle $I ordinali ara-

s›nda tek bir eflyap› efllemesi oldu¤unu da biliyoruz (Sonuç 7.6

ya da 10.12). Bu eflyap› efllemesine de ƒI ad›n› verelim.

Sav 1. J ve I, .’den iki bafllang›ç dilimi olsun. O zaman iki-

sinden biri di¤erinin altkümesidir. Ayr›ca, e¤er J  I ve x ! J

ise, ƒJ(x) = ƒI(x) olur.

Sav›n Kan›t›: I ve J, X’in bafllang›ç kümeleri oldu¤undan

ikisinden biri di¤erinin altkümesi olmal› (Bölüm 7.1). Diyelim

J  I. 

I ve J bafllang›ç dilimleri, 

ƒI : I - $ I

ve 

ƒJ : J - $ J

efllemeleriyle, s›ras›yla, $ I ve $ J ordinallerine eflyap›sallar. 

E¤er $ J - J  I - $ I yolunu takip edersek, $ J’den $ I’ya

giden

eflyap› fonksiyonunu buluruz. O zaman Teorem 10.13’e göre $ J

 $ I ve hatta $ J, $ I’nin bir bafllang›ç dilimi (Teorem 10.8).
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fiimdi ƒI : I - $ I fonksiyonunu I ’nin J bafllang›ç dilimine

k›s›tlayabiliriz, yani ƒI’nin I ’da ald›¤› de¤erlere bakaca¤›m›za

ƒI’nin sadece J ’de ald›¤› de¤erlere bakabiliriz. E¤er bu fonksi-

yonu ƒI↓J olarak simgelersek, her x ! J için, ƒI↓J fonksiyonunun

tan›m› gere¤i, 

ƒI↓J(x) = ƒI(x)

olur. Demek ki

ƒI↓J(J) = ƒI(J)

ve dolay›s›yla ƒI↓J(J), $I’nin bir bafllang›ç dilimi (Önsav 7.5.i).

fiimdi J ’yi $I’nin bafllang›ç kümelerine gömen iki eflyap› fonk-

siyonumuz var: biri ƒJ, di¤eri ƒI↓J. Önsav 7.6’ya göre 

ƒJ = ƒI↓J. 

Bir baflka deyiflle, e¤er x ! J ise, 

ƒJ(x) = ƒI(x).

Sav›m›z kan›tlanm›flt›r. n

Bu sav bize parlak ve hatta tozpembe bir gelecek iflaret edi-

yor. Sanki her fley yolunda gibi.

fiimdi amac›m›z .’nin eleman› olan bafllang›ç kümelerinin

bileflimini al›p bunun X’e eflit oldu¤unu, yani

X = ,I!. I
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eflitli¤ini göstermek. Bir de $I ordinallerinin bilefliminin bir or-

dinal oldu¤unu gösterebilirsek o zaman iflimiz ifl... Zaten bir

ordinal kümesinin bilefliminin bir ordinal oldu¤unu biliyoruz

(Teorem 10.10). Bu ordinale $ diyelim:

$ = ,I!. $ I.

Bütün bunlar› yapt›¤›m›z› varsayarsak, X ’ten $’ya giden flu efl-

yap› efllemesini tan›mlayabiliriz: E¤er x ! X = ,I!. I ise, o za-

man x ! I ! . iliflkilerini sa¤layan bir I vard›r. fiimdi,

ƒ(x) = ƒI(x) ! $ I  $

olarak tan›mlayal›m. 

Sav 1’e göre, tan›mda, .’nin x’i içeren hangi I bafllang›ç di-

liminin al›nd›¤› önemli de¤ildir, tüm seçimler ayn› sonucu ve-

rir. Bu aflamada ƒ’nin X’ten $’ya giden bir eflyap› efllemesi ol-

du¤unu kan›tlamak iflten bile de¤ildir. Zaman› geldi¤inde ya-

paca¤›z.

,I!. I = X eflitli¤ini göstermek için küçük bir numara yap-

mam›z gerekiyor. Bir an için (X, <) iyis›ral› kümesinin bir ordina-

le eflyap›sal olmad›¤›n› varsayal›m. X ’in bir ordinale eflyap›sal ol-

mayan bafllang›ç dilimlerinin en küçü¤ünü alal›m. Bu bafllang›ç

dilimine flimdilik X 1 diyelim. Al›flt›rma 7.1.4’e göre böyle bir bafl-

lang›ç dilimi vard›r. Hem X hem de X 1 bir ordinale eflyap›sal ol-

mayan iyis›ral› kümeler. Ama X 1 iyis›ralamas›n›n X ’e göre bir ay-

r›cal›¤› var: X 1 iyis›ralamas›n›n kendisine eflit olmayan her bafllan-

g›ç dilimi bir ordinale eflyap›sal. fiimdi X yerine ayr›cal›¤› olan bu

X 1 iyis›ralamas›n› alabiliriz. Bundan böyle,

1. X ’in bir ordinale eflyap›sal olmad›¤›n›, ve

2. X ’in X ’e eflit olmayan her bafllang›ç diliminin bir ordina-

le eflyap›sal oldu¤unu varsay›yoruz. Bir baflka deyiflle, ., art›k

X ’e eflit olmayan X ’in tüm bafllang›ç dilimleri.

Sav 2. X ’in en büyük eleman› olamaz.

Kan›t: X ’in en büyük eleman› oldu¤unu varsayal›m. Bu ele-

mana s diyelim. fiimdi,

12. ‹yis›ral› Kümeler, Ordinaller ve Yerlefltirme Aksiyomu 133



I = {y ! X : y < s}

olsun. I, X’in bir bafllang›ç dilimidir. Ama s, I ’da olmad›¤›n-

dan, I ) X. Demek ki I bir $I ordinaline bir ƒI eflyap› efllemesi

arac›l›¤›yla eflyap›sal. Ama X = I , {s} ve S($ I) = $ I , {$ I} ve

X’in ve S($ I)’nin s›ralamalar› son derece uyumlu. ƒI eflyap› efl-

lemesini I ’dan X ’e geniflletmek çok kolay: Afla¤›daki flekilde

gösterildi¤i gibi X ’in en sonundaki s eleman›n› S($ I)’nin en so-

nundaki $I eleman›na yollayal›m.

Böylece X ile S($ I) aras›nda bir eflyap› efllemesi bulduk. S($ I)

bir ordinal oldu¤undan (Teorem 10.5), bu bir çeliflkidir. n

Art›k ,I!. I = X eflitli¤ini kan›tlayabiliriz. .’nin X ’in X ’e

eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin kümesi oldu¤unu an›msat›-

r›m.

Sav 3. ,I!. I = X.

Kan›t: x ! X olsun. x, X’in en büyük eleman› olmad›¤›ndan

(Sav 2), X’te x’ten büyük bir eleman vard›r. Bu elemanlardan bi-

ri y olsun. O zaman,

I = {z ! X : z < y},

X’in x’i içeren ama y’yi içermeyen bir bafllang›ç dilimidir. De-

mek ki x ! ,I!. I. n

‹stedi¤imizin nerdeyse sonuna geldik.

S›ra, her I ! . bafllang›ç diliminin eflyap›sal oldu¤u $I or-

dinallerinin bilefliminin bir ordinal oldu¤unu kan›tlamada, ya-

ni ,I!. $I bilefliminin bir ordinal oldu¤unu kan›tlamal›y›z.
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Sav 4. ,I!. $ I bir ordinaldir.

Kan›t: Teorem 10.10’da bir ordinaller kümesinin bileflimi-

nin gene bir ordinal oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Demek ki bilme-

miz gereken tek fley

{$I : I ! .}

toplulu¤unun bir küme oldu¤u... Bunu bilirsek gerisi gelecek...

Maalesef bunu [S‹]’de verdi¤imiz aksiyomlarla kan›tlaya-

may›z. Neden kan›tlayamayaca¤›m›z› biraz aç›klamaya çal›fla-

y›m.

Önce bir durum de¤erlendirmesi yapal›m. Neyle karfl› kar-

fl›yay›z? . bir küme; bundan kuflkumuz yok. Her I ! . için

$I iyi tan›mlanm›fl bir ordinal; bundan da kuflkumuz yok. Ni-

tekim $I, I iyis›ralamas›n›n eflyap›sal oldu¤u yegâne ordinal,

bir ikincisi daha yok.

Durumu özetleyen flöyle bir resim çizdik. Be¤enilerinize sunu-

yoruz:

Asl›nda resim çok daha sade. Resmin iyi s›ralanm›fl küme-

lerle ya da ordinallerle filan pek bir ilgisi yok. En yal›n haliyle

resim flöyle: . bir küme. .’nin her I eleman› için bir ve bir tek

$I kümesi tan›mlanm›fl. .’nin küme oldu¤undan hareketle,
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{$I : I ! .}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

Durumu bu daha yal›n haliyle afla¤›da resmettik.

E¤er . sonluysa sorun yok, çünkü o zaman

{$I : I ! .}

toplulu¤u sonlu bir topluluk olur ve her sonlu topluluk gibi bu

da bir küme olur. Sorun, . sonsuz oldu¤unda.

Öte yandan e¤er $I’ler rastgele, yani hiçbir kurala ba¤l› ol-

maks›z›n seçilmifllerse (ki asl›nda böyle bir seçim fiziksel olarak

mümkün bile de¤ildir!) $I’lerin toplulu¤unun bir küme olmas›-

n› bekleyemeyiz. Öte yandan burada özel bir durumla karfl› kar-

fl›yay›z. Her $I, I ’ya belli bir kuralla ba¤l›: $I, I iyis›ralamas›n›n

eflyap›sal oldu¤u yegâne ordinal. Yani, e¤er '(x, y), Türkçe söy-

ledi¤imiz flu özelli¤in

x bir s›ralama ve y, x’le eflyap›sal olan bir ordinal,

matematikçesini simgelerse, o zaman her x !. için '(x, y) for-

mülünü sa¤layan bir ve bir tane y kümesi vard›r.

fiimdi sorumuzu soruyoruz:
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Önemli Soru: . bir küme ve '(x, y) bir özellik olsun. Her

x ! . için, '(x, y) özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane y kümesi-

nin oldu¤unu varsayal›m. O zaman bir x ! . için '(x, y) özel-

li¤ini sa¤layan y’ler bir küme oluflturur mu? Yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u bir küme midir?

Tan›mlanabilir Altküme Aksiyomu’ndan, e¤er sorudaki

y’leri içeren bir 4&kümesi oldu¤u bilinirse, yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u asl›nda

{y ! 4&: 2x (x ! . 3 '(x, y)}

ise, o zaman bunun bir küme oldu¤unu biliyoruz. Sorun, tüm

y’leri eleman olarak içeren bir 4 kümesinin olup olmad›¤›n› bil-

medi¤imizde ortaya ç›k›yor; bu flanss›z durumda

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤unun bir küme oldu¤una hükmedemiyoruz.
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Bu arada '(x, _)’n›n nerdeyse tan›m kümesi . olan bir fonk-

siyon tan›mlad›¤›na dikkatinizi çekerim. Gerçekten de her x !.

için bir ve bir tek y de¤eri veriyor. Tek eksi¤i de¤er kümesinin ol-

mamas›... Hatta de¤erleri içeren bir kümenin olmamas›.

San›r›m soruyu ve sorunu yeterince tart›flt›k. Yan›t› verme-

nin zaman› geldi. Böyle bir kümenin varl›¤› [S‹]’de verdi¤imiz

aksiyomlar›n yard›m›yla kan›tlanamaz. Bu kan›tlanamazl›¤›n

kan›t› zor olmasa da bizi konumuzdan baya¤› sapt›raca¤›ndan

kan›t› burada vermeyece¤iz.

Bir yandan böyle bir kümenin olmas›n› istiyoruz, çünkü her

iyis›ralaman›n bir ordinal olmas› gerekti¤ini hissediyoruz (en

az›ndan ben öyle hissediyorum, ben dünyay› öyle alg›l›yorum),

di¤er yandan böyle bir kümenin varl›¤›n› kan›tlayam›yoruz. O

zaman yeni bir aksiyom gerekiyor.

12.2. Yerlefltirme Aksiyomu
‹flte ihtiyac›m›z olan aksiyom:

Yerlefltirme Aksiyomu. . bir küme ve '(x, y) bir özellik ol-

sun. Her x ! . için, '(x, y) özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane y

kümesinin oldu¤unu varsayal›m. O zaman bir x !. için '(x, y)

özelli¤ini sa¤layan y’ler bir küme olufltururlar. Yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u bir kümedir.

E¤er Yerlefltirme Aksiyomu’nun var oldu¤unu söyledi¤i kü-

meye 4&dersek, o zaman '(x, y) özelli¤i (ya da formülü), . ile

4 aras›nda bir eflleme verir. Mecazi konuflacak olursak, Yerlefl-

tirme Aksiyomu, . kümesini 4’ye yerlefltirerek 4’nin küme ol-

du¤una hükmedebilece¤imizi söylüyor.

fiimdi Sav 4’ün kan›t›n› tamamlayabiliriz. Yerlefltirme Aksi-

yomu’na göre {$ I : I ! .} bir kümedir, hatta bir ordinal kü-

mesidir. Dolay›s›yla bu kümenin elemanlar›n›n bileflimini ald›-
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¤›m›zda bir küme buluruz: ,I ! . $I bir kümedir. Hatta, Te-

orem 10.10’a göre bu bileflim bir ordinaldir. n

Teorem 12.1. Her iyis›ral› küme bir ve bir tek ordinale efl-

yap›sald›r.
Kan›t: ‹yis›ral› bir kümenin iki de¤iflik ordinale eflyap›sal

olamayaca¤›n› Teorem 10.11’den biliyoruz. Bulduklar›m›z›

tekrarlayal›m. Bir ordinale eflyap›sal olmayan iyis›ral› bir X kü-

mesiyle bafllad›k. Biraz u¤raflla, X’in X’e eflit olmayan her I

bafllang›ç diliminin bir $ I ordinaline eflyap›sal oldu¤unu varsa-

yabilece¤imizi gördük. Sav 2’de, X’in en büyük eleman›n›n ola-

mayaca¤›n› gördük.

E¤er ., X ’in X’e eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin küme-

siyse, her I ! . için, I’nin eflyap›sal oldu¤u tek bir $ I ordinali

ve I’dan $ I’ya giden tek bir ƒI eflyap› efllemesi vard›r.

Yerlefltirme Aksiyomu’na göre {$ I : I ! .} toplulu¤u ele-

manlar› ordinaller olan bir kümedir. Dolay›s›yla bu kümenin

bileflimi de bir ordinaldir. Bu ordinale $ ad›n› verelim.

$ = ,I ! . $ I.

Ayr›ca Sav 3’e göre ,I!. I = X.

Bir de Sav 1 çok önemli: E¤er I ve J, .’delerse ve e¤er J  I

ise ve x ! J ise, o zaman ƒJ(x) = ƒI(x).

fiimdi X ’ten $’ya giden flu ƒ fonksiyonunu tan›mlayabiliriz:

E¤er x ! X = ,I!. I ise, x ! I ! . iliflkilerini sa¤layan bir I

bafllang›ç dilimi vard›r. 

ƒ(x) = ƒI(x) ! $ I  $

olsun.
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Sav 1’e göre, ƒ(x)’in tan›m›nda, .’nin x’i içeren hangi I

bafllang›ç diliminin al›nd›¤› önemli de¤ildir, tüm seçimler ayn›

sonucu verir. 

ƒ’nin X’ten $’ya giden bir eflyap› efllemesi oldu¤unu kan›t-

lamak kald› geriye. Bu kolay:

ƒ Örtendir: % ! $ olsun. $ = ,I ! . $ I oldu¤undan, belli

bir I ! . için % ! $I olmal›d›r.

ƒI : I - $ I

örten oldu¤undan, belli bir x ! I için, ƒI(x) = % olmal›d›r. De-

mek ki ƒ(x) = ƒI(x) = %. Ve, x ! I  ,I!. I = X.

ƒ S›ralamaya Sayg› Duyar: x, y ! X olsun. x < y eflitsizli¤i-

ni varsayal›m. X = ,I!. I oldu¤undan, I, J ! . için x ! I ve

y ! J. Ama I ve J, X’in bafllang›ç kümeleri olduklar›ndan, iki-

sinden biri di¤erinin altkümesi olmal›. Diyelim J  I. O zaman,

hem x hem de y, I’nin elemanlar›. Dolay›s›yla ƒ(x) ve ƒ(y)’nin

tan›mlar›nda ayn› I bafllang›ç dilimini alabiliriz:

ƒ(x) = ƒI(x),

ƒ(y) = ƒI(y).

Ayr›ca, ƒI : I - $ I bir eflyap› efllemesi oldu¤undan ve x < y

eflitsizli¤inden, ƒI(x) < ƒI(y) eflitsizli¤i ç›kar.

fiimdi, ƒ(x) = ƒI(x) < ƒI(y) = ƒ(y), yani ƒ(x) < ƒ(y). ‹stedi¤imiz

kan›tlanm›flt›r, X iyis›ral› kümesi $ ordinaline eflyap›sald›r. n

12.3. Yerlefltirme Aksiyomu’nun ‹zin Verdi¤i Kümeler
Eskiden küme olmayan topluluklar›n küme olduklar›n›

Yerlefltirme Aksiyomu’nu kullanarak kan›tlayabiliriz.

Örnek: {0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ... } toplulu¤u bir kümedir.

Asl›nda bu kümeyi böyle yazmak günah s›n›f›na olmasa da

kabahat s›n›f›na sokulabilir, çünkü matematikte “nokta nokta

nokta” diye bir simge yoktur.

fiunu kan›tlayaca¤›z: a0 = 0 olsun ve her n !&" için, an+1 = {an}

olsun. Öyle bir '(x, y) formülü vard›r ki, '(x, y)’nin do¤ru ol-
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mas› için yeter ve gerek koflul x’in bir do¤al say› olmas› ve y’nin

ax’e eflit olmas›d›r.

'(x, y) formülünü yar› Türkçe yar› matematikçe yazaca¤›z;

sadece matematikçe yazarsak formülü gereksiz yere uzatm›fl

oluruz.

'(x, y) formülü, önce x !&" diyecek. Sonra 

z = {a0, a1, ..., ax/1} 

diye bir kümenin varl›¤›ndan sözedecek. Bunu flöyle söyleyece-

¤iz: Öyle bir z kümesi ve öyle bir ƒ : x - z efllemesi vard›r ki,

ƒ(0) = a0 ve her 0 ≤ i < x / 1 için ƒ(S(i)) = {ƒ(i)}’dir.

fiimdi bir de ayr›ca y = {ƒ(x / 1)} diyelim.

x = 0 fl›kk› yukarda sorun yarat›r. E¤er x = 0 ise '(x, y) for-

mülü “y = 0” desin.

Böylece diledi¤imiz gibi '(x, y) formülü bulduk. fiimdi Yer-

lefltirme Aksiyomu’nu '(x, y)’ye ve "’ya uygularsak, eleman ola-

rak sadece an’leri (n !&") içeren bir kümenin varl›¤›n› kan›tlam›fl

oluruz.

Not 1. Bu aflamaya kadar [S‹]’de ve bu ders notlar›nda gör-

dü¤ümüz kümeler kuram›na Zermelo-Fraenkel kümeler kuram›

ad› verilir ve bu “teori” ZF olarak k›salt›l›r. Kümeler kuram›n›-

n›n son aksiyomu ileride görece¤imiz Seçim Aksiyomu’dur.

ZF’ye Seçim Aksiyomu eklenerek elde edilen teori ZFC olarak

yaz›l›r.

Not 2. Art›k her iyis›ral› kümenin bir (ve bir tek) ordinale efl-

yap›sal oldu¤unu biliyoruz ama henüz say›lamaz sonsuzlukta bir

kümenin iyis›ralanabilece¤ini, dolay›s›yla say›lamaz sonsuzlukta

bir ordinalin oldu¤unu bilmiyoruz. Böyle bir ordinalin varl›¤›n›

ileride, Seçim Aksiyomu’nu kullanarak kan›tlayaca¤›z. Daha ileri

gidip, her kümenin iyis›ralanabilece¤ini kan›tlayaca¤›z.

Not 3. Ne ZF’de ne de ZFC’de tüm ordinaller toplulu¤u bir

kümedir. Bunu bir sonraki altbölümde kan›tlayaca¤›z.
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12.4. Burali-Forti Paradoksu
7, tüm ordinaller kümesi olsun. O zaman, $ = ,7 bir or-

dinaldir (Teorem 10.10; asl›nda 7 = $, ama bunun hiçbir öne-

mi yok) ve elbette ordinallerin en büyü¤üdür. Ama S($), $’dan

daha büyük bir ordinaldir. Çeliflki! (‹htiyac›n›z varsa Ord2a’y›

da kullan›n.)

Buna “Burali-Forti Paradoksu” denir.

1897’de Cesare Burali-Forti (1861-1931) ta-

raf›ndan bulunmufltur, Bertrand Russell

(1872-1970) Paradoksu’ndan 4 y›l daha ön-

ce. Burali-Forti Paradoksu’nun bir benzeri iki

y›l sonra Cantor taraf›ndan bulunmufltur.

Tüm paradokslar›n kökeni ayn›d›r: Her

biri çok çok “büyük” topluluklar›n küme

olduklar›n› varsayar. 

Dün paradoksa yol açan ak›l yürütme

bugün paradoks olmaktan ç›km›flt›r, çünkü

ordinaller toplulu¤u 7 bir küme de¤ildir! 7’n›n küme olmad›¤›-

n›n kan›t› yukarda: Yoksa Burali-Forti Paradoksu gerçekten bir

paradoks olurdu ve çeliflki elde ederdik (olmayana ergi yönte-

mi).

Burali Forti, Peano’nun asistanl›¤›n› yapm›flt›r. 200’den

fazla matematiksel makalesi vard›r. Matematik e¤itimi konu-

suna da e¤ilmifltir. Ancak Einstein’in izafiyet kuram›na inan-

mam›fl ve (Tommaso Boggio ile birlikte) kuram›n yanl›fll›¤›n›

göstermeye çal›flan bir kitap yazm›flt›r.
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13. Ordinallerde Toplama ‹fllemi

13.1. Toplaman›n Tan›m›

‹
lkokulda do¤al say›lar› toplamay› nas›l ö¤rendi¤inizi an›m-

say›n. 3 + 4 = 7 yerine, 3 fasulye + 4 fasulye = 7 fasulye eflit-

li¤ini ö¤renmiflsinizdir önce herhalde. Ö¤retmen sola 3 fa-

sulye dizmifltir. Bu grubun sa¤›na dört fasulye daha dizmifltir.

Sonra tüm fasulyeleri sayman›z› rica etmifltir.

Ö¤retmen fasulyeleri s›raya dizmeden kar›fl›k koymufl ola-

bilir. S›raya dizerse, saymas› daha kolay olur. Biz iyi ö¤retmen-

le okudu¤umuzu varsayal›m: Sayaca¤›m›z nesneler s›ralans›n.

Ordinaller de aynen fasulye toplar gibi toplan›r.

+

+... ...

... ...



Daha matematiksel olmak gerekirse...  ve ! iki ordinal ol-

sun. Bu iki ordinali toplamak için  tane fasulyenin sa¤›na ! ta-

ne fasulye koyar›z ve böylece elde edilen fasulyeleri soldan sa-
¤a sayar›z... Burada, “saymak”la “iyis›ralamak”› kastediyoruz.

Daha daha matematiksel olal›m.  ve ! birer ordinal olsun-

lar. Afla¤›dak flekilden takip edin. Ordinal olduklar›ndan,  ve !

iyis›ral› kümelerdir: ", yani “eleman› olmak” iliflkisiyle iyis›ra-

lanm›fllard›r. Altbölüm 5.2’de herhangi iki iyis›ral› kümeyi top-

lamay› tan›mlam›flt›k. fiöyle yapm›flt›k: Önce  ve ! iyis›ral› kü-

melerini  # {0} ve ! # {1} kümeleriyle de¤ifltirmifltik, çünkü  ve

! kümelerinin kesiflmelerini istemiyorduk (bu iki küme eflit bile

olabilirler!), her türlü kesiflme olas›l›¤›na karfl› önlem olarak  ve

! yerine, kesiflmediklerinden emin oldu¤umuz  # {0} ve ! # {1}

kümelerini alm›flt›k. Sonra,  ve ! üzerindeki s›ralamalar› s›ras›y-

la  # {0} ve ! # {1} kümelerine yans›tm›flt›k, yani her a1, a2 "  ,

b1, b2 " ! için,

(a1, 0) < (a2, 0) $ a1 < a2,

(b1, 1) < (b2, 1) $ b1 < b2

tan›mlar›n› yapm›flt›k. En sonunda da, kesiflmediklerini bildi¤i-

miz  # {0} ve ! # {1} kümelerinin

( # {0}) % (! # {1})

bileflimini al›p bu bileflimi,  # {0} ve ! # {1} altkümelerinin s›-

ralamalar›yla uyumlu olacak biçimde s›ralam›flt›k. Bileflimin s›-

ralamas›,  # {0} ve ! # {1} kümelerinin s›ralamas›na sayg› du-

yar, ve ayr›ca, !’ya bir ayr›cal›k tan›yarak, ! # {1}’in her elema-
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 !   ve ! iki iyis›ral› küme.
Kesiflebilirler.

 &#&{0} !&#&{1}

  ve ! yerine,  &#&{0} ve !&#&{1} kümeleri al›n›yor. Bu kümeler
kesiflmezler.   ve !’n›n s›ralamalar›n›  &#&{0} ve !&#&{1} küme-
lerine yans›t›l›yor. Ayr›ca  &#&{0}’›n elemanlar›n›n !&#&{1}’in
elemanlar›ndan daha küçük oldu¤una hükmediliyor.

( &#&{0}) % (!&#&{1})

 !!!!!!"!!!!!!!!#



n›n›  # {0}’in her eleman›ndan daha büyük ilan eder. Biçimsel

tan›m flöyle: Her a1, a2 "  , b1, b2 " ! için,

(a1, 0) < (a2, 0) $ a1 < a2,

(b1, 1) < (b2, 1) $ b1 < b2,

(a1, 0) < (b2, 1) $ 0 = 0 (yani her zaman!)

Bunun bir iyis›ralama oldu¤unu kan›tlay›p ad›na  + ! demifltik

(Altbölüm 5.2). Bu bölümde  + !’y› bir baflka anlamda kulla-

naca¤›m›zdan, ( # {0}) % (! # {1}) kümesi üzerine tan›mlanan

yukardaki iyis›ralamaya geçici olarak   ! ad›n› verece¤iz.

Ak›lda tutulmas› gereken fley flu:   ! s›ralamas›nda, özün-

de, ! s›ralamas›,  ’dan ayr›k bir küme olarak  s›ralamas›n›n

sonuna getirilmifltir.

Bir önceki bölümde her iyis›ral› kümenin bir ve bir tek ordi-

nale eflyap›sal oldu¤unu kan›tlam›flt›k (Teorem 12.1). Dolay›-

s›yla   ! iyis›ralamas› da bir ve bir tek ordinale eflyap›sald›r.

‹flte   ! iyis›ralamas›na eflyap›sal yegâne ordinale  + ! ad›

verilir. Örne¤in, ! <  oldu¤unda,  + ! ordinalinin flekli flöyle:

 ’n›n  + ! ordinalinin bafllang›ç dilimi oldu¤u bariz olma-

l›. E¤er ! <  ise, elbette ! da  + ! ordinalinin bafllang›ç dili-

midir. Ama bu bizi pek ilgilendirmeyecek. Daha önemli olan

!’n›n  + ! ordinalinin “son dilimi”ne eflyap›sal olmas›d›r. Ni-

tekim,

! ' {x "  + ! :  ≤ x}

olur. Burada, sa¤ taraftaki {x "  + ! :  ≤ x} kümesi,  + !’n›n

altkümesi olarak gene " iliflkisiyle (iyi)s›ralanm›flt›r.
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  !’n›n bir kopyas›,
0 yerine  ’yla bafll›yor.

 !!!!!!!!!!"!!!!!!!!!!!!#

  + ! ordinali



13.2. Temel Sonuçlar
Hemen birkaç al›flt›rma yaparak ordinallerle toplama hak-

k›nda sezgi edinelim. ‹lk olarak do¤al say›lar› and›ran bir olgu:

Önsav 13.1. Her  ordinali için,

0 +  =  + 0 =  ve  + 1 = S( ).

Kan›t: Son eflitli¤i kan›tlayal›m, di¤erleri bariz. Önce,  + 1

ve S( )’n›n tan›mlar›n› an›msayaca¤›z. Bunlar birer ordinal ola-

rak tan›mlanm›fllard›. Bu ordinallerin eflit olduklar›n› kan›tla-

mak için, iyis›ralamalar›n›n eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamak

yeterli, çünkü Teorem 10.11’e göre eflyap›sal olan iki ordinal

birbirine eflit olmak zorunda. Demek ki  + 1 ve S( )’n›n tan›m-

lar›nda önemli olan nesnelerin kendileri de¤il, s›ralamalar›: Bu

iki s›ral› küme e¤er eflyap›sallarsa o zaman eflittirler.

Önce S( )’n›n ve s›ralamas›n›n tan›mlar›n› an›msayal›m:

S( ) =  % { } ve S( ) s›ralamas›nda  eleman›  kümesinin en

sonuna konmufltur. ‹flte S( ) =  % { } s›ralamas›n›n resmi:

Bu kolayd›. fiimdi, bir sayfa önce tan›mlad›¤›m›z  + 1’in s›-

ralamas›yla eflyap›sal olan   1 iyis›ralamas›n› an›msayal›m.

  1 iyis›ralamas›nda, 1 kümesi, ayr›k bir küme olarak,  s›ra-

lamas›n›n en sonuna eklenmiflti; 1 = {0} oldu¤undan, bu,  ’n›n

sonuna yeni bir eleman (0’›n bir kopyas›n›) eklemek demektir.

Her iki s›ralaman›n da ayn› olduklar›, yani s›ralamalar›n efl-

yap›sal olduklar› çok belli. Her ikisinde de  ’n›n en sonuna bir

eleman ekleniyor. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. n
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  0

S( ) =   % { }

 

 &#&{0}

1&#&{1} = {0}&#&{1} = {(0, 1)}

 &  1 = ( &#&{0}) % (1&#&{1})
 !!!!!"!!!!!!#

1 = {0}0

(0, 1)(0, 0)

0



Yukardaki yöntemi sürekli kullanaca¤›z. ‹ki ordinalin bir-

birine eflit olduklar›n› kan›tlamak için s›ralamalar›n›n birbirine

eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamak yeterlidir.

Her ne kadar ordinal toplamas› do¤al say›lar›n toplamas›n›

and›r›yorsa da, do¤al say›larda geçerli olan  + ! = ! +  eflit-

li¤i ordinallerde maalesef geçerli de¤il, örne¤in 

1 + ( = ( ) ( + 1.

Hemen 1 + ( = ( eflitli¤ini göstererek okurun hakl› merak›n› gi-

derelim. Yukardaki kadar ayr›nt›lara girmeyece¤iz, yoksa bu

bölüm bitmez. 1 + (, yani {0}  ( iyis›ralamas›nda, 0 eleman›-

n›n sonuna ( eklenmifltir, yani

( = {0, 1, 2, ...}

kümesinin en bafl›na *1 gibi yorumlayabilece¤imiz bir eleman ek-

lenmifl ve

{*1, 0, 1, 2, ... }

kümesinin s›ralamas›na benzer bir s›ralama elde edilmifl. Bu son

s›ralaman›n (’n›n s›ralamas›ndan pek bir fark› yok, say›lar 0’dan

bafllayaca¤›na *1’den bafllam›fl. Dolay›s›yla 1 + ( = (. Öte yan-

dan, ( + 1’in en büyük eleman› oldu¤undan ((, ( + 1’in en bü-

yük eleman›d›r), ( + 1, (’ya eflyap›sal olamaz, yani ( ) ( + 1. 

Ordinal toplamas› do¤al say› toplamas›yla örtüflür, yani 

5 + 8, do¤al say› olarak da toplansa, ordinal olarak da toplan-

sa 13 bulunur. Bariz olan bu sonuç, daha matematiksel olarak

Önsav 13.1’den ve flimdi kan›tlayaca¤›m›z Önsav 13.2’den ç›-

kacak. (Bkz. Sonuç 13.4.)
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1 = {0}

0 0 1 2 3 4 ...

(

0 1 2 3 4 ...

1 + (

n

n+15



Önsav 13.2. Her  , !, + ordinali için,

 + (! + +) = ( + !) + +.

Kan›t: Her zaman oldu¤u gibi, eflitli¤i de¤il,

 + (! + +) ' ( + !) + +

eflyap›sall›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Her iki s›ralaman›n da nas›l infla

edildi¤ini an›msayal›m.

 + (! + +) s›ralamas› için  s›ralamas›n›n sonuna ! + + s›-

ralamas› getirildi. ! + + s›ralamas› da ! s›ralamas›n›n sonuna +

s›ralamas› konularak elde edildi. Demek ki  + (! + +) s›rala-

mas› için önce  , sonra !, daha sonra da + s›ralamas›n› peflpe-

fle koyduk. 

( + !) + + s›ralamas› için ise  + ! s›ralamas›n›n sonuna +

s›ralamas› getirildi.  + ! s›ralamas› da  s›ralamas›n›n sonuna

! s›ralamas› konularak elde edildi. Demek ki ( + !) + + s›rala-

mas› için, önce  , sonra !, daha sonra da + s›ralamas›n› peflpe-

fle koyduk. 

Yukardaki flekilden ve s›ralamalar›n tan›m›ndan da belli ki

 + (! + +) ' ( + !) + +. Yani eflitlik sözkonusu. n

Sonuç 13.3. Her  ve ! ordinalleri için,

 + (! + 1) = ( + !) + 1,

yani  + S(!) = S( + !).

Sonuç 13.4. Do¤al say›lar›n do¤al say› olarak ve ordinal

olarak toplam› eflittir.

Kan›t: Önsav 13.1’den dolay› ordinal olarak n + 0 = n, ay-

nen do¤al say›lardaki eflitlik. Gene Önsav 13.1’e göre sa¤dan

1’le toplamak da bir ayr›m yaratm›yor. fiimdi n + m toplam›n-
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 ! +

!&+&+

 ! +

 &+&!

 &+ (!&+&+) :

( &+ !)&+&+ :



da bir fark olmad›¤›n› varsayarak, n + (m + 1) toplam›nda bir

ayr›m olmad›¤›n› gösterelim. Ama bu, do¤rudan Sonuç

13.3’ten ç›kar. n

Bir sonraki önsavda görece¤imiz üzere ordinallerde do¤al

say›lardakine benzer bir ç›karma yap›labilir.

Önsav 13.5. ! ≤  iki ordinal olsun. O zaman

! + + =  

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane + ordinali vard›r. Ayr›ca e¤er

 , ! ve + birer ordinalse ve  + ! =  + + ise o zaman ! = +’d›r. 

Kan›t: E¤er ! =  ise + = 0 alabiliriz. fiimdi ! <  varsay›m›-

n› yapal›m, yani ! "  ve dolay›s›yla !,  ’n›n bafllang›ç dilimi.

 \ !,  ’n›n bir altkümesi oldu¤u için,  ’n›n s›ralamas›ndan mi-

ras kalan s›ralamayla iyis›ral› bir kümedir. Demek ki  \ ! iyi-

s›ralamas›na eflyap›sal olan bir + ordinali vard›r. fiimdi  ' ! +

+, yani  = ! + + çok bariz; kan›t›n›n bir resmi afla¤›da. + ordi-

nalinin biricikli¤i ikinci önermeden ç›kar. ‹kinci önermeyi ka-

n›tlayal›m. 

Toplaman›n tan›m›ndan dolay›, !,  + !’n›n ( +!) \  altkü-

mesiyle eflyap›sal. Ayn› flekilde +,  + +’n›n ( + +) \  altküme-

siyle eflyap›sal. Demek ki, ! ' ( + !) \  = ( + +) \  ' +. So-

nuç olarak ! = +. n

Bu önsavdan hareketle, e¤er  sonsuz bir ordinalse, 1 +  

ordinalinin  ’ya eflit oldu¤unu kan›tlayabiliriz. Ama önce “son-
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!
!

  \ ! kümesi, + ordinaliyle
eflyap›sal

! +00

! + +



suz ordinal”i tan›mlamal›y›z. Daha önce sonlu ordinalleri ta-

n›mlayal›m: (’n›n elemanlar›na ������������denir. Sonlu ol-

mayan, yani (’n›n eleman› olmayan ordinallere �����	�������
denir. Demek ki bir  ordinalinin sonsuz olmas› için 

ya ( =  ya da ( "  ,

( ≤  ,

(&,& 

eflde¤er önermelerinden biri (dolay›s›yla hepsi) geçerli olmal›.

(Sonuç 10.14)

fiimdi oldukça flafl›rt›c› bir sonuç kan›tlayal›m:

Önsav 13.6. E¤er  sonsuz bir ordinalse ve n bir do¤al sa-

y›ysa o zaman n +  =  ’d›r.

Kan›t:  sonsuz bir ordinal olsun. Önsav 13.2’ye göre

1 +  =  

eflitli¤ini kan›tlamak yeterli, gerisi n üzerine tümevar›mla gelir.

Önsav 13.5’e göre, bir ! ordinali için  = ( + !. Demek ki,

1 +  = 1 + (( + !) = (1 + () + ! = ( + ! =  .

Yukarda, Önsav 13.2’yi ve daha önce kan›tlad›¤›m›z 1 + ( = (

eflitli¤ini kulland›k. n

Demek ki sonlu ordinaller sonsuz ordinaller taraf›ndan sol-

dan yutuluyorlar. ‹lerde daha da flafl›rt›c› bir teorem kan›tlayaca-

¤›z, bkz. Teorem 16.5 ve Sonuç 16.6.

13.3. Toplama ve S›ralama
Ayn› küme üzerinde çeflitli ifllemler ve iliflkiler tan›mlanm›fl-

sa, bu ifllem ve iliflkiler aras›nda iliflkiler aramak ve hatta bul-

mak laz›md›r, yoksa ayn› küme üzerinde birbirinden ba¤›ms›z

birkaç matematiksel yap› olur ki, o zaman da gereksiz yere ka-

labal›k etmifl olurlar. Bu bölümde ordinallerde toplamayla s›ra-

lama aras›ndaki iliflkileri irdeleyece¤iz.
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Önsav 13.7. Her  ve ! ordinali için,  ≤  + ! ve ! ≤  + !.

Ayr›ca e¤er ! ) 0 ise  <  + !.

Kan›t:  + ! ordinalinin tan›m›na bak›lacak olursa,  ve !

s›ralamalar›n›n  + !’n›n birer altkümesiyle eflyap›sal oldukla-

r› hemen anlafl›l›r. Nitekim  ,  + !’n›n bir bafllang›ç dilimine

eflyap›sald›r; ! da bu dilimden geri kalana eflyap›sald›r. Teorem

10.13’e göre  ≤  + ! ve ! ≤  + !.

E¤er ! ) 0 = - ise, toplaman›n tan›m›ndan da belli ki,  ’n›n

eflyap›sal oldu¤u bafllang›ç dilimi,  + !’n›n öz bafllang›ç dilimi-

dir (yani  + !’ya eflit de¤ildir), çünkü  + !’n›n  bafllang›ç di-

liminden hemen sonra gelen eleman  ’d›r; dolay›s›yla  "  + !,

yani  <  + !. n

E¤er ! ) 0 ise  < ! +  eflitsizli¤inin do¤ru olmayabilece¤i-

ni 1 + ( = ( eflitli¤inden biliyoruz. Can s›k›c› ama böyle, yapa-

cak bir fley yok.

Gene 1 + ( = ( = 0 + ( eflitli¤inden ordinal toplamas›nda

her zaman sa¤dan sadelefltirmenin olmad›¤›n› biliyoruz. Peki ya

soldan sadeleflme var m›? Evet! Bu Önsav 13.5’te kan›tland›.

Önsav 13.8. Her  , ! ve + ordinali için ! < + ise o zaman

 + ! <  + + ve ! +  ≤ + +  olur. Ayr›ca, e¤er  + ! <  + +

ise o zaman ! < +’d›r.

Kan›t: Birinci eflitsizli¤in olas› birçok kan›t›ndan biri: ! < +

varsay›m›n› yapal›m. Önsav 13.5’e göre, bir . ordinali için ! + .

= + eflitli¤ini sa¤lan›r. Demek ki, birinci eflitsizli¤i kan›tlamak için,

 + ! <  + (! + .)

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Önsav 13.2’ye göre,

 + ! < ( + !) + .

eflitsizli¤ini kan›tlamak ayn› fley. Önsav 13.7’nin ikinci k›sm›na

göre bu eflitsizli¤in sa¤lanmas› için .’n›n 0 olmamas› gerekir, ki

!, +’ya eflit olmad›¤›ndan ., 0 olamaz.
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Ayr›ca, Önsav 13.7’ye göre  ≤ . +  oldu¤undan, yukarda

kan›tlanandan ! +  ≤ ! + (. +  ) ç›kar. Demek ki,

! +  ≤ ! + (. +  ) = (! + .) +  = + +  .

‹kinci eflitsizlik de kan›tland›.

fiimdi,  + ! <  + + varsay›m›n› yapal›m. Demek ki bir . > 0

ordinali için ( + !) + . =  + + ve 

 + + = ( + !) + . =  + (! + .).

fiimdi Önsav 13.5’e göre + = ! + . ve birinci k›sma göre

! = ! + 0 < ! + . = +. n

Al›flt›rmalar
13.4.1.  ≤ + ve ! ≤ . ve ise  + ! ≤ + + . eflitsizli¤ini kan›t-

lay›n. 

13.4.2.  + ! ≤  + + ise ! ≤ + eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

13.5. Limit Ordinaller ve Toplama
fiimdi çok ilginç bir teorem kan›tlayaca¤›z. Ama önce bu

aflamada okura kolay gelmesi gereken bir al›flt›rma:

Al›flt›rma 13.5.1.  ve ! birer ordinal olsunlar.  + ! ordi-

nalinin limit ordinal olmas› için gerek ve yeter koflulun ya !’n›n

bir limit ordinal olmas›, ya da !’n›n 0 ve  ’n›n bir limit ordinal

olmas› oldu¤unu kan›tlay›n.

Teorem 13.9. Her sonsuz  ordinali bir / limit ordinali ve

bir n do¤al say›s› için / + n olarak tek bir biçimde yaz›labilir.

Bu /,  ’dan küçükeflit en büyük limit ordinaldir.

Kan›t: E¤er varsa, /’n›n  ’dan küçükeflit en büyük limit or-

dinal olmas› gerekti¤i malum. Bu bilgi ›fl›¤›nda /’y› arayal›m.

A,  ’dan küçükeflit limit ordinaller kümesi olsun. A bir ordi-

nal kümesi oldu¤undan, %A da bir ordinaldir (Teorem

10.10). Ayr›ca A’n›n elemanlar› limit ordinaller oldu¤undan,
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%A da bir limit ordinaldir (Al›flt›rma 11.3). A’n›n her eleman›

 ’n›n bir altkümesi oldu¤undan, %A da  ’n›n bir altkümesidir.

Demek ki %A ≤  . Bundan böyle %A = / olsun. Önsav 13.5’e

göre / + ! =  eflitli¤ini sa¤layan bir ! ordinali vard›r. fiimdi !’n›n

sonlu oldu¤unu, yani (’n›n bir eleman› oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

E¤er ! sonsuzsa, yani ! 0 ( ise, o zaman ya ! = ( ya da ( " !’d›r.

Her iki durumda da ( ≤ !. O zaman / + ( ≤ / + ! =  ve yukar-

daki al›flt›rmaya göre / + (,  ’dan küçükeflit bir limit ordinaldir.

Ama o zaman da, / + ( ,%A = / olur, bir çeliflki.

Demek ki ! = n, bir do¤al say›d›r ve  = / + n. E¤er /1 limit

ordinali ve n1 do¤al say›s› için  = /1 + n1 ise, /1 de aynen / gibi

 ’dan küçükeflit en büyük ordinal oldu¤undan, /1 = /’d›r. fiimdi,

/ + n =  = /1 + n1 = / + n1

eflitli¤inden ve Önsav 13.5’ten n = n1 ç›kar. n

Bu teoremden flu ilginç sonuç ç›kar.  ve ! iki sonsuz ordi-

nal olsun.  ’y› teoremdeki gibi / + n olarak yazal›m. O zaman,

Önsav 13.6’ya göre,

 + ! = (/ + n) + ! = / + (n + !) = / + !

Demek ki sonsuz ordinalleri toplarken, soldaki ordinalin bir li-

mit ordinal oldu¤unu varsayabiliriz.

13.6. Tümevar›mla Toplama
Daha önce  + 0 =  ve  + S(!) = S( + !) eflitliklerini ka-

n›tlad›k. [S‹]’de do¤al say›larda toplamay› bu iki formülle tü-

mevar›m yöntemiyle tan›mlam›flt›k, çünkü her do¤al say› ya

0’a eflittir ya da bir ! do¤al say›s› için S(!) fleklinde yaz›labilir.

Ordinallerde bunun do¤ru olmad›¤›n› biliyoruz, bu›nlar›n d›-

fl›nda bir de limit ordinaller var. Demek ki e¤er her / limit or-

dinali için  + / ordinal toplam›n› /’dan küçük ! ordinalleri

için  + ! toplamlar› cinsinden yazabilirsek, o zaman ordinal

toplamas›n› do¤al say›larda oldu¤u gibi tümevar›mla tan›mla-

yabiliriz.
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Al›flt›rma 11.1’de okurdan her / limit ordinalinin kendisin-

den küçük ordinallerin bileflimi oldu¤unu kan›tlamas›n› iste-

mifltik:

/ = %!</ !.

Demek ki,

 + / =  + (%!</ !).

Bu aflamada ne kan›tlanmas› gerekti¤i belli:

 + (%!</ !)

toplam›ndaki soldaki  ’y› bileflimin içine da¤›t›p

 + / =  + (%!</ !) = %!</ ( + !).

yazabilmek istiyoruz. Bunu hemen kan›tlayal›m.

Önsav 13.10. E¤er B bir ordinal kümesiyse,

 + (%!"B !) = %!"B ( + !).

Kan›t: Önce Teorem 10.10’dan dolay› eflitli¤in sa¤›ndaki ve

solundaki kümelerin birer ordinal olduklar›na dikkatiniz çeke-

rim. Demek ki 

 + (%!"B !) ve %!"B ( + !).

kümelerindeki s›ralamalar›n eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamal›y›z.

Önce  + (%!"B !) kümesinin s›ralamas›na bakal›m. “Bir

resim bin söze denktir” özdeyiflinden hareket ederek bu küme-

nin ve s›ralamas›n›n bir resmini çizelim.
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fiimdi %!"B ( + !) kümesini ve s›ralamas›n› resmedelim.

Bu sefer, önce  + ! ifllemlerini yap›p sonra bu toplamlar›n bi-

leflimini alaca¤›z.

Görüldü¤ü gibi (!), her iki s›ralama da ayn›!

Bu görsel kan›ttan memnun olmayanlar için daha biçimsel

bir kan›t sunal›m. B’nin boflküme olmad›¤›n› ve B’de boflküme

olmad›¤›n› varsayabiliriz.

Önce  + (%!"B !) ordinalinden bir + eleman› alal›m. +’n›n 

%!"B ( + !) 

kümesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Elbette + ≥  . Demek ki

 ≤ + <  + (%!"B !) 

ve bir . " %!"B ! için,

+ =  + .

olur. Ayr›ca . " %!"B ! oldu¤undan, bir ! " B için . " !’d›r.

Demek ki + =  + . <  + !, yani + "  + . "  + !.

fiimdi %!"B ( + !) ordinalinden bir + eleman› alal›m. +’n›n 

 + (%!"B !) 

kümesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bir ! " B için

+ "  + !

olur. +’n›n  ’dan büyükeflit oldu¤unu varsayabiliriz, çünkü + <  

olursa, o zaman + "  3  + (%!"B !) olur. Demek ki + ≥  ve
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bir . " ! için, + =  + . olur. Öte yandan, 

! , %!"B !

oldu¤undan, ! ≤ %!"B ! (Teorem 10.13). Demek ki

+ =  + . <  + ! ≤  + %!"B !. n

Ve sözverdi¤imiz gibi toplaman›n tümevar›msal tan›m›:

Sonuç 13.11. Ordinal toplamas›,

 + 0 =  ,

 + S(!) = S( + !)

ve bir / limit ordinali için,

 + / = %!</ ( + !)

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir. Bir baflka deyiflle, e¤er A ve

B birer ordinalse, öyle yeterince büyük bir C ordinali vard›r ki,

her  " A ve ! " B için,

ƒ( , !) =  + !

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : A # B 4 C fonksiyonu, yukardaki üç

eflitli¤i sa¤layan ve A # B kartezyen çarp›m›ndan C’ye giden bi-

ricik fonksiyondur ve ayr›ca ƒ( , !)’n›n de¤eri  ’y› içeren

A’dan ve  ’y› içeren B’den ba¤›ms›zd›r. n

Birçok kitapta ordinallerin toplam› yukardaki formüllerle

tan›mlan›r. Biz, daha do¤al buldu¤umuz bir yolu seçtik.

Bu sonuç, tümevar›m ilkesiyle kan›tlanacak teoremlerde

çok büyük kolayl›k sa¤lar.

13.7. Kofinallik
 bir ordinal ve A ,  olsun. E¤er her ! "  için, ! ≤ + eflit-

sizli¤ini sa¤layan bir + " A varsa, A’ya  ’da kofinal ya da  ’n›n

kofinal altkümesi denir. E¤er A ,&B ,  ise ve A,  ’da kofinal-

se, B de  ’da kofinaldir elbette. Demek ki kofinal kümelerin

küçükleri makbuldür. Ancak limit ordinallerin kofinal bir alt-

kümesi oldu¤unu okurun dikkatine sunar›z. (Al›flt›rma 13.7.1.)
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Örne¤in, kareler kümesi (’da kofinaldir. {( + 3n : n " (}

kümesi (2’de kofinaldir. Ordinalleri ve üs almay› ö¤redi¤imiz-

de, {(n : n " (} kümesinin (2’de (Al›flt›rma 14.5), {(n : n " (}

kümesinin de ((’de kofinal oldu¤unu (Önsav 16.3) görece¤iz.

Al›flt›rmalar
13.7.1. Ancak limit ordinallerin kofinal bir altkümesi oldu-

¤unu kan›tlay›n.

13.7.2.  bir ordinal ve A, B ,  olsun. E¤er her x " A için

x ≤ y " B iliflkilerini sa¤layan bir y varsa ve A,  ’da kofinalse,

o zaman B’nin de  ’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.

13.7.3. / bir limit ordinal olsun. A , / için, A’n›n /’da ko-

final ise olmas› için yeter ve gerek koflulun / = %A eflitli¤i ol-

du¤unu kan›tlay›n. / bir limit ordinalse, /’n›n /’da kofinal ol-

du¤unu kan›tlay›n. 

13.7.4. A, en büyük eleman› olmayan bir ordinaller küme-

siyse, A’n›n %A’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n. 

13.7.5.  ve / ordinal olsunlar. / limit ordinal olsun.  + /

ordinalinin limit ordinal oldu¤unu biliyoruz (Al›flt›rma 13.5.1).

{ + ! : ! "&/}

altümesinin  + /’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.

13.7.6. / bir limit ordinalse, { :  " / ve  limit} kümesinin

/’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.
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14. Ordinallerde Çarpma ‹fllemi

14.1. Çarpman›n Tan›m›
Gene ilkokul y›llar›m›zdan bafllayal›m. ‹lkokulda do¤al sa-

y›lar›n çarp›m›n› nas›l ö¤rendi¤inizi an›msay›n. 3  4 = 12 eflit-

li¤i için her biri içinde üç fasulye bar›nd›ran dört küme üstüste

konur ve bütün fasulyeler teker teker say›l›r.

Yukardaki flekilde fasulyeleri saymaya en alttan ve en sol-

dan bafllad›k ve sa¤a do¤ru gittik. En sa¤a ulaflt›¤›m›zda bir üst

s›ran›n tekrar en solundan bafllad›k. Yani fasulyeleri yatay, fa-

sulye kümelerini dikey s›raya dizdik, önce do¤uya sonra kuze-

ye giderek sayd›k.

Ordinaller de iflte aynen böyle çarp›l›r.

1 2 31. küme

2. küme

3. küme

4. küme

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

è



! ve " iki ordinal olsun. Her birinin içinde ! tane fasulye

bulunan " tane fasulye kümesini üstüste koyup yukardaki “ön-

ce do¤u sonra kuzey” yöntemiyle sayal›m. Burada saymakla as-

l›nda iyis›ralamay› kastediyoruz.

Matematiksel tan›m› birazdan verece¤iz. Önce tan›m plan›-

m›z› aç›klayal›m: ! ve ", çarp›m›n› tan›mlayaca¤›m›z iki ordi-

nal olsun. Ordinal olduklar›ndan, ! ve " iyis›ralanm›fl kümeler-

dir. Önce !  " kartezyen çarp›m›n› iyis›ralayaca¤›z. Her iyis›-

ralama gibi, iyis›ralanm›fl !  " kartezyen çarp›m› da bir ordi-

nale eflyap›sald›r. !" çarp›m›n›, !  " kartezyen çarp›m›n›n efl-

yap›sal oldu¤u ordinal olarak tan›mlayaca¤›z.

Bölüm 2.2.6’da X ve Y s›ral› kümelerinin X  Y kartezyen çar-

p›m›n›n ����������	
�����denilen yöntemle nas›l s›ralanabilece-

¤ini görmüfltük. Ayr›ca Bölüm 5.3’te e¤er X ve Y iyis›ral› küme-

lerse, bu alfabetik s›ralaman›n X  Y ’yi iyis›ralad›¤›n› görmüfltük.

Ordinaller sözkonusu oldu¤unda (nedendir bilinmez!) alfa-

betik s›ralama de¤il, birazdan tan›mlayaca¤›m›z ters alfabetik

s›ralama kullan›l›r.

(X, <) ve (Y, <) s›ral› birer küme olsun. X  Y kartezyen çar-

p›m› üzerine flu s›ralamay› koyal›m: x1, x2 # X, y1, y2 # Y için,

(x1, y1) < (x2, y2) 

ancak ve ancak

y1 < y2 ya da y1 = y2 ve x1 < x2

ise. Bu, aynen biraz önceki “önce do¤u sonra kuzey” s›ralama-

s›d›r. (x, y) çiftleri önce y’lere göre s›ralan›rlar; y’ler eflit oldu-

¤unda x’lere bak›l›r. Bu, gerçekten bir s›ralamad›r. Bu s›rala-

maya 
��
�����������	
�����denir.

Örne¤in e¤er X = {a, b, c} = Y ise ve her iki s›ralamada da 

a < b < c

ise, (x, y) yerine xy yazarsak, ters alfabetik s›ralamada,

aa < ba < ca < ab < bb < cb < ac < bc < cc

olur.
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Ayr›ca e¤er (X, <) ve (Y, <) iyis›ral› kümelerse, X  Y de ters

alfabetik s›ralamayla iyis›ralan›r. Bunun kan›t› çok kolayd›r ve

aynen alfabetik s›ralamada oldu¤u gibidir.

Her y # Y için, X $ X  {y} ve her x # X için Y $ {x}  Y

oldu¤undan, e¤er her ikisi birden boflküme de¤ilse, X ve Y s›-

ralamalar› X  Y ’nin içine gömülürler. E¤er Y ’nin en küçük

eleman› varsa, diyelim y0, o zaman, X  {y0}, X  Y ’nin bafllan-

g›ç dilimi oldu¤undan, X, X  Y ’nin içine bir bafllang›ç dilimi

olarak gömülür.

fiimdi ordinallere gelelim. ! ve " birer ordinal olsun. De-

mek ki ! ve " iyis›ral› kümeler. Dolay›s›yla !  " kartezyen çar-

p›m› ters alfabetik s›ralamayla iyis›ralanm›flt›r. Her iyis›ral› kü-

me gibi, iyis›ral› !  " kümesi de bir ordinale eflyap›sald›r. ‹flte,

ters alfabetik s›ralanm›fl !  "’n›n eflyap›sal oldu¤u bu ordina-

le !’yla "’n›n çarp›m› denir. ! ve "’n›n bu çarp›m› !" ya da !%"

olarak yaz›l›r. Bir önceki paragrafta, e¤er !, " & ' ise,  ! ≤ !"

ve " ≤ !" eflitsizliklerinin kan›tland›¤›na dikkatinizi çekerim.

14.2. Temel Sonuçlar
Her fleyden önce, 0%! = !%0 = 0 eflitli¤i geçerlidir, çünkü 0 = '

ve !  ' = '  ! = '.

Sonra, 1%! = !%1 = !, çünkü

!  1 = !  {0} = {(", 0) : " # !} $ !.

Burada, en sondaki $ iflareti iki (iyi)s›ral› küme aras›ndaki efl-

yap›sall›¤› belirtiyor. Soldaki kartezyen çarp›m ters alfabetik s›-
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ralanm›fl, ama y koordinat› tek bir de¤er alabildi¤inden ters ya

da düz alfabetik s›ralamalar aras›nda bir fark yok. Sa¤daki ise

bildi¤imiz ! ordinali... Resim yukarda.

Aynen bunun gibi, 1  ! $ !’d›r, yani

1%! = ! ama bu sefer flekil yatay de¤il yan-

da görüldü¤ü gibi dikey. Dikey mikey, ge-

ne de eflyap›sal.

!" = ) gibi bir ordinal eflitli¤i göster-

mek için, toplamada da yapt›¤›m›z gibi,

!" $ ) eflyap›sall›¤›n› göstermek yeterlidir,

çünkü eflyap›sal iki ordinal eflit olmak zo-

rundad›r. Demek ki !" = ) eflitli¤i için,

ters alfabetik s›ralanm›fl !  "(ile )’n›n efl-

yap›sal olduklar›n› göstermek yeterlidir.

Ordinal çarpmas›nda da toplamada oldu¤u gibi baz› sürp-

rizler var. Soldan çarpmayla sa¤dan çarpma ayn› sonucu ver-

mez. Örne¤in 2* = *’d›r, ama *2 & *’d›r. 

Önce 2* = * eflitli¤ini görelim. Tan›m gere¤i 2*($(2  * ol-

du¤undan, 2  *($(*(eflyap›sall›¤›n› göstermek yeterlidir, çün-

kü o zaman 2*($(* elde ederiz ve buradan 2*(= * ç›kar.
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Resim yararl›d›r, 2  *’n›n ve ters alfabetik s›ralamas›n›n

bir resmini yapt›k bir önceki sayfada. Bu resim ve aç›klamas›

bize ordinal çarpmas› hakk›nda baya¤› bir sezgi kazand›racak.

Resmin aç›klamas›: En alt kattan bafllayarak önce soldan

sa¤a, sonra afla¤›dan yukar›ya do¤ru zigzag s›ralad›¤›m›z›

an›msay›n. 2  (* kümesi, ters alfabetik s›ralamayla,

(0, 0) < (1, 0) < (0, 1) < (1, 1) < (0, 2) < (1, 2) < ...

diye s›ralanm›fl, aynen

* : 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < ...

s›ralamas› gibi. Daha biçimsel olarak, 2  (* iyis›ralamas›yla *

aras›ndaki eflyap› efllemesi, ƒ(i, j) = 2j + i kural›yla belirlenen

ƒ : 2  (*(,(*

fonksiyonuyla verilmifl. (Herhangi iki iyis›ralama aras›nda en

fazla bir eflyap› efllemesi olabilir.) Demek ki 2* $ 2  (* $ * ve,

2* ile * eflyap›sal ordinal olduklar›ndan eflittirler.

fiimdi de *2’nin nas›l bir s›ralama oldu¤unu anlayal›m.

*2 & *

eflitsizli¤ini görece¤iz.

*2 $(*  (2 oldu¤undan, bu kez *  (2’nin ters alfabetik s›ra-

lamas›na bakmak gerekiyor, yani bu kez * yatay eksen, 2 = {0, 1}

ise dikey eksen olacak. fiekil afla¤›da.

(0, 0)’dan bafllayarak sa¤a gidiyoruz. ‹kinci koordinat› 0 olan

(n, 0) çiftlerini bitirdi¤imizde, ikinci koordinat› 1 olan (n, 1) çift-

lerine s›ra geliyor. 

 simgesinin ayr›k kümelerin bileflimini simgeledi¤ini an›m-

sayarak,

*  (2 = *  ({0, 1} = *  ({0}  *  ({1}

olarak yazabiliriz. Ters alfabetik s›ralamada, *  ({0} kümesinin
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her eleman› *  ({1} kümesinin her eleman›ndan daha küçüktür.

Ayr›ca *  (2’nin hem *  ({0} alts›ralamas› hem de *  ({1} alt-

s›ralamas› * s›ralamas›yla eflyap›sald›r. Yani *  (2 s›ralamas›n-

da *’n›n bir kopyas› olan *  ({1}, gene *’n›n bir kopyas› olan

*  ({0}’dan sonra konulmufltur, aynen * + *’da oldu¤u gibi...

Demek ki *2 $ *  (2 $ *(+ *, yani *2 = *(+ * & *.

Demek ki ordinaller çarp›m›nda !" = "! eflitli¤i her zaman

do¤ru de¤ildir, yani çarpma ifllemi de¤iflmeli de¤ildir. Toplama

da de¤iflmeli de¤ildi an›msarsan›z.

Öte yandan (!")) = !(")) eflitli¤i (neyse ki!) do¤rudur.

Önsav 14.1. E¤er !, " ve ) birer ordinalse,

(!")) = !(")).

Kan›t: (!")) ordinali, her bir kartezyen çarp›m›n ters alfa-

betik s›ralanm›fl oldu¤u (!( (")  ) s›ralamas›yla eflyap›sald›r.

!(")) ordinali ise, kartezyen çarp›mlar›n gene ters alfabetik s›-

ralanm›fl oldu¤u !( (("  )) s›ralamas›yla eflyap›sald›r. Dolay›-

s›yla (!( (")  ) $ !( (("  )) eflyap›sall›¤›n› kan›tlamal›y›z.

(!( (")  ) ile !( (("  )) aras›nda do¤al bir eflleme vard›r,

ƒ((a, b), c) = (a, (b, c))

efllemesi. Bu efllemenin s›ralamaya sayg› duydu¤unu kan›tla-

mak istiyoruz. Demek ki 

((a, b), c) < ((a-, b-), c-) +((a, (b, c)) < (a-, (b-, c-))

önermesini kan›tlamal›y›z. Bafllayal›m:

((a, b), c) < ((a-, b-), c-) eflitsizli¤ini varsayal›m.

(a, (b, c)) < (a-, (b-, c-))

eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z. E¤er c < c- ise (b, c) < (b-, c-) olaca¤›n-

dan, bu durumda sorun yok. Bundan böyle c = c- eflitli¤ini var-

sayal›m. O zaman (a, b) < (a-, b-) olmak zorunda. E¤er b < b-

ise, (b, c) = (b, c-) < (b-, c-) olur, bu durumda da sorun yok.

Bundan böyle bir de ayr›ca b = b- eflitli¤ini varsayal›m. O za-

man a < a- olmak zorunda. O zaman da 
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(a, (b, c)) < (a-, (b, c)) = (a-, (b-, c-)) 

olur ve bu durumda da sorun yok. (a, (b, c)) < (a-, (b-, c-)) eflit-

sizli¤inden hareketle ((a, b), c) < ((a-, b-), c-) eflitsizli¤ini kan›t-

lamay› okura b›rak›yoruz. n

(1 + 1)* = 2* = * & * + * = 1* + 1* eflitliklerinden çarp-

man›n sa¤dan toplamaya da¤›lmad›¤›n› biliyoruz, yani

(! + ")) = !) + ")

eflitli¤i her zaman do¤ru de¤il. Öte yandan 

!(" + )) = !" + !)

eflitli¤i do¤rudur:

Önsav 14.2. E¤er !, " ve ) birer ordinalse,

!(" + )) = !" + !).

Kan›t: !( ((" + )) $ !( () + !( () eflyap›sall›¤›n› kan›tlama-

l›y›z. Afla¤›daki resmin yararl› olaca¤›n› ve daha fazla söze ge-

rek olmayaca¤›n› umuyoruz. Gene de bir iki laf edelim: 

!( ((" + ))’n›n elemanlar›n› soldan sa¤a ve afla¤›dan yukar›

sayarken zorunlu olarak önce !( ("’n›n elemanlar›n› say›yoruz,

ard›ndan !( ()’n›n elemanlar›n›; bu da bize !( (" + !( () s›ra-

lamas›n› verir. n
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Sonuç 14.3. E¤er ! ve " birer ordinalse,

!(" + 1) = !" + !. n

Sonuç 14.4. Do¤al say›lar›n do¤al say› olarak ve ordinal

olarak çarp›m› eflittir.

Kan›t: 0 ve 1’ile çarpman›n uyufltuklar›n› gördük. Sonuç

14.3’ten dolay› n ile m’nin çarp›mlar› uyufluyorsa, n ile m + 1’in

(yani S(m)’nin) de uyufluyordur. Tümevar›mla kan›t ifli bitirir. n

14.3. Çarpma ve S›ralama
Toplamayla çarpma aras›ndaki iliflki Önsav 14.2’de veril-

miflti. fiimdi s›ralamayla çarpma aras›ndaki iliflkiyi irdeleyelim.

Önsav 14.5. E¤er ! < " ordinallerse, her 0 < ) ordinali için, 

)! < )", ! ≤ )! ve ! ≤ !)

olur.

Kan›t: ! < " oldu¤undan, bir 0 < . ordinali için, " = ! + .

(Önsav 13.5). fiimdi, Önsav 14.2’ye göre, 

)" = )(! + .) = )! + ). > )!.

Burada ayr›ca Önsav 13.7’yi kulland›k.

Kan›t› )( (!’y› )( ("’n›n içine gömerek de yapabilirdik.

!, )!’n›n (ya da )( (!’n›n) içine {0}  ! olarak gömüldü¤ün-

den ! ≤ )!. 

! ≤ !) eflitsizli¤ini, !’y› !( ()’n›n içine !( ({0} olarak göme-

rek elde ederiz. n

Sonuç 14.6. !, ", ) ordinalleri için, )! < )" ise, o zaman

! < ". Ayr›ca ) > 0 ve )! = )" ise, o zaman ! = ".

Kan›t: ‹lk önerme: ) = 0 olamaz. ! = " da olamaz. E¤er ! > "

olsayd›, Önsav 14.5’e göre )! > )" olurdu, çeliflki.

‹kinci önerme: ! < " olsayd›, Önsav 14.5’e göre )! < )"

olurdu, çeliflki. n
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Önsav 14.7. E¤er ! ve " ordinalleri ! ≤ " eflitsizli¤ini sa¤l›yor-

sa, o zaman her ) ordinali için, !) ≤ ") olur.

Kan›t: ! ≤ " oldu¤undan, !  ) s›ralamas› "  ) s›ralamas›-

n›n bir altkümesi. Demek ki !), ")’n›n içine gömülüyor. Teorem

10.14’e göre !) ≤ ") olur. n

Önsavdaki ≤ küçükeflitlik simgesini < simgesiyle de¤ifltire-

meyiz, çünkü, örne¤in 1 < 2 ama * = 2*. Sa¤dan sadelefltirme-

nin do¤ru olmad›¤› ayn› eflitlikten belli. Soldan sadelefltirme

do¤ru ama (Sonuç 14.6).

14.4. Ordinallerde Bölme
Ordinallerde do¤al say›lardakine benzer bir bölme ifllemi

vard›r. Nas›l do¤al say›larda, 25’i 7’ye,

25 = 7 3 + 4

olarak kalanl› bölebiliyorsak, ordinallerde de buna benzer bir

bölme yapabiliriz.

Bölme teoremini kan›tlamadan önce daha sonra da ihtiya-

c›m›z olacak olan teknik bir önsav› aradan ç›karal›m:

Önsav 14.8. B bir ordinaller kümesi olsun. ! bir ordinal ol-

sun. O zaman !(/"#B ") = /"#B !" olur.

Kan›t: Asl›nda kan›t, afla¤›daki flekilden hemen hemen ba-

riz olmal›. Okurun matematiksel bir kan›tla çok zaman geçire-

bilece¤i olas›l›¤›n› dikkate alarak biçimsel kan›t› sunuyoruz.
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Önce ordinallerde #, < ve 4 iliflkilerinin eflde¤er olduklar›-

n› an›msat›r›z (Sonuç 10.14). "(# B herhangi bir ordinal olsun.

" 5 /"#B "

oldu¤undan,

" ≤ /"#B ".

Önsav 14.5’e göre, !" ≤ !(/"#B "). Demek ki

!" 5 !(/"#B ")

ve dolay›s›yla

/"#B !" 5 !(/"#B ").

Eflitli¤in her iki taraf›nda da ordinaller oldu¤undan, /"#B !"

ordinali !(/"#B ") ordinalinin bafllang›ç dilimi olmal›. Öte

yandan, 

/"#B (! ") $ /"#B !" 5(!(/"#B ") 

$(!( (/"#B " = /"#B (! ").

Demek ki /"#B (! ") ordinali kendisinin bir bafllang›ç dilimi-

ne gömülüyor. Bundan ve Sonuç 7.7’den bu gömmenin özdefl-

lik fonksiyonu Id oldu¤u ve /"#B !" 5(!(/"#B ") içindeli¤i-

nin asl›nda eflitlik oldu¤u anlafl›l›r. n

fiimdi ordinallerde aynen do¤al say›lardaki gibi bölme ya-

pabilece¤imizi kan›tlayabiliriz.

Teorem 14.9. ! ve " birer ordinal olsunlar. " > 0 olsun. O

zaman ! = ") + 6 eflitli¤ini ve 6 < " eflitsizli¤ini sa¤layan bir ve

bir tane (), 6) ordinal çifti vard›r.

Kan›t: Önce (), 6) çiftinin varl›¤›n› kan›tlayal›m. )’y› ") ≤ !

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinal olarak alaca¤›z.

E¤er ") ≤ ! ise, Önsav 14.5’e göre ) ≤ ! olmal› (yoksa ! ≥

") > "! ≥ !, çeliflki.) Demek ki,

7 = {) : ") ≤ !} = {) ≤ !: ") ≤ !}

toplulu¤u bir kümedir ve elbette bir ordinal kümesidir. Dolay›s›y-

la /)#7 ) bir ordinaldir (Teorem 10.10). Önsav 14.8’den dolay› 

"(/)#7 )) = /)#7 ") 5 !
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(çünkü e¤er )(#(7 ise ") ≤ ! ve ") 5 !). Demek ki /)#7 ) #(7,

ve /)#7 ), 7’n›n en büyük eleman›. Bu elemana )(diyelim. Özet

olarak, ), ") ≤ ! eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinal.

Önsav 13.5’e göre, ! = ") + 6 eflitli¤ini sa¤layan bir 6 ordi-

nali vard›r.

fiimdi 6 ordinalinin "’dan küçük oldu¤unu kan›tlayal›m.

Tersini varsayal›m: 6 ≥ " olsun. O zaman 6 = " + . eflitli¤ini

sa¤layan bir . vard›r. Demek ki,

! = ") + 6 = ") + (" + .) = (") + ") + .

= "() + 1) + . ≥ "() + 1)

ve )’dan daha büyük olan ) + 1, 7’n›n bir eleman›, bir çeliflki.

6 < " eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r.

fiimdi (), 6) çiftinin biricikli¤ini kan›tlayal›m. ") + 6 = ")1 + 61

eflitli¤ini ve 6, 61 < " eflitsizliklerini varsayal›m. 6 = 61 ve ) = )1

eflitliklerini kan›tlayaca¤›z. E¤er ) = )1 eflitli¤ini kan›tlarsak, o

zaman sadelefltirerek (Önsav 13.5) 6 = 61 eflitli¤ini elde ederiz.

Demek ki ) = )1 eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. ) ≥ )1 eflitsizli¤ini var-

sayal›m. O zaman öyle bir . vard›r ki ) = )1 + . (Önsav 13.5).

Demek ki,

")1 + 61 = ") + 6 = "()1 + .) + 6

= (")1 + ".) + 6 = ")1 + (". + 6).

Sadelefltirerek " > 61 = ". + 6 ≥ ".(elde ederiz. Dolay›s›yla . = 0

ve ) = )1 + . = )1. n

Sonuç 14.10. E¤er 8 bir limit ordinalse, bir ve bir tek ) or-

dinali için 8 = *) olur.

Kan›t: Yukardaki teoreme göre bir ) ordinali ve bir n do¤al

say›s› için 8 = *) + n olur. Limit ordinalin tan›m›na göre, n = 0

olmal›. n

Sonuç 14.11. E¤er 8 bir limit ordinalse, her n do¤al say›s›

için, n8 = 8’d›r. n

14. Ordinallerde Çarpma ‹fllemi 167



14.5. Çarpman›n Tümevar›msal Tan›m›
Önsav 14.8’den (ve elbette Sonuç 14.3’ten) ordinallerde

çarpman›n tümevar›msal bir tan›m›n› elde edebiliriz.

Sonuç 14.12. Ordinal çarpmas›

!0 = 0,

!S(") = !" + !,

ve bir 8 limit ordinali için,

!) = /"<8 !"

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir. Bir baflka deyiflle, e¤er A ve

B birer ordinalse ve C, A  B iyis›ralamas›na eflyap›sal bir or-

dinal içeren bir ordinalse, o zaman, her ! # A ve " # B için,

ƒ(!, ") = !"

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : A  B , C fonksiyonu, yukardaki üç

eflitli¤i sa¤layan ve A  B kartezyen çarp›m›ndan C ordinaline

giden tek fonksiyondur.

Al›flt›rmalar
14.1. ! ve " ordinal olsunlar.

!(+ "(= !(/({! + ) : ) < "}

!" = {!9 + 6 : 9 < " ve 6 < !}

eflitliklerini kan›tlay›n.

14.2. (*2)* = ** eflitli¤ini kan›tlay›n.

14.3. (* + 1)* = ** eflitli¤ini kan›tlay›n.

14.4. ! bir ordinal olsun. n #  için, !n ordinalini tümeva-

r›mla flöyle tan›mlayal›m: 

!0 = 1,

!n+1 = !n!. 

{!n : n # *} toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlay›n. ‹pu-
cu: Yerlefltirme Aksiyomu kullan›lmal›; :(n, z) formülü flunu

desin: n bir do¤al say›d›r ve öyle A ordinaller kümesi ve 

ƒ : n + 1 , A

efllemesi vard›r ki,
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a) ƒ(0) = 1 ve

b) her i için, e¤er 0 ≤ i # n ise, ƒ(i+1) = ƒ(i)!(ve

c) z = ƒ(n).

14.5. ! bir ordinal olsun. 8 bir limit ordinalse, !8’n›n da li-

mit ordinal oldu¤unu ve {!" : " < 8}’n›n !8’da kofinal (bkz.

Bölüm 13.7) oldu¤unu kan›tlay›n.
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15. Ordinallerde Üs Alma Denemesi
(Bir Fiyasko Öyküsü)

G
eçen iki bölümde ordinallerde toplama ve çarpma ifl-

lemlerini tan›mlam›flt›k.  ve ! ordinallerini (bu s›ray-

la) toplamak için  s›ralamas›n›n sonuna ! s›ralamas›-

n› eklemifltik; çarpmak için ise  " ! kartezyen çarp›m›n› ters

alfabetik s›ralamayla s›ralam›flt›k.

Ya “ üssü !” (yani  !#$ordinalini tan›mlamak için ne yap-

mal›? Toplama ve çarpmaya benzetmeye çal›fl›rsak, “ üssü !

kadar” eleman› oldu¤unu düflündü¤ümüz bir Z kümesi bulup

Z ’yi iyis›ralamal›y›z ve  ! ordinalini de Z ’nin bu iyis›ralamas›-

na eflyap›sal olan biricik ordinal olarak tan›mlamal›y›z.

E¤er bu dediklerimizi bir de “do¤al biçimde” yapmay› ba-

flar›rsak, o zaman üs alma iflleminin toplama ve çarpma ifllem-

leriyle uyumlu olaca¤›n› umma hakk›na sahip olabiliriz.

Do¤al say›lardan esinlenelim. E¤er X ve Y, s›ras›yla m ve n

eleman› olan sonlu iki kümeyse, nm tane eleman› olan bir kü-

me bulabilir miyiz? Evet! X ’ten Y ’ye giden tam tam›na nm ta-

ne fonksiyon vard›r. Nitekim, e¤er

X = {x0, ..., xm%1} 

ise, X ’ten Y ’ye giden bir ƒ fonksiyonunu belirlemek için, X ’in

her xi eleman› için Y ’nin bir ƒ(xi) eleman›n› belirlemeliyiz. Her



bir xi için tam n tane seçene¤imiz oldu¤undan, ve toplam m ta-

ne xi oldu¤undan, X ’ten Y ’ye giden toplam fonksiyon say›s›

tam tam›na nm’dir.

fiimdi X ve Y iyis›ralanm›fl iki küme olsun. Her iki küme-

nin s›ralamas›n› da ayn› simgeyle, < simgesiyle gösterelim.

Fonk(X, Y), X ’ten Y ’ye giden fonksiyonlar kümesi olsun.

Fonk(X, Y) kümesi üzerine flu < ikili iliflkiyi tan›mlayal›m:

ƒ < g & ƒ ' g ve e¤er x, X ’in ƒ(x) ' g(x) 

eflitsizli¤ini sa¤layan en küçük

eleman›ysa o zaman ƒ(x) < g(x).

Bu ikili iliflkinin bir tams›ralama oldu¤unu görece¤iz.

Sayfan›n bafl›ndaki resimde, 8 fonksiyonu yukarda tan›mla-

nan iliflkiye göre küçükten büyü¤e do¤ru s›ralad›¤›m›za dikka-

tinizi çekerim. E¤er bu örnekte, bir ƒ fonksiyonunu,
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3 elemanl› X = {x0, x1, x2} kümesinden 2 elemanl›
Y = {y0, y1} kümesine giden 23 = 8 fonksiyon.

X

ƒ
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Y

x’ten öncesine kadar ƒ = g. Ama x’te ƒ ve g de¤iflik de¤erler al›yorlar.
E¤er ƒ(x) < g(x) ise ƒ < g deniyor. x’ten sonra  al›nan de¤erlerin önemi yok.
Fonksiyonlar›n ayr›flt›klar› ilk noktaya bak›l›yor.

ƒ(x)

g(x)

ƒ = g



(ƒ(x0), ƒ(x1), ƒ(x2))

üçlüsü olarak gösterirsek, o zaman fonksiyonlar küçükten bü-

yü¤e do¤ru (yani soldan sa¤a do¤ru) flöyle yaz›l›rlar:

(y0, y0, y0), (y0, y0, y1), (y0, y1, y0), (y0, y1, y1)

(y1, y0, y0), (y1, y0, y1), (y1, y1, y0), (y1, y1, y1)

E¤er y0 yerine 0, y1 yerine 1 yazarsak ve parantezleri ve virgül-

leri atarsak, o zaman fonksiyonlar küçükten büyü¤e do¤ru,

000, 001, 010, 011

100, 101, 110, 111

olarak yaz›l›rlar. S›ralamaya dikkat ettiniz mi? Aynen say›lar

gibi (mesela 2 taban›nda): 

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, ...

Bundan da bu tan›m›n oldukça do¤al bir tan›m oldu¤u kan›s›-

na varabiliriz.

Yukarda tan›mlanan ikili iliflkinin bir tams›ralama oldu¤u-

nu kan›tlayal›m.

1. Hiçbir ƒ fonksiyonu için ƒ < ƒ olamaz, çünkü tan›mda

ƒ < g olabilmesi için ƒ ' g olmas› gerekti¤i yaz›yor.

2. fiimdi ƒ < g ve g < h eflitsizliklerini varsay›p ƒ < h eflitsiz-

li¤ini kan›tlayal›m. ƒ ve g’nin ayr›flt›klar› ilk nokta x0 olsun.

Demek ki her x < x0 için ƒ(x) = g(x) ama ƒ(x0) < g(x0). g ve

h’nin ayr›flt›klar› ilk noktaya da x1 diyelim. Üç fl›k var, üçünü

de teker teker ele alal›m.

E¤er x0 < x1 ise o zaman x0’dan küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x), ama ƒ(x0) < g(x0) = h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ay-

r›flt›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

E¤er x0 = x1 ise o zaman x0’dan küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x) ama ƒ(x0) < g(x0) < h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ayr›fl-

t›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

E¤er x1 < x0 ise o zaman x1’den küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x) ama ƒ(x1) = g(x1) < h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ayr›fl-

t›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

Her üç durumda da ƒ < g eflitsizli¤ini gösterdik.
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Demek ki fonksiyonlar kümesinde tan›mlanan < iliflkisi bir

s›ralamad›r. fiimdi bu s›ralaman›n bir tams›ralama oldu¤unu

gösterelim. Ama bu çok kolay... E¤er ƒ ' g, iki fonksiyonsa, 

{x ( X : ƒ(x) ' g(x)}

boflküme de¤ildir, dolay›s›yla (X bir iyis›ralama oldu¤undan)

Y’nin ƒ(x) ' g(x) eflitsizli¤ini sa¤layan bir en küçük x elema-

n› vard›r. Y bir tams›ralama oldu¤undan ya ƒ(x) < g(x) ya da

g(x) < ƒ(x). Birinci durumda ƒ < g, ikinci durumda g < ƒ.

Buraya kadar her fley yolunda gitti ama bundan ötesi yo-

lunda gitmeyecek. F(X, Y) üzerine tan›mlad›¤›m›z bu tams›ra-

lama ne yaz›k ki genellikle bir iyis›ralama de¤ildir; X ve Y’nin

birer iyis›ralama oldu¤u durumda bile.

Bir örnek verelim. X = ) ve Y = 2 = {0, 1} olsun. X’ten Y’ye

giden bir fonksiyonu bir 01-dizisi olarak gösterebiliriz. Örne¤in,

0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...

dizisi çift say›larda 0, tek say›larda 1 de¤erini alan fonksiyonu

simgelesin. Hatta terimlerin aras›ndaki virgülleri de atarak bu

fonksiyonu,

01010101...

olarak da gösterebiliriz. fiimdi,

ƒ0 = 1111111....

ƒ1 = 0111111...

ƒ2 = 0011111...

ƒ3 = 0001111...

...

fonksiyonlar›n› alal›m. Bunlar ilk n say›da 0, daha sonra hep 1

de¤eri alan fonksiyonlar. Bu fonksiyonlar kümesi A olsun.

A’n›n en küçük eleman› yoktur. Çünkü tüm ƒn’lerden küçük

fonksiyonlar›n en büyü¤ü hep 0 de¤erini alan 0000000... fonk-

siyonudur, bu da A’da de¤ildir. Dolay›s›yla bu s›ralama bir iyi-

s›ralama olmuyor.

Ordinallerde üs almay›, toplama ve çarpmada oldu¤u gibi o

kadar do¤al bir biçimde tan›mlayamay›z. Bu u¤rafla bir sonraki

bölümde giriflece¤iz ve üs almay› tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.
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F(X, Y) kümesi üzerine yukarda tan›mlad›¤›m›z tams›rala-

ma gene de ilginç bir s›ralamad›r. Bu s›ralamayla ilgili bir iki

al›flt›rmayla bitirelim bölümü.

Al›flt›rmalar
Y iyis›ral› bir küme olsun. 

15.1. F(), Y)’nin bofl olmayan her altkümesinin en büyük

alts›n›r› oldu¤unu gösterin. Yani *$' A + F(), Y) ise, öyle bir

ƒ ( F(), Y) vard›r ki,

a. Her a ( A için, ƒ ≤ a,

b. E¤er g ( F(), Y) “her a ( A için, g ≤ a” koflulunu sa¤l›-

yorsa o zaman g ≤ ƒ.

15.2. F(), Y)’nin bofl olmayan her altkümesinin en küçük

üsts›n›r› her zaman var m›d›r?

15.3. ‹lk al›flt›rmay› ) yerine iyis›ral› bir X alarak yap›n. 

15.4. ƒ, g ( F(), Y) olsun. E¤er ƒ ' g ise, n, ƒ(n) ' g(n) eflit-

sizli¤ini sa¤layan en küçük do¤al say› olsun. d(ƒ, g) = 1/2n ol-

sun. d(ƒ, ƒ) = 0 olarak tan›mlans›n. fiunlar› gösterin:

a. d(ƒ, g) ≥ 0 ve, d(ƒ, g), ancak ve ancak ƒ = g ise 0 olabi-

lir.

b. d(ƒ, g) = d(g, ƒ).

c. d(ƒ, g) ≤ d(ƒ, h) + d(h, g).

Dolay›s›yla d, F(), Y) üzerine bir “mesafe”dir. d mesafesinin

(c)’den daha güçlü bir özelli¤i vard›r:

d. d(ƒ, g) ≤ max{d(ƒ, h), d(h, g)}. 
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16. Ordinallerde Üs Alma
(Bir Baflar› Öyküsü)

O
rdinallerde toplama ve çarpmay› oldukça do¤al bir bi-

çimde tan›mlad›ktan sonra, bir önceki bölümde üs alma-

y› da ayn› do¤all›kta yapmaya çal›flt›k ama beceremedik.

Bu bölümde ordinallerde üs almay› tümevar›mla tan›mlayaca¤›z.

Önceki bölümlerde flu sonuçlar› kan›tlam›flt›k.

Tümevar›mla Ordinal Toplamas› 13.11. Ordinal toplama-

s›,  ve ! ordinalleri için,

 + 0 =  ,

 + S(!) = S( + !)

ve bir , limit ordinali için,

 + , = -!<, ( + !)

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir.

Tümevar›mla Ordinal Çarpmas› 14.12. Ordinal çarpmas›,

 0 = 0,

 S(!) =  ! +  ,

ve bir , limit ordinali için,

 . = -!<,  !

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir.



Ordinallerde üs almay› da bu yöntemle tümevar›mla tan›m-

layaca¤›z. 

Tan›m.  ve ! ordinal olsunlar.

 0 = 1,

 S(!) =  ! 

olarak tan›mlayal›m. E¤er , limit ordinalse,

 , = -!<,  
!

olsun. 

Önsav 16.1.  ve ! birer ordinalse,  ! da ordinaldir. 

Kan›t: ! üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.  ’y› kan›t bo-

yunca sabitliyoruz.

! = 0 ise, önermenin do¤rulu¤u bariz.

E¤er önerme ! için do¤ruysa S(!) için de do¤ru oldu¤u çok

belli, çünkü  S(!) =  ! /

fiimdi , bir limit ordinal olsun ve ,’dan küçük ! ordinalle-

ri için  !’n›n bir ordinal (dolay›s›yla bir küme) oldu¤unu var-

sayal›m.  . = -!<,  
! oldu¤undan, 

A(,) = { ! : !$< ,}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir, çünkü

herhangi bir ordinal kümesinin bilefliminin (hem bir küme hem

de) bir ordinal oldu¤unu (Teorem 10.10) biliyoruz. 

A(,) toplulu¤un bir küme oldu¤unu göstermek için Yerlefl-

tirme Aksiyomu’nu kullanaca¤›z.

 ordinalini sabitleyelim. Her !$< , ordinali için,  ! ordina-

lini ! cinsinden ifade eden bir formül bulmal›y›z. Yani öyle bir

0(x, z) formülü bulmal›y›z ki, e¤er !$< , ise, 0(!, z) ancak z =  !

oldu¤unda do¤ru olsun.

0(!, z) formülü flunlar› desin: ! bir ordinaldir ve öyle bir A

ordinaller kümesi ve bir ƒ : ! +1 1 A efllemesi vard›r ki,

a) ƒ(0) = 1 ve

b) her . için e¤er . ( ! ise, ƒ(.+1) = ƒ(.) $ve
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c) her limit , ( !+1 için, ƒ(,) = -.<, ƒ(.) ve

d) z = ƒ(!).

Buradaki A ordinaller kümesinin (e¤er varsa)

{ . : .$≤ !}

olmas› gerekti¤i ve ƒ fonksiyonunun ƒ(.) =  . kural›yla veril-

mesi gerekti¤i belli. Tek yapmam›z gereken, !$< , için,

{ . : .$≤ !$}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu göstermek. Bunun için, elbet-

te A(!)’n›n bir küme oldu¤unu göstermek yeterli.

fiimdi kan›t›n ta en bafl›na dönelim ve “ ve ! ordinallerse,

 ! da ordinaldir” önermesi yerine “ ve ! ordinallerse,  ! da

ordinaldir��A(!) bir kümedir” önermesini aynen yukarda

yapt›¤›m›z gibi kan›tlayal›m. Ayr›nt›lar› (e¤er kalm›flsa!) okura

b›rak›yoruz. n

 ! ordinaline “ üssü !” denir.

00’›n 1 olarak tan›mland›¤›na dikkatinizi çekerim.

16.3. Temel Özellikler
Tahmin edilen ilk eflitlik gerçekten do¤ru:

 1 =  S(0) =  0 = 1 $=  .

‹kinci eflitlik de:

 2 =  S(1) =  1 =   .

Her fley bu kadar do¤al seyretmiyor ama; örne¤in 

2) = -n<) 2n = ).

Teorem 16.2. E¤er 1 <  ise ! < . ancak ve ancak  ! <  ..

Kan›t: ! < . varsay›m›n› yapal›m. Sonucu . üzerine tümeva-

r›mla kan›tlayaca¤›z. . = 1 ise, ! = 0 olmal›. O zaman da  ! =  0

= 1 <  =  1 =  . olur. 

Önsav›n . ve .’dan küçük ordinaller için do¤ru oldu¤unu

varsay›p, . + 1 için kan›tlayal›m. ! < . + 1 olsun. E¤er ! < . ise o

zaman tümevar›mla  ! <  .. E¤er ! = . ise o zaman  ! =  .. De-
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mek ki her iki durumda da  ! ≤  .. Ama Önsav 14.5’e göre

 ! ≤  . =  .1 <  . =  .+1.

fiimdi , bir limit ordinal olsun. ,’dan küçük ordinaller için

önsav›n do¤ru oldu¤unu varsayal›m. ! < , olsun. Tan›mdan

dolay›  ! +  ,. Demek ki  ! ≤  ,. Ama , limit oldu¤undan, 

! + 1 < , ve gene  !+1 ≤  ,. Öte yandan Önsav 14.5’e göre

 ! <  !+1. Demek ki  ! <  !+1 ≤  ,.

fiimdi  ! <  . varsay›m›n› yapal›m. E¤er ! ≥ . olsayd›, bir-

inci k›sma göre  ! ≥  . olurdu, çeliflki. Demek ki ! < .. n

Sonraki teoremler için teknik bir sonuca ihtiyac›m›z var:

Önsav 16.3.  bir ordinal olsun.

i. , bir limit ordinal ve B + ,, ,’da kofinal bir altkümeyse,

{ ! : ! ( B} kümesi  ,’da kofinaldir.

ii. B bir ordinal kümesiyse -!(B  
! =  -!(B !.

Kan›t: i. 2 (  , olsun.  , = -.<,  
. oldu¤undan, bir . < , için

2 (  , olur. B, ,’da kofinal oldu¤undan, bir ! ( B için . ≤ ! olur.

Demek ki, Teorem 16.2’ye 2 (  , +  ! olur, yani 2 <  !.

ii. Teorem 16.2’ye göre her ! ( B için  ! +  -!(B !. Ayn› te-

orem, e¤er B’nin en büyük eleman› varsa eflitli¤i verir. B’nin en

büyük eleman›n›n olmad›¤›n› varsay›p ters içindeli¤i kan›tlaya-

l›m. Bu durumda, -!(B ! = , bir limit ordinaldir (Al›flt›rma

11.4) ve B bu limit ordinalde kofinaldir (bkz. Bölüm 13.7).

Birinci k›sma göre 

-!(B  
! =  , =  -!(B !. n

Teorem 16.4.  !+. =  ! ..

Kan›t: . üzerine tümevar›mla. . = 0 için:

 !+. =  !+0 =  ! =  !1 =  ! 0 =  ! ..

Teoremi . için do¤ru oldu¤unu varsay›p, eflitli¤i . + 1 için

kan›tlayal›m:

 !+(.+1) =  (!+.)+1 =  !+. = ( ! .) =  !( . ) =  ! .+1.
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Son olarak , bir limit ordinal olsun. Teoremdeki eflitli¤in

,’dan küçük ordinaller için do¤ru oldu¤unu varsay›p , için ka-

n›tlayal›m. ! + ,’n›n da bir limit ordinal oldu¤unu ve

 !+, = -.<,  
!+.

eflitli¤ini Önsav 16.3.ii’den biliyoruz. Demek ki, 

 !+, = -.<,  
!+. = -.<,  

! . =  !-.<,  
. =  ! ,.

Son eflitlikte Önsav 14.8’i kulland›k. n

Teorem 16.5. ( !) . =  !..

Kan›t: . üzerine tümevar›mla.

E¤er . = 0 ise, ( !). = ( !)0 = 1 ve  !. =  !0 =  0 = 1. 

E¤er eflitlik . için do¤ruysa,

( !).+1 = ( !). ! =  !. ! =  !.+! =  !(.+1).

E¤er . limit ordinalse ve teorem .’dan küçük 2 ordinalleri

için do¤ruysa,

( !). = -2<. ( !)2 = -2<.  
!2.

Al›flt›rma 14.5’e göre !. bir limit ordinaldir ve

{!2 : 2 < .}

kümesi !.’da kofinaldir. Önsav 16.3.i’e göre 

{ !2 : ! ( B}

kümesi  !.’da kofinaldir. Gene Önsav 16.3.i’e göre

-2<.  
!2 =  !.. n

Son olarak, toplama ifllemini çok kolaylaflt›racak ve

1 + ) = )

eflitli¤ini genellefltiren bir eflitlik kan›tlayal›m.

Teorem 16.5. E¤er ! <  ise, )! + ) = ) . 

Kan›t:  = ! + . eflitli¤ini sa¤layan bir . > 0 vard›r. Demek ki, 

)! + ) = )! + )!+. = )! + )!).

= )!(1 + ).) = )!). = )!+. = ) .

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n
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Sonuç 16.6. E¤er ! <  ve ) < .$ise )! + . = .. 

Kan›t: 2 ordinali . = ) + 2 eflitli¤ini sa¤las›n. O zaman,

)! + . = )! + ) + 2 = ) + 2 = .

olur. n



17. Ordinallerin Cantor Normal 
Biçimi

Bilindi¤i gibi, say›lar› genelde,

3546 = 3 103 + 5 102 + 2 101 + 6 100

gibi onluk tabanda yazar›z. Ayn› say›y› baflka tabanlarda da

yazabiliriz. Örne¤in 11 taban›nda,

3546 = 2 113 + 7 112 + 3 111 + 4 110

d›r. Ayn› fleyi 10 ya da 11 yerine herhangi bir p > 1 do¤al say›-

s› için de yapabiliriz: Her n do¤al say›s›, her 

a0, ..., ak ! {0, 1, ..., p"1}, ak # 0

için,

n = akpk +  + a0p0

toplam› biçiminde tek bir biçimde yaz›l›r. Buna n’nin p
��������������	�
�ad› verilir.

On parma¤›m›z oldu¤undan 10 taban› önemlidir. Bilgisa-

yarlar sayesinde 2 taban› da önemlidir. Saat ve dereceler de 60

taban›na belli bir önem kazand›r›r.

Bu bölümde benzer fleyi ordinaller için yapaca¤›z, p do¤al

say›s› yerine herhangi bir $ > 1 ordinali alaca¤›z ve her % ordi-

nalinin “$’l›k tabanda” tek bir biçimde yazabilece¤ini görece-

¤iz. ‹flte teorem:



Teorem 17.1. 1 < $ ve 0 < % iki ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 > &2 > ... > &k ve 

• 0 < 'i < $ (1 ≤ i ≤ k) ordinalleri için, % ordinali

% = $ &1'1 + $ &2'2 +  + $ &
k'k

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k, &i ve 'i (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Teoremi, $’y› sabit tutup % üzerine tümevar›mla kan›tlayaca-

¤›z. 

Önsav 17.2. E¤er 1 < $, &1 > ... > &k ve 0 < 'i < $ ise, o za-

man

$&1 ≤ $ &1'1 ≤ $ &1'1 +  + $ &
k'k < $ &1('1 + 1) ≤ $&1+1.

Kan›t: ‹lk iki eflitsizlik ve sonuncusu bu aflamada kolay

olmal›. Üçüncüsü olan

$ &1'1 +  + $ &
k'k < $ &1('1 + 1)

eflitsizli¤ini k üzerine tümevar›mla kan›tlayal›m. 

E¤er k = 1 ise $ &1'1 < $ &1('1 + 1) eflitsizli¤i kan›tlanmal› ki

bu da bariz.

fiimdi k > 1 olsun. Önceki bölümlerde kan›tlad›¤›m›z so-

nuçlar› kullanarak hesaplayal›m:

$ &1'1 + $ &2'2 +  + $ &
k'k = $ &1'1 + ($ &2'2 +  + $ &

k'k) 

< $ &1'1 + $ &2+1 ≤ $ &1'1 + $ &1 = $ &1('1 + 1). n

Sonuç 17.3. E¤er % ordinali teoremdeki gibi yaz›l›rsa, o za-

man &1, $& ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük & ordinalidir ve

'1, $&' ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ' ordinalidir.

E¤er teorem do¤ruysa, &1 ve '1 yukardaki sonuçtaki gibi ol-

mak zorunda olduklar›ndan, bu özelli¤i sa¤layan &1 ve '1 ordi-

nallerinin varl›klar›n› kan›tlamal›y›z:
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Önsav 17.4. 1 < $ ve 0 < % iki ordinal olsun. O zaman $&≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük bir & ordinali ve $&' ≤ % eflitsiz-

li¤ini sa¤layan en büyük bir ' ordinali vard›r.

Kan›t: $&≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan tüm & ordinallerin toplulu-

¤u bir küme oldu¤undan (okura al›flt›rma), bu ordinallerin bilefli-

mi de bir ordinaldir (Teorem 10.10) ve ayn› eflitsizli¤i sa¤lar

(Önsav 16.3.ii); dolay›s›yla bu bileflim

$&≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük & ordinalidir.

$&' ≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan tüm ' ordinaller toplulu¤u da bir küme ol-

du¤undan (okura al›flt›rma), bu ordinallerin bileflimi de bir or-

dinaldir ve ayn› eflitsizli¤i sa¤lar (Önsav 14.8), dolay›s›yla bu

bileflim 

$&' ≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük '(ordinalidir. n

Teorem 17.1’in Kan›t›: Art›k teoremi kolayl›kla kan›tlaya-

biliriz. $ ve % teoremde söylendi¤i gibi olsun. &1 ve '1 yukarda-

ki önsavdaki gibi olsun. %1, 

% = $ &1'1 + %1

eflitli¤ini sa¤layan biricik ordinal olsun. Elbette %1 < $ &1, çünkü

aksi takdirde

% = $ &1'1 + %1 ≥ $ &1'1 + $&1 = $ &1('1 + 1);

ama ', $&' ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinaldi, çelifl-

ki. Demek ki %1 < $ &1 ≤ %. fiimdi tümevar›mla teoremdeki ko-

flullar› sa¤layan endisli & ve ' ordinalleri için,

%1 = $ &2'2 +  + $ &
k'k.

Önsav 17.2’den dolay›, $ &2 ≤ %1 < $ &2+1 < $ &1 ve Teorem

16.2’ye göre &2 < &1. n

$ = ) ise '’lar do¤al say› olmak zorunda olduklar›ndan, bu

sonuç $ = ) için daha dikkat çekicidir:
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Teorem 17.5 [Ordinallerin Cantor Normal Biçimi]. 0 < %

bir ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 > &2 > ... > &k ordinalleri ve 

• n1, n2, ..., nk pozitif do¤al say›lar› için,

% = )&1n1 + )&2n2 +  + )&
knk

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k, &i ve ni (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Ayn› olguyu flöyle de söyleyebiliriz:

Teorem 17.5* [Ordinallerin Cantor Normal Biçimi]. 0 < %

bir ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 ≥ &2 ≥ ... ≥ &k ordinalleri için,

% = )&1 + )&2 +  + )&
k

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k ve &i (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Ordinalleri Cantor normal biçimiyle toplay›p çarpmak ol-

dukça pratiktir. Yaz›n›n geri kalan bölümünde bu prati¤i ö¤re-

nece¤iz. Önce toplaman›n üstesinden gelelim. Teoremlerimizi

) taban› için kan›tlayaca¤›z.

17.1. Toplama
Teorem 17.6. &1 > &2 > ... > &k ve '1 > '2 > ... > '! ordinal

olsunlar. n1, n2, ..., nk ve m1, m2, ..., m! pozitif do¤al say› ol-

sunlar. O zaman, e¤er i, &i ≥ '1 eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük

göstergeç (endis) ise

()&1n1 +  + )&
knk) + ()'1m1 +  + )'!m!) 

= )&1n1 +  + )&
ini + )'1m1 +  + )'!m!

olur.

186 17. Ordinallerin Cantor Normal Biçimi



Kan›t: E¤er & < ' ise )&n + )'m = )'m eflitli¤ini kan›tlamak

yeterli. & < ' olsun. Teorem 16.2’den dolay› )& < )'. Teorem

16.5’ten dolay›, )& + )' = )'’dir. n ile çarpma n kez toplama

oldu¤undan kan›t bitmifltir! n

Demek ki $ + % toplam›n› bulmak için $ ve %’y› Cantor

normal biçiminde yaz›p $’n›n kuyru¤undaki küçük terimleri

at›p %’y› bu k›salt›lm›fl $’n›n sonuna oldu¤u gibi eklemeli.

17.2. Çarpma
fiimdi çarpmaya gelelim. Çarpma toplama kadar kolay de-

¤il, ama çok da zor de¤il.

$ = )&1n1 +  + )&
knk

ve

% = )'1m1 +  + )'!m!
çarpmak istedi¤imiz ve Cantor normal biçimde yaz›lm›fl iki ordi-

nal olsun. Cantor normal biçimde yaz›lm›fl ordinalleri toplamay›

bildi¤imizden ve soldan da¤›lmadan dolay› (Önsav 14.2),

()&1n1 +  + )&
knk))'m

çarp›m›n› bilmemiz yeterli. Hatta m = 1 bile alabiliriz. Demek ki, 

()&1n1 +  + )&
knk))'

çarp›m›n› bulmal›y›z. ' = 0 ise çarp›m›n ne olmas› gerekti¤i bel-

li. ' > 0 durumuna yo¤unlaflmal›y›z. Önsav 17.2’den dolay›,

)&1+' = )&1)' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))'

≤ )&1+1)' = )(&1+1)+' = )&1+(1+' ),

yani

)&1+' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))'≤ )&1+(1+' ).

Demek ki, e¤er ' sonsuzsa, 1 + ' = ' olaca¤›ndan,

)&1+' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))' ≤ )&1+(1+' ) = )&1+'

ve dolay›s›yla 

()&1n1 +  + )&
knk))' = )&1+'.

Ya ' = m ! ) ise

()&1n1 +  + )&
knk))m
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çarp›m› nedir? m = 0 ise çarp›m›n ne olaca¤› belli. Bundan böy-

le m > 0 olsun. Elbette sa¤dan )m ile bir defa çarpmak yerine

sa¤dan ) ile m defa çarpmak yeterli. Demek ki

()&1n1 +  + )&
knk))

çarp›m›n› bulmal›y›z.

()&1n1 +  + )&
knk))= +r!)()&1n1 +  + )&

knk)r

eflitli¤inden dolay›, 

()&1n1 +  + )&
knk)r

çarp›m›n› bulmal›y›z. Ama bu,

)&1n1 +  + )&
knk

say›s›n› kendisiyle r kez toplamak demek ve Cantor normal bi-

çiminde yaz›lm›fl ordinalleri toplamay› bir önceki teoremden

biliyoruz. Örne¤in,

()&1n1 +  + )&
knk) + ()&1n1 +  + )&

knk)

= )&1n1 + )&1n1 + )&2n2 +  + )&
knk

= )&12n1 + )&2n2 +  + )&
knk. 

Buradan kolayca görülece¤i üzere,

()&1n1 +  + )&
knk)r = )&1rn1 + )&2n2 +  + )&

knk.

Demek ki

()&1n1 +  + )&
knk)) = +r!)()&1n1 +  + )&

knk)r

= +r!)()&1rn1 + )&2n2 +  + )&
knk)

≤ +r!) )&1(rn1 + 1) = )&1+1.

Öte yandan, r sonsuza gitti¤inde, rn1 de sonsuza gitti¤in-

den, r’yi yeterince büyük al›rsak, rn1 her s do¤al say›s›n› aflaca-

¤›ndan,

)&1+1 = )&1) = +s!) )&1s ≤ +r!) )&1rn1

≤ +r!)()&1rn1 +  + )&
knk)

= ()&1n1 +  + )&
knk)).

Sonuçta, ()&1n1 +  + )&
knk))(= )&1+1. Demek ki,

()&1n1 +  + )&
knk))m = )&1+m,

ve ' > 0 sonlu da olsa sonsuz da olsa,

()&1n1 +  + )&
knk))' = $&1+'.

Bulduklar›m›z› toparlayal›m:
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Teorem 17.8. &1 > ... > &k ve ' > 0 ordinal olsunlar. r bir do-

¤al say› olsun. O zaman, 

()&1n1 +  + )&
knk))' = )&1+'

ve

()&1n1 +  + )&
knk)r = )&1rn1 + )&2n2 +  + )&

knk

olur.

Bu teorem sayesinde Cantor normal biçiminde yaz›lm›fl her-

hangi iki ordinali kolayl›kla çarpabiliriz. Örne¤in,

)))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7

ile

))),8 + )))8 + ))3+)5 + )43 + ) + 3

ordinallerinin çarp›m› için, s›ras›yla

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))),

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))))8

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+)5

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))43

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)3

çarp›mlar›n› bulup bu s›rayla toplamal›y›z. Bafllayal›m

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))), = )))2+)), = ))),

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))))8 = )))2+))8 = )))38 

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+)5 = )))2+)3+)5

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+1 = )))2+)3+1

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))43 = )))2+43

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))(= )))2+1

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)3 = )))212 + ))) + ))32

+ )4 + )23 + 7. 

Çarp›m bu ordinallerin bu s›rayla toplanmas›yla ç›kar. ‹flte sonuç:

))), + )))38 + )))2+)3+)5 + )))2+)3+1 + )))2+43 + )))2+1

+ )))212 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7. 
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Ordinal S›nav›

1. Her $ ordinali için, 1$ = 1 eflitli¤ini gösterin.

2. ($%)& = $&%& eflitli¤i her zaman geçerli mi?

3. Her n, m ! ) için )n)m = )m)n eflitli¤i do¤ru mudur?

4. $ > 0 için )$)% = )% olabilir mi?

5. E¤er 1 < $ ve $% = $ & ise % = & eflitli¤ini kan›tlay›n.

6. 2) = 3) = ) eflitli¤ini kan›tlay›n.

7. $ > 1 ise $% ≥ % eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

8. $ > 1 ise $% +1 > % eflitsizli¤ini kan›tlay›n. Öte yandan $%

> % eflitsizli¤inin $ = ) ve % = -0 için yanl›fl oldu¤unu kan›tlay›n.

9. $ > 1 bir ordinal olsun. $% < $ & ise % < & eflitsizli¤ini ka-

n›tlay›n. ($% ≤ $ & ise % ≤ & eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterli. % üze-

rinden tümevar›m yap›n.) 

10. $0 = ), $n+1 = )$n olsun. Örne¤in,

$1 = )$0 = )), $2 = )$1 = ))), $3 = )$2 = )))).

10a. {$n : n ! )} toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tla-

y›n. (Yerlefltirme Aksiyomu’nu kullanmal›s›n›z.)

10b. -0 = +n!) $n olsun. )-0 = -0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

10c. E¤er )- = - ise - ≥ -0 eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

10d. -0’›n )’dan büyük ve toplama, çarpma ve üs alma al-

t›nda kapal› en küçük ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.



192 Ordinal S›nav›

11. () + 1)2 ve () + 1)3 ordinallerini ) cinsinden bir “poli-

nom” olarak yaz›n. Ayn› fleyi () + 1)n için yap›n. 

12. ()+1)n ordinalini Cantor normal biçimde yaz›n.

13. ()+1)) = )) eflitli¤ini kan›tlay›n.

14. )))223 + )))+13 + ))32 + )2 + )3 + 4 ile

))),5 + )))+12 + ))) + ))3+)2 + )4 + )2 + 1

ordinallerini toplay›n ve çarp›n ve sonucu Cantor normal form-

da yaz›n.


