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V', R™ gercel iccarpim uzay1 olsun. V'nin bir izometri, uzun-
luklar1 koruyan bir eglesmedir.

Isom (V) = {V'nin izometrileri},
GL(V) = {V'nin lineer egleglemeleri},
O(V) = Isom(V) N GL(V)

olsun. Bunlar, bilegke alma altinda grupturlar.

Teorem 1. O(V) = {g € Isom(V): g(0) = 0}.



Kanat. Isom (V) grubunun her g elemani, késeleri 0, a, b, ve
a + b olan her paralelkenarinin kenarlarinin ve kdgegenlerinin
uzunluklarmi korur. Ozel olarak g(0) = 0 ise

g9(a+b) =g(a)+ g(b). O
A € Mat,«,(R) ise
Ta: V=V, Ty(x) = Ax
olsun. Burada

€

Tn
Teorem 2. GL(V) = {Tx: det(X) # 0},
OV)={Tx: X'X =1,}.
Eger a € V ise
ta: V=V, ta(x) =a+x

olsun, ve
T(V)={te: x €V}
olsun. Burada t,, a ile 6telemedir. O zaman
T(V) < Isom(V),
x it V= T(V).
Teorem 3. T(V) x O(V) ~ Isom(V),
niktir. Aslinda

yani bu ki kime esle-

(t$7£) = t(E o 57

bir eslemedir.



Kanat. Verilen gonderme, birebirdir (aligtirma). Génderme-
nin tersi,

§ = (te0), t—g(0) ©§)

ciinkii o € Isom(V') ve f = t_n(0) 0 @ ise 3(0) = 0, dolayisiyla
e O(V); ve v = ty0) 0 b O

Bir G grubunun H ve K altgruplar igin
G=HK, HnN K = {e},
olsun. Bu gekilde (x,y) — zy: H x K Z G. Eger
H<«G

ise, 0 zaman

G=HxK
yazariz, ve bu durumda h; € H, k; € K ise
hiky - hoky = hy(kihoky ™) - kiks, kihok: ' € H.

G = HK durumunda H <G gostermek icin, £ € K oldugunda
kHE™' = H gostermek yeter.

Teorem 4. Isom(V) = T(V) x O(V).

Kanit. T(V) <Isom(V') gostermek yeter. Eger @ € V ve a €
O(V) ise, o zaman
aotgo a_l - toz(a,)a

¢linkii « lineer oldugundan

aotgoa(x) =ala+a l(z) =ala) + T =ty (z). O



Sonuc olarak Isom(V) =2V x O(V). Ozel olarak
Isom(R) =2 R x Zy
¢linkiit O(R) = {x € R: 2? = 1} = {£1}.
Genelde
SO(V) ={Tx: det X =1},
O(V)={Tx: det X = +1}.
Simdi n = 2 olsun. Bu durumda V = R? ve

SO(V) = {0 etrafinda dondiirmeler},
O(V) N\ SO(V) = {0’dan gegen dogrular etrafindan yansimalar}.

Aslinda

- v [cosO Fsinf
o) = {1 = (0 T 10 o <o),

cosf) —sind
o) = {1y = (%0 ) 1 o can).

Kisaltma olarak

po =T cosf —sinf)’ ro=T 1 0
sinf@ cosd 0 -1

olsun. V' = C diigtiniilebilir, ve bu sekilde

po(2) = el . 2, ro(2) =Z.
Teorem 5. O(V) = SO(V) x (19).
Kamit. 1g~! =19 ve 9o pgorg = p_g. (Bu esitliker, ya matrisler
ya da karmagik sayilar ile dogrulanabilir.) O



Simdi
Isom(V) = T(V) x (SO(V) % (1g)).

Ozel olarak Isom(V) grubunun her a eleman igin, V'nin bir
ve tek bir a elemani igin, bir ve tek bir # agis1 igin

o € {tq 0 pg, taopPgoTy}.

Ama bagka bir bicimde « daha iyi anlasilabilir.
Tekrar @ € V' ve py € SO(V) olsun. Burada

ta_l =t_qa, pG_l(a:) = p—@(a:)'

O zaman

° a ile 6telemedir;

° 0 noktasi etrafinda 6 acisindan dondiirmedir;

. {t(1,0): t € R} dogrusu etrafinda yansimadir;

° a noktasi etrafinda 6 agisindan déndiir-
medir;
o {t(cosf,sinf): t € R} dogrusu etrafinda

yansimadir;

. ‘ta 0pPpoTgOoP_got_g,|{a+t(cosh,sinh): t € R} dog-
rusu etrafinda yansimadir;

o b e Rise|tycososing) ©ta © PgoToop_got_gq,|b(cost,sinb)
ile {a + t(cosf,sinf): t € R} dogrusu etrafinda kay-
dirma yansimasidir.




Lemma. Her 0 a¢ist ve a karmasik sayist i¢in

I'p © Py = P—p © Iy,

rp 0 t = tg 0 1o,

Pg 0ty = taeio O Pg.

Teorem 6. Isom(R?) grubunun asikdr olmayan her elemana,
ya oteleme, ya dondiirme, ya yansima, ya da kaydirma yansi-
masidar.

Kanat. Gordiigtimiiz gibi Isom(C) grubunun her « elemani
i¢in, C’nin bir a elemani i¢in, bir 6 agisi i¢in ya o = t, 0 py, ya
da a = t, o pg o 1p.

Genelde C’nin her b elemani i¢in

taopg =thopgot_py <= tap0pPys=pPsot_y,
a—b=—be'! = a=0(1-c").

O zaman 6 # 0 ise lemmaya gore
ta 0 P9 = ta/(l—eie) O Py © t—a/(l—eie);

ozel olarak t, o pg, bir dondiirmedir.
Lemmaya gore de

Pop O Tg = Pg/20Tp© P_g/2,
ve bu bir yansimadir. Genelde
T'op =Py OTp O P—g
olsun. O zaman bir kaydirma yansimasini

teio Otgorg0t_g



bi¢iminde yazabiliriz. Lemmanin ikinci esitligini
g 0ty = try(a) © To
bi¢iminde yazabiliriz, ve benzer sekilde
Tg 0ty = try(a) © To-
Simdi ¢ agis1 ve C'nin a elemani verilirse

b:a—i-rg,(a)’ C:a—rw(a)
2 4

olsun. O zaman b = [b| - e'¥ ve
tpoteco Iy, © te= tb—i—c—i—rv(—c) OT, = tq 0 P2y, © Ip.

Burada 2¢ = 6 olabildiginde t, o pg o ry izometrisi, b = 0
durumunda yansimadir, diger durumlarda kaydirma yansima-
sidir. O



