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0 Oklid

Oklid’in Ogeler’inin konular,

kitaplar I-IV’te bir dizlemdir;

kitap V’te uzunluklarin ve alanlarin oranlaridir;
kitap VI'da oranlar1 kullanan Thales Teoremidir;
kitaplar VII-I1X’da sayma sayilaridir;

kitap X’da aym birim ile 6lgiillmeyen uzunluklar-
dir;

kitaplar XI-XIIT'te bir uzaydir.

Buradaki diizlem ve uzay, Oklid diizlemi ve Oklid
uzayidir.

Oklid’in oranlar1, bugiinkii gercel saylardur. Oranlar
carpilip toplanabilir, ve bu gekilde gercel sayilarin cebir-
sel ozellikleri ¢ikar. Bundan dolay1, René Descartes’in
gosterdigi gibi geometri, cebir i¢in bir temeldir.



Bu notlarda diger yone gidecegiz. Richard Dede-
kind’in gosterdigi gibi gercel sayilari, geometriyi kul-
lanmadan inga edebiliriz. Aslinda insa etmeyecegiz, ama
gercel sayilarin cebirsel 6zelliklerini kabul ederek

o R?’yi bir Oklid diizlemi,
« R bir Oklid uzay:

yapacagiz. Bu sekilde cebir, geometri i¢in bir temel ola-
cak.

Analitik geometri, cebiri kullanan geometridir.
Gordigimiiz gibi bunun mantiksal temeli ya geometri
ya da cebir olarak anlagilabilir. Analitik geometri kitap-
larinin ¢ogunda kabul edilen temel agik degildir. Bizim
temelimiz cebir olacak.

Aslinda Oklid’in oran tanimi, tamamen geometrik de-
gildir, ¢iinki Arsimet Aksiyomunu varsayar. Bu aksi-
yoma gore iki uzunluk veya alan verildiginde, kiiciigii-
niin bir kat1, bliytigiinden biiytiktiir.

Gergel sayilar, bir tam siraly cismi olusturur. Kisaca

e bir cismin elemanlar1 toplanip carpilabilir;

e siralr bir cisimde pozitif elemanlarin toplami ve
carpimi da pozitiftir;

o tam siral bir cisimde her bos olmayan, tistsiniri
olan kiimenin en kii¢iik tistsinir: vardir.



David Hilbert’in gésterdigi gibi saf geometriden bir Ok-
lid cismi elde edilebilir. Bir Oklid cismi, siral1 bir cisim-
dir, ve ayrica her pozitif eleman, bir elemanin karesidir.
O zaman R bir Oklid cismidir, ama baz1 tam olmayan
siral cisimler Oklid cismidir. Bu notlarda R’nin yerine
rastgele bir Oklid cismi kullamilabilir.

Tarihler

Oklid aktif M.O. 300

Arsimet M.O. 287212

René Descartes M.S. 1596-1650
Richard Dedekind 1831-1916

David Hilbert 1862-1943



1 Eksenler

R?’nin elemanlari, girdileri gercel say1 olan siral ikililer-
dir. Bunlardan biri

(a,b)
oldugunda

e a, onun x koordinatidir, ve yeri, yatay x ekse-
nindedir;

e b, onun y koordinatidir, ve yeri, dikey y ekse-
nindedir.

Eksenlerin kesigim noktasi, her birinin 0 noktasidir. Eger
a ve b'nin her biri 0’dan farkl ise, o zaman x ekseninin
a noktasi, y ekseninin b noktasi, ve eksenlerin ortak 0
noktasi, bir dikdortgenin ii¢ kogesidir, ve dordiincii kose,
(a,b) dir.

Oyle diisiiniiyoruz, ama diisiincemizi kesinlestirmek
zorundayiz. Eger a, b, ¢, ve d gercel say1 oldugunda

a+d=b+c

ise, o zaman eksenlerin birinde u¢ noktalar1 a ve b olan
dogru parcasi, ug noktalar: ¢ ve d olan dogru parcasina



esittir. Bu sgekilde toplamanin geometrik anlami cikar.
Carpmanin geometrik anlami daha zordur.
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2 Dogrular

Resmi tanimmimiza gére R?'nin dogrulari,

(a,b) # (0,0)
olmak ftizere

ar +by =c
lineer denklemlerinin ¢éziim kiimeleridir. Bir denk-
lem, onun ¢oziim kiimesini tanimlar.

Eger iki dogru kesigmezse, o zaman bu dogrular birbi-
rine paraleldir. Bir dogru, kendisine de paralel olsun.

Teorem 1. R?’de denklemleri

axr + by = e, (1)
cx+dy = f (2)

olan dogrularn paralel olmasy icin gerek ve yeter bir
kosul,
ad — be = 0. (3)
Bir (g, h) noktasindan gegen, denklemi (1) olan dogruya
paralel olan tek bir dogru vardir, ve bu dogrunun bir
denklemi,
ax + by = ag + bh. (4)
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Eger kogul (3) saglanmazsa, o zaman denklemleri (1) ve
(2) olan dogrularin tek bir kesisim noktasi vardur, ve bu

nokta,
de —bf af —ce
(ad—bc’ad—bc)' (5)

Alistirma 1. Teoremi kanitlayin.

Aligtirma 2. a, b, ¢, d, e, ve f igin degerler se¢ip denk-
lemler (1) ve (2)'nin ortak ¢oztimlerini bulun. Bunu (5)’i
kullanmadan yapabilirsiniz.

Teorem 1’de (4), bir dogrunun bir denklemidir, ¢iinki
oyle bir denklem, 0 olmayan gergel bir say1 ile carpilirsa,
yeni denklem ayni dogruyu tanimlar.

Tanim olarak

a b
c d

(¢ a

matrisinin determinantidir. O zaman (1) ve (2)'nin
(5)’teki ¢oztimii,

':ad—bc (6)

alinsin. Bu gercgel sayi,

e bl |la e
fodl |c f
a bl'la b
c d| e d
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Teoremin bu parcasi, Cramer Kuralidir.

Teorem 2. R?’de eder

(a,b), (c,d)

birbirinden farkly ise, o zaman onlardan gecen tek bir
dogru vardir, ve bu dogrunun bir denklemi,

(d—b)x + (a —c)y = ad — be. (7)
Aligtirma 3. Teoremi kanitlayin.

Eger a # c ise, o zaman teoremdeki dogrunun bagka

bir denklemi,
y—b d-—0»

r—a c—a

Genelde Teorem 2’deki dogrunun denklemi, dyle bir

ex+ fy=yg
ki (€7f7g>7

axr + by = z,

cr+dy =z

sistemini ¢ozer.

Alistirma 4. R’den a, b, ¢, ve d icin degerler secip R?'de
(a,b) ve (¢, d)’den gegen dogrunun bir denklemini bulun.
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Tanim ve teoremlerimiz sayesinde R?’de Ogeler Kitap
I’den alinmig agagidaki 6nermeler dogrudur.

1. Iki farkh noktadan bir ve tek bir dogru gecer. (Pos-
tulat 1)

2. Verilen bir noktadan, verilen bir dogruya paralel
olan bir ve tek bir dogru geger. (Onermeler 29 ve
31)

3. Aym1 dogruda olmayan en az ti¢ nokta vardir.
(Onerme 1’de bile varsayilan bir postulat)

Bu sekilde R? bir afin diizlemdir.

Aligtirma 5. R¥de (a,b), (c,d), ve (e, f) noktalarmm
ayni dogruda olmasi i¢in uygun bir yeter ve gerek kogul
bulun.

Ogeler Kitap I Onerme 30’a gore paralellik gecislidir.
Bu teorem her afin diizlemde dogrudur:

Teorem 3. Bir afin dizlemin dogrular: kiimesinde, pa-
ralellik bir denklik bagintisidir, yans

o yansimalidir (bir dogru, kendisine paraleldir);

o simetriktir (bir dogru, baska bir dogruya paralel
ise, o zaman her biri digerine paraleldir);

o gegiglidir (ki dogru ayni dogruya paralel ise, o za-
man birbirine de paraleldir).
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Kanat. Yansimalilik ve simetriklik agikardir. Gegigliligi
gostermek icin

Clfm, m || n

olsun. Eger ¢ ve n kesismezse, o zaman paraleldir. Ke-
sigirse, kesigsim noktasindan m’ye paralel olan tek bir
dogru gegtiginden ¢ ve n ayni dogrudur, dolayisiyla pa-
raleldir. ]

Teorem 4. Bir afin diizlemde her dogruda en az bir
nokta vardur.

Kanat. Bir afin diizlemde A, B, ve C', aym1 dogruda ol-
mayan noktalar olsun. O zaman AB ve AC', birbirinden
farkli olan, A’dan gecen dogrudurlar. Bu durumda ikisi
ayni dogruya paralel olamaz, dolayisiyla her dogru ya
AB ya da AC ile bir nokta paylagir. O]
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3 Paralelkenarlar

Teorem 5. Bir afin dizlemde ejer ABC' bir ti¢gen ise
(yani A, B, ve C' noktalar: ayni dogruda degilse), o za-
man bir ve tek bir D noktasi icin ABCD bir paralelke-
nardar.

Aligtirma 6. Teoremi kanitlayin.

Teorem 5’e gore, bir afin diizlemde, eger Sekil 1’deki
gibi ABE ve EBC ftiggenler ise, o zaman bir ve tek bir

sekilde ABED ve EBC'F paralelkenarlar: vardir. Bu du-
rumda

AD || BE, BE || CF,
dolayisiyla Teorem 3 sayesinde
AD || CF.
Ayrica

AB | DE, BC || EF. 8)
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F

Sekil 1: Desargues Teoremi, paralel durum

Eger afin diizlemimiz R? ise, o zaman Desargues Te-
oreminin bir durumuna gore

AC | DF 9)

paralelligi ¢ikar. Bunu gosterecegiz; her afin diizlemde
dogru degildir.

Teorem 6. R?’de her
(z,y) = (z+ey+f)

isleminin tersi vardur, ve islem her dogrunun noktalarin:
paralel bir dogrunun noktalarina gonderir.

Kanat. Verilen iglemin tersi,

(l’,y)'-) (x—e,y—f).

17



Eger (a,b) ve (¢, d) birbirinde farkl ise, o zaman
(a+e b+ f), (c+ed+ f)

noktalar1 da birbirinden farklidir, ve bu durumda, Te-
orem 2 sayesinde, onlardan gecen dogrunun denklemi

(d—Db)x+ (a—c)y
=(a+e)(d+ f)—(b+ f)lc+e). (10)

Teorem 1 sayesinde bu dogru, (7)’nin tammladigi dog-
ruya paraleldir. Ayrica, eger (g, h), (7)’yi saglarsa, o za-
man (g +e,h+ f), (10)'u saglar. O

Denklem (10)’da istenirse

(a+e)(d+f)— b+ fc+e)
=ad+af +de+ef — (bc+be+cf+ef)
=ad + af + de — (bc + be + cf)
=ad—bc+ (d—ble+ (a—c)f
kullanmlabilir.
Teorem 6’daki iglem, (a,b) ile 6telemedir. O zaman

Sekil 2’deki dortkenar bir paralelkenardir, ¢iinkti Teorem
6 sayesinde

e ayni 6teleme gonderir

— (a,b) noktasimi (a + ¢, b+ d) noktasina,

18



b+d
(a4ebs]) (a+c+eb+d+f)

(a+c,b+d)
(a,b)

Sekil 2: Paralelkenar

— (a+e,b+ f) noktasmi (a +c+e,b+d+ f)
noktasina;
e ayni Oteleme gonderir
— (a,b) noktasini (a + e, b+ e) noktasina,

— (a+ ¢, b+ d) noktasmi (a +c+e,b+d+ f)
noktasina.

Simdi Desargues Teoreminin bahsettigimiz durumunu
kanitlayabiliriz. Bunu kolaylastirmak igin, bazi kisalt-
malar tanimlayacagiz.

Bir afin diizlemin noktalari i¢in A, B, ve C' gibi harfler
kullaniyoruz. Eger o afin diizlem R? ise, o zaman A,

((11, a‘2)
olsun. Bu siral ikiliyi, kisaltma olarak

a

19



bi¢iminde yazalim. El yazisinda bu siyah harf
a veya a
olarak yazilabilir. Kisaca
A= (ai,a2) = a (11)

olsun. Benzer sekilde

B — (bl,b2> - b,
C= (01762) = C,
vesaire; ayrica
O = (0,0) = (12)

olsun. Bazen (z,y) yerine (z1,x2) ve x ifadesini kulla-
nacagiz.
Simdi R?’de tanim olarak

a+b:(a1+b1,a2+b2)

olsun. Ornegin
r—x+a (13)

bir 6telemedir. Bunun tersini ifade etmek i¢in, bagka bir
tanim olarak
—a = (—a1, —a)

olsun. O zaman

a—b=a+ (-b)

20



kisaltmasini kullanabiliriz. Bu durumda, Teorem 6 saye-
sinde, (13)’teki 6telemenin tersi,

r—T—a.

Benzer bir sekilde, sonraki teorem dogrudur.

Teorem 7. R2’de

a+(b+c)=(a+b)+ec,

b+a=a+b,
a+0=a,
a—a=0.

Aligtirma 7. Teoremi kanitlayin.
Alistirma 8. R?’de sadece Teorem 7’yi kullanarak, her
at+x=">

denkleminin bir ve tek bir ¢6ziimi oldugunu gosterin.
Benzer bir sekilde, veya sonug olarak,

at+c=a+d = c=d
gerektirmesini gosterin.
Simdi Sekil 3’teki dortkenar bir paralelkenardir.

Alstirma 9 (Desargues Teoremi, paralel durum).
R*'de Sekil 1’in durumunda (9)’u kamtlaym.
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at+b+c
a—+c

a+b

Sekil 3: Paralelkenar

Teorem 7 sayesinde, tanimladigimiz toplama iglemi
ile, R? bir abelyan gruptur. O zaman

o toplama ile R ve
« carpma ile R\ {0},

abelyan grupturlar. R® haric bagka abelyan gruplara
bakmayacagiz.

Bir afin diizlemde, girdileri iki farkli nokta olan bir
sirali ikili, bir yonlii dogru parcgasidir. Eger bu girdi-
ler A ve B ise, o zaman yonlii dogru parcasini, (A, B)

yerine
AB

olarak yazacagiz. O zaman her 1@ yonlii dogru par-
casindan, kural (11)’i kullanarak, ug noktalarinin a — b
farkini elde edebiliriz. Bu durumda, eger iki yonlii dogru
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parcasindan her birinin ug¢ noktalarinin fark: ayni ise, o
zaman bu yonlii dogru pargalari esit olarak sayilsin. Ki-
saca tanim olarak

AB=CD += a-b=c—d (14)
olsun. Buradaki
a—-b=c—d

esitligine gore a — b ve ¢ — d, R¥nin ayni elemamdar,
ama ayni zamanda

AB=CD

esitliginde ﬁ ve C"ﬁ birbirinden farkli olabilir. Bu-
nunla beraber yonlii dogru parcalarinin esitligi bir denk-
lik bagintisidir.

Aslinda her durumda eger

fiA—B

(yani f, A kiimesinden B kiimesine giden bir fonsiyon)
ise, o zaman A’da

aRb < f(a)=f(b)

kurali bir R denklik bagintisini tanimlar. Eger f de 6rten
ise, o zaman B’nin elemanlari ile A'nin elemanlarinin R
smiflar1 (yani R’ye gore denklik smiflar1) arasinda bir
egleme (yani birebir 6rten fonksiyon) vardir.
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R?’de 0 hari¢ her a elemani, 0—121711111 ug noktalarinin

farkidir. Simdi
ﬂ’

yoz bir yonli dogru parcasi olarak sayilsin. Her yonli
dogru parcgasinin esitlik sinifina vektor denir. Bu sekilde
her yonlii dogru parcasi bir vektéri temsil eder. O
zaman R?'nin elemanlar1 ve R?'nin vektérleri arasinda
bir egleme vardir.

Kural (11) ile dedigimiz gibi, R nin aymi (a;,as) ele-
manini

e hem bir afin diizlemin A noktas: olarak,

e hem bir abelyan grubun a elemani olarak
diigiinebiliriz. Simdi a’y1 da

. OHA’mn temsil ettigi vektor olarak

asagidaki sekilde diisiinebiliriz. Dedigimiz gibi her dogru
kendisine paraleldir.

o Eger A ve B, O ile ayni dogruda ise, o zaman bu
dogruyu ya OA ya da OB olarak yazabiliriz, ve
sonug olarak

OA | OB.

O zaman a ve b de birbirine paralel olsun:

alb.
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e Diger durumda a ve b birbirine paralel degildir:

alfhb.

Alistirma 10. R?'de her zﬁ yonlii dogru parcasi igin,
her C' noktasi i¢in,

AB =CD

kogulunu saglayan bir ve tek bir D noktasinin oldugunu
gosterin.

Simdi Ogeler Kitap I Onerme 33%in benzerini kanit-
layabiliriz:

Teorem 8. R?’de ABC' bir dicgen ve D bir nokta olsun.
ABDC nin bir paralelkenar olmasi i¢in gerek ve yeter

bir kosul,
AL = CD.

Ozel olarak bu esitlik

AC = BD
esitligini gerektirir.
Aligtirma 11. Teoremi kanitlaym.

Sonraki teorem sayesinde, R?'nin afin yapisindan ve 0
elemanimdan R?'nin abelyan grup yapisi elde edebili-
riz. Iki duruma bakmak gerekecek.
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A

Sekil 4: ki vektoriin toplami: ¢ = a + b

Teorem 9. R?’de a ve b, 0’dan farkls olsun.
1. Eger Sekil 4’teki gibi a }f b ise, o zaman
c=a-+b
olmak tizere AOBC' bir paralelkenardar.

2. Eger Sekil 5’teki gibi a || b ise, ama a }f ¢ ise, o
zaman

d=a-+c,
e=a-+b

olmak tizere BC'DE bir paralelkenardar.

Aligtirma 12. Teoremi kanitlayn.
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C

Sekil 5: Iki paralel vektoriin toplami

Aligtirma 13. Eger a ve b, bir ¢ vektorii ile ayni1 dog-
ruda degilse, o zaman

d=a+b-c

olmak tizere AC'BD’nin bir paralelkenar oldugunu gos-
terin.

Algtirma 14 (Pappus Teoremi, paralel durum). R?de,
eger Jekil 6’daki gibi A, C', ve E bir dogruda ise, ve B,
D, ve F farkl ve paralel bir dogruda ise, ve paralellikler
(8) dogru ise, o zaman

CD || FA (15)

paralelligini gosterin.
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B F D

Sekil 6: Pappus Teoremi, paralel durum

Bir afin diizlemde, eger Desargues Teoreminin paralel
durumu dogru ise, o zaman Pappus Teoreminin paralel
durumu da dogrudur; ayrica, eger bir 0 noktasini seger-
sek, o zaman Teorem 9’daki gibi diizlemimiz bir abelyan
grup olur.
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4 Ucgenler

R’nin her b eleman icin, R*'nin her a eleman: icin,
b-a= (bal, bCLQ)

olsun. Zaten a’nin bir vektor oldugunu soyledik; gsimdi
b bir skalerdir.

Teorem 10. R?’de

(a+b)=c-a+c-b,
(be) @ =b-(c-a),
1

‘a=a.
Aligtirma 15. Teoremi gosterin.
Teorem 7 ve 10 sayesinde R? bir vektor uzayidir.

Aligtirma 16. R?’de sadece Teorem 7 ve 10'u (ve Alig-
tirma 8'1) kullanarak

~(b-a)=(-b)-a
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esitligini ve
b-a#0 < b#0 & a#0,
denkligini gosterin, ve a # 0 olmak iizere her
r-a=b-a

denkleminin bir ve tek bir ¢oziimiiniin oldugunu goste-
rin.

Teorem 11. R?’de, farkls A ve B noktalarimdan gecen
dogrunun noktalar, t € R olmak tizere

(1—t)-a+t-b (16)
elemanlaridar.
Aligtirma 17. Teoremi gosterin.
Eger
a # b, d+#e,

ve

(1—-t)-a+t-b=c,

(1—-t)-d+t-e=Ff

ise, (A,C,B) ve (D,F,F) swrah iglileri denk ol-
sun. Bu denklik i¢in, bir isaret kullanmayacagiz, ama
(A, C, B)'nin denklik smifi

AC : AB
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olacak; bu sinif bir orandir. Eger AC' : ABve DF : DE
ayni ise, o zaman

AC :AB :: DF : DE
orantisini yazariz.

Teorem 12 (Thales). R?’de ejer ABC' bir iiggen ise, ve
ayrica A’dan farkl olan E ve F, siraswyla AB ve AC 'nin
noktasi ise, o zaman

EF | BC < AFE:AB:: AF: AC.

Aligtirma 18. Teoremi gosterin.

Algtirma 19 (Desargues Teoremi, kesisen durum).
R?’de, eger ABC ve DEF fiicgenlerinin ortak kosesi
yoksa, ama AD, BE, ve EF dogrularinin ortak noktasi
varsa, ve paralellikler (8)’i dogru ise, o zaman paralellik
(9)’un da dogru oldugunu gosterin.

Aligtirma 20 (Pappus Teoremi, kesigen durum). R?’de,
eger A, C, ve E bir dogruda ise, ve B, D, ve F paralel
olmayan bir dogruda ise, ve paralellikler (8) dogru ise, o
zaman paralellik (15)’'in de dogru oldugunu gésterin.

Bir afin diizlemde, eger Pappus Teoreminin kesigen
durumu dogru ise, o zaman Desargues Teoreminin ke-
sisen durumu da dogrudur; ayrica, eger bir 0 noktasini
segersek, o zaman diizlemimiz bir vektor uzay: olur.
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5 Cemberler

R%'de, resmi tanimimiza gore, merkezi (a, b) olan, (c, d)
noktasindan gecen gcember,

(z—a)*+(y —b)*=(c—a)* + (d - b)*

denkleminin ¢oziim kiimesidir. Oklid’den 6grendigimiz
tanima gore, u¢ noktalarmin biri ¢emberde olan, biri
merkez olan dogru parcalar esittir. Ortak bir kavrama
gore esitlik bir denklik bagmtisidir. O zaman R?’de
dogru parcalarinin egitligini

AB=CD «—
(a1 —b1)? + (az — by)? = (c1 — dy)* + (e — dp)?*  (17)
denkligi ile tamimlariz. Burada, denklik (14)’teki gibi
AB=CD

esitliginde dogru parcasi olarak AB ve C'D farkli ola-
bilir, ama (17)'nin sagindaki esitlik dogru ise, o zaman
AB ve C'D’nin uzunlugu aymdir. Bu uzunlugu |AB|
ile gosterebiliriz; ayrica

|AB| = \/(al — b1)2 + (CLQ + b2)2
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ile tammmlayabiliriz. Simdi (17),
AB=CD <= |AB|=|CD| (18)
olur.

Alstirma 21. Otelemelerin, uzunluklar: degistirmedi-
gini gosterin.
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6 Acilar

Acqilarin egitligini de tamimlamak isteriz. Pisagor Teore-
minin kogulundan

|OA|* +|OB|* = |AB|?

= a’ +a’ + b2 +b% = (a1 — b)) + (ag — by)?
< 0= —2a1b; — 2a9bs

< 0= a1b; + asbs.

Son toplam, a ve b'nin skaler carpimidir. Ona nokta
carpimi da denir ¢iinkii tanim olarak

a-b= (llbl + (Igbg
esitligini yazariz.
Teorem 13. R?’de
b-a=a-b,
a-(b+c)=a-b+a-c,
a-(t-b)=tla-b),
a-a>0,

la| = Va - a.
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Ayrica
la|=0 = a=0.

Aligtirma 22. Teoremi kanitlayn.

Teorem 7, 10, 13 sayesinde R?, bir iccarpiml vektor

uzayidir, kisaca bir iggcarpim uzayidir.

Teorem 14. R?’de

la+b* = |a|* + [b]* + 2a - b,
- al = |t]|al.

Ayrica
a#0, b=+£0,
5> 0, t>0,
s-a=c, t-b=d
1s€e
a-b c-d
lallb]  [clld]

(19)

(23)

Aligtirma 23. Teoremi, sadece Teorem 13’11 kullanarak

kanitlayn.

Kogullar (20) altinda ag olarak AOB ve COD ayni-
dir, ve bu agi, ve (23) sayesinde, a - b/|a||b| bélimunt
belirtir. Bundan dolay1 O’dan farkh olan herhangi A, B,

C, ve D igin

a-b c-d

/AOB = /C0OD +—

lal[b] — |c]|d]
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denkligini, acilarin egitliginin tanimi olarak kabul edebi-
liriz. O zaman acilarin dikligini

AO 1 OB < a-b=0

ile tamimlayabiliriz. Otelemelerin, acilar1 degistirmedi-
gini varsaylyoruz.

Teorem 15 (KAK ve KKK). R?’de
AB = DE, BC =FEF
oldugunda
LABC = /DEF <= AC = DF.
Alstirma 24. Teoremi kanitlayn.

Teorem 16. R?’de a ve b 0’dan farkl oldugunda

a-b
olsun. O zaman
a—1t-b.lb. (25)
Ayrica
2 2 (a- b)2
’a’_tb‘ _’a’| - |b|2 )
dolaysiyla
la - b| < |al|b]. (26)
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Teorem, kendi kanitidir, ama agagidaki gibi tiireyebi-
lir. Diklik (25)’ten

0O=(a—t-b)-b=a-b—t|b]

gikar, ve bundan (24).
Eger AOB agisiin esitlik sinifini 6 olarak yazarsak, o
zaman tanim olarak

cosf = —— (27)

olsun. Bu durumda (26) sayesinde
—1 < cosh < 1.
Ayrica (19)’dan
la — b|*> = a® + b* — 2|al|b| cosh.
Bu esitlik, kosiniis teoremidir.

Aligtirma 25. Asagidaki iki durumda ABC' ve DEF
tiggenlerinin agilarinin hangi agilar1 birbirine egittir?

A B C D E F
(6,0) (1,0) (0,6) (0,4) (3,0) (7,3)
(0,1) (5,0) (9,7) (0,23) (17,17) (11,0)
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Alistirma 26. Aligtirma 25 gibi kendi aligtirmalarinizi
yaratin. Bu alistirma i¢in agagidaki yontemi kullandim.
Herhangi 6 agisi i¢in

po(x,y) = (xcosf — ysinh, xsinf + ycosh)

olsun. O zaman py, uzunluklar degistirmez, dolayisiyla
acilar1 da degistirmez. Ornegin

4
cosf = -, sinf = —
5 5

olabilir. Simdi a ve b, paralel olmayan vektorler oldu-
gunda, ve s ve t, birbirinden farkli olan pozitif skalerler
oldugunda,

C = S'a7 d:t‘b
olsun. O zaman
C' = py(C), D' = py(D)

oldugunda
/AOB = /£C'0OD'.

AOB ve C'OD' iiggenlerini farkh 6telemeler altinda alin.
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7 Uzakliklar

Eger bir dogru bir OA dogrusuna paralel ise, o zaman
ilk dogru, a vektortine de paralel olsun.

Teorem 17. R?’de 0’dan farklh olan bir a’ya paralel
olan, bir b’den gecen dogrunun noktalar:,

b+t-a
elemanlaridur.

Aligtirma 27. Teoremi kanitlayin. Teorem 11’1 kulla-
nabilirsiniz.

Teorem 18. Denklemi

ar +by =c (28)
olan dogru, (a,b) vektorine diktir.
Kamit. Dogru, denklemi

ar +by =0
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olan dogruya paraleldir. Bu dogrunun denklemini

(a,b) - (,y) =0

bigiminde yazabiliriz, dolayisiyla bu dogru, (a, b) vekto-
rilne diktir. Ayrica paralel dogrular, aym dogrulara ve
vektorlere diktir. O

Sonug olarak denklem (28)’i
(a,b) - (z,y) =c
bi¢iminde yazmak faydali olabilir.

Teorem 19. Bir AB dogru parcasimin orta dikmesi,

(@-b)-(wy)=(a-b-222 ()
tarafindan tanimlanr.
Aligtirma 28. Teoremi kanitlaymn.
Teorem 20. R?’de denklemi
a-(z,y)="b (30)
olan dogruda, ¢ noktasindan gegcen dikmenin ayagu
c+ % -a. (31)

Sonug¢ olarak
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1) denklemi (30) olan dogrudan ¢ noktasimin uzaklg

b—a-c|

2) denklemi (30) olan dogruya gére ¢ noktasinin yan-
s1mast

Kanit. Teorem 17 ve 18 sayesinde
o denklemi (30) olan dogru a’ya diktir;

o c’den ve (31)’deki verilen noktadan gegen dogru
a’ya paraleldir.

Ayrica (31)’deki verilen nokta (30)'u saglar. O

Teorem 20’yi ezberlemek zorunda olmamak i¢in, onu
tiiretebiliriz. Teorem 17 ve 18 sayesinde istedigimiz dik-
menin ayagi

c+t-a

bigimindedir. Bu nokta, (30)u saglar, dolayisiyla
a-(c+t-a)=0,

ve bundan
= (32)

41



Teorem 20’yi tiiretmek i¢in bagka bir yontem de var-
dir. Denklemi (30) olan dogruda bir d noktas: segilsin.
Teorem 16'nin tiremesindeki gibi

d—c—t-ala,

dolayisiyla
(d—c)-a

t =
al?

Bundan (32) ¢ikar ¢iinkii
a-d=>o.

Teorem 20’nin ikinci sonucunu Teorem 19u kullana-
rak kontrol edebiliriz. Ug¢ noktalari ¢ ve ¢ + 2t - @ olan
dogru parcgasinin orta dikmesinin denklemi,

2t-a-(r,y)=2t-a-(c+t-a)

veya
a-(r,y)=a-(c+t-a).

Eger (32) dogru ise, o zaman
a-(c+t-a)=0,

dolayisiyla orta dikmenin denklemi (30) olur.
Ornegin ug noktalar1 (1, 1) ve (3, —3) olan dogru par-
casiin orta dikmesi

(2,-4) - (z,y) =8
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tarafindan tanimlanir. Ayrica bu dogru verilirse, buna
(1,1)’ten indirilen dikmesinin ayagi, 6yle

(L,1)+t-(2,—4)
ki

8=(2,—4)- ((1,1)+¢-(2,—4)) = -2+ 20¢,

!
=5
dolayisiyla ayak
1
(1,1) + (1,-2),
(27 _1>

Sonug olarak

o dogrudan (1,1) noktasina uzaklik

(1, =2)],
V/5;

e noktanin dogruya gore yansimasi

(17 1) + (27 _4)7
(3,—3).
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8 Uzay

Yukaridakilerin cogu, R?'nin yerine R? ile yapilabilir.
R3"iin elemanlar:, girdileri gercel say1 olan siral ticlii-
lerdir. Bunlardan biri

(a,b,c)
oldugunda
e a, onun x koordinatidir, ve yeri, x eksenindedir;
e b, onun y koordinatidir, ve yeri, y eksenindedir;

e ¢, onun z koordinatidir, ve yeri, z ekseninde-
dir.

Eger (11)’in yerinde

A - (a17a270’3) =a
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gibi kisaltmalar kullanirsak, o zaman

a,+b— (a1 + by, as + be,az + b3),

= (0,0,0),

—a = (—ay, —ag, —ag),
b-a=(b-ay,b-asb-a3),
a-b=ab; + asby + azbs

tanimlar ile R3, bir iccarpim uzay1 olur. Ozellikle Te-
orem 7, 10, 13, 14, ve 16, R*te de dogrudur. Teorem
11, R¥{in dogrularinin tanimi olarak kabul edilebilir. Bu
durumda

(z,y,2) = (x+a,y +b,2 +¢)
veya
r—x+a

islemi icin Teorem 6 dogrudur, ve R3’te Teorem 17 dog-
rudur. Ayrica agilar 6lgmek igin (27) kabul edilebilir.

Eger 0’dan farkli olan bir a’ya paralel olan, bir b ele-
manindan gegen dogrunun b + ¢ - @ noktalarim (x,y, 2)
olarak yazarsak, o zaman

J]=b1+a1t, y=b2+a2t, z:b3—|—a3t.

Eger ayrica
10203 7é 0
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ise, 0 zaman

x—bl_y—bg_z—bg

(33)

aq (05} as

Burada 1i¢ lineer denklem vardir ama ikisi, ti¢linciisiinii
gerektirir. Diger durumlarda, 6rnegin

a1a9 7é 0, as = 0

ise, 0 zaman

b y—b
rTh 97 2 =by (34)

ay as
denklemleri gikar. Eger
ay; # 0, as =0, a3 =0
ise, 0 zaman
y = b, z =bs (35)

denklemleri ¢ikar.

Yukaridaki sistemler (33), (34), ve (35) teki denklem-
lerin her biri, bir diizlem tammlar. Aslinda R*iin her
diizlemi,

(a,b,c) # (0,0,0)

olmak tizere bir

ar +by+cz=d (36)
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lineer denkleminin ¢6ziim kiimesidir. Ayni (36) denklemi
(a,b,¢) - (z,y,2) =d

bi¢iminde yazilabilir.
Eger denklemi

a-(r,y,z)="> (37)

olan diizlemde birbirinden farkli olan ¢ ve d oturursa, o
zaman
a-(c—d)=0,

dolayisiyla ¢ ve d’den gegen dogru a’ya diktir. Bu sekilde
Teorem 18in benzeri R*'te dogrudur, ve a, denklemi
(37) olan dizlemin bir dikmesidir. Bunun i¢in normal
de kullanmilir ¢iinkii Latince norma bir gonyedir.

Simdi R*'te Teorem 19 ve 20 dogrudur ama (29) ve
(30)’da (z,y) nin yerine (z,y, z) konulmali ¢iinkii R3’te
bu denklemler diizlem tanimlar.

Simdi
a # 0, b#0 (38)
olmak tizere denklemleri sirasiyla
a-(r,y,2)=c, b (z,y,2) =
olan diizlemler veriliginde

e a || b ise dizlemler paraleldir ¢inkii kesigmez
veya aynidir;
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e a [ b ise dizlemler kesigir, ve bir lineer cebir
dersindeki gibi diizlemlerin denklemlerinden (33),
(34), ve (35) gibi bir sistem elde edilebilir. Ozel-
likle diizlemlerin kesigimi bir dogrudur.

Bu sekilde Teorem 1 ve 3’iin benzerleri R3’te dogrudur.
Ornegin
t-(1,-2,3) 4+ (5,0,3) (39)

noktalari, bir dogrunun noktalaridir ve

Y z—3
—5:—:
’ —2 "~ 3

denklerini saglar. Bunlardan ikisi,
3r —z =12, 3y+22=6 (40)
veya
(3,0,—-1) - (z,y,2) =12, (0,3,2) - (x,y,2) =6
bi¢iminde yazilabilir, ve bu denklemlerin her biri bir diiz-

lem tanimlar.
Tersine

(2,1,0) - (z,y,2) =10, (3,3,1)-(x,y,2) =18 (41)

tarafindan tanimlanan duzlemler verilsin. Denklemlerin
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ortak ¢ozlimlerini hesaplayacagiz.
21 0 10
(3 3 1 18)’ (42)
21 0 10
121 8)7
0 -3 -2 —6
12 1 8)
03 2 6
3 6 3 24)”
03 2 6
(3 0 -1 12)' (43)

O zaman istedigimiz ¢oziim kiimesi, zaten (40) tarafin-
dan tamimlar. Oradan baglayarak

2z =-3y+6=—-3(y —2),
22 =62 —24 =6(z —4)

sistemini elde ederiz, ve bundan

y—2 z
— =" =
! 2 3
Bu sekilde (40) veya (41) sistemi tarafindan dogrunun
noktalar

t-(1,-2,3) + (4,2,0)

bi¢iminde de yazilabilir.
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Aligtirma 29. Yukaridaki 6rnegi yaratmak igin (39) ile
baglayip sistem (40)1 elde ettim. Bunun matris (43)’ten
matris (42)'de ve sistem (41)’i elde ettim. Aym sekilde
kendi 6rneklerinizi yaratabilirsiniz.

Kogullar (38) altinda a’ya paralel olan ¢’den gegen
dogrunun ve b’ye paralel olan d’den gecen dogrunun ke-
sigsmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

s-at+ec=t-b+d

denkleminin ¢éziimiiniin olmasidir. Bu sistem, degisken-
leri x, y, ve z olan tig-denklemli bir lineer sistem olarak
yazilabilir.

Aligtirma 30. Noktalar sirasiyla

to(11,—14,4) + (—4, 16, —2),
t-(8,—17,7) + (15, —15,9)

olan dogrularin ortak noktas1 var mi1? Varsa bulun.

Teorem 2'nin benzeri icin R*’te a, b, ve ¢ aym dogruda
olmasin, yani

a—-blfa—-c

olsun. Eger d, hem a — b’ye hem de a — c’ye dik ise, o
zaman a, b, ve ¢, denklemi

d-(r,y,z)=d-a (44)
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olan diizlemdedirler. O zaman d,
(a—0b) (z,y,2) =0, (a—c) (z,y,2) =0

lineer sisteminin sifir olmayan bir ¢oziimiidiir. Oyle bir
¢Oziim bulmak i¢in genel bir yontemi sonraki boliimlerde
elde edecegiz. Bu sekilde Teorem 2'nin benzeri R%’te
dogru olacak.
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9 Alanlar

R%'de, esitlik (27)’de, a ve b'nin yerine (a,b) ve (¢, d)’yi
kullanalim. Eger

sin? 6 + cos? 0 = 1
esitigini kabul edersek, o zaman
sin? =1 — cos*
(@4 0*)(P + d?) — (ac+ bd)?
B (a2 4+ 02)( + &)
a’d® + b*c? — 2abcd
(@ + b2)(c? + d?)
(ad — bc)?
(a®> +0?)(c? + d?)’

Simdi
ad — be

(@, b)l|(c, d)]

ile siniis fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Ayrica tanim
(6) sayesinde (0,0)’a bitigik kogeleri

(a,0), (¢, d) (45)

sinf =
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olan paralelkenarin alanai,
a b
c d

determinantinin mutlak degeridir.
Aymi sonucu bagka bir gekilde elde edebiliriz, ¢linkii

a b
c d’_A
ise, 0 zaman
c dl ta tb| a+tc b+tdl
a b‘__A’ c d‘_tA’ c d ‘_A'

Eger 45’teki koseler aym sekilde degistirilirse, o zaman
paralelkenarin alani, sirasiyla

o degismez,
o |t] ile carpilir,

o degismez.

Ayrica
10
o 1=
ve (0,0)’a bitisik kogeleri
(1,0), (0,1)

olan paralelkenarin alani 1’dir.

53



10 Hacimler

Benzer sekilde R*’te (0, 0)’a bitisik kogeleri

(a,b,¢), (d,e, f), (9, h, k)

olan paralelytizliintin alani,

L Q. 2
>0 o
T O

determinantinin mutlak degeridir. Determinantin de-
geri,

b c
e f

a b
d e

a cC

g

g_

o

yani

b ¢
(e 5

Tamim olarak

(

p ZD (g, h. k).

a ¢

d f

Y

I

b ¢
e f

2 l‘;D = (a,b,c) x (d,e, f)

a ¢

d f

) 9
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olsun. Bu vektor, (a,b,c) ve (d,e, f)'nin gapraz car-
pimdir. Bu carpim R?’de degil, sadece R®’te tanimlanir.
Capraz carpimin tanimai ile

a b c
((a,b, c) x (d, e,f)) (z,y,2)=1d e f
Ty z

esitlik bir 6zdegliktir (yani her durumda dogrudur). O
zaman R3’te

axbla, axblb.

Ayrica (0,0, 0)’a bitigik koseleri @ ve b olan paralelkena-
rin alani
la x b|.

Simdi denklem (44)’te
d=(a—0b)x(a—c)

olabilir. Ayrica a ve b’ye paralel olan, c’yi igeren diizle-
min denklemi

(axb):(r,y,2) =(a xb)-c
Eger iki diizlemin denklemleri sirasiyla
a-(r,y,2)=c, b (z,y,2)=d

ise, o zaman onlarin kesigimi a x b’ye paralel bir dogru-
dur.
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Algtirma 31. (2,1,0) x (3,3,1) capraz garpimini he-
saplayarak sistem (41)’in ¢oziimiini kontrol edin. Ben-
zer sekilde Aligtirma 29’da yarattiginiz 6rnekleri kontrol
edin.
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11 Kutupsal koordinatlar

R?’de simdiye kadar dik veya kartezyan koordinatlar:
kullandik. Her P noktasi i¢in, eger

O =(0,0), I=(1,0), s=|OP|, ¢=ZLIOP
ise, o zaman P’nin kutupsal koordinatlari
(s3¢)

olur. Bu koordinatlarin dik olmadigin1 gostermek igin,
virgtilin yerine noktali virgiili kullaniyoruz. O zaman
genelde

(r;0) = (rcos6,rsind).

Tersine

e eger x # ( ise, 0 zaman
(x,y) = (\/x2 —i—yZ;arctang) ;
x

e diger durumda

(0,y) = (y; g) ,

ve burada y negatif olabilir.
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Bir noktanin kutupsal koordinatlari tek degildir; aslinda
(r;0) = (—r;0 + m) (46)

ve

(r;0) = (r; 0 + 2m).

Ornekler
o Kutupsal denklemi

r=a

olan egri, merkezi O olan, yaricap1 |a| olan, dik

denklemi
24y =
olan ¢emberdir.
o Kutupsal denklemi
0=

olan egri, O’dan gecen, dik denklemi
rsing —ycosp =0
olan dogrudur.

o Kutupsal denklemi
0
r=—
271

olan egri, Sekil 7’deki Arsimet spiralidir.
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o Kutupsal denklemi
= 90/2m
olan egri, Sekil 8’deki logaritmik spiraldir.
o Kutupsal denklemi
r = 2cosf

olan egri, merkezi (1,0) olan, yarigap: 1 olan ¢em-
berdir, ¢iinki r # 0 oldugunda,

r=2cos < r>=2rcosh
— P+ =2
— -2 +y*=0,

ve burada kareye tamamlayabiliriz:
2 —2r=2"-2r+1-1=(x—1)7°—-1,
ve sonug olarak
r=2cosf = (z—-1>+y*=1.
o Kutupsal denklemi
r = cos(26)

olan egri, Sekil 9’daki 4-yaprakli giildiir.



e

(D) .

Ay

Sekil 8: Denklemi r%™ = 2% olan logaritmik spiral
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0 =—m/4 1 0 =m/4

Sekil 9: Denklemi r = cos(26) olan 4-yaprakl giil
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0 — —7'[/6

Sekil 10: Denklemi r = cos(36) olan 3-yaprakl giil
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o Kutupsal denklemi
r = cos(360)
olan egri, Sekil 10’daki 3-yaprakh giildiir.

Aligtirma 32. Kutupsal denklemi r = cos(nf) olan gii-
liin kag tane yapragi vardir?

Alistirma 33. Orneklerde kosiniisiin yerine siniis kul-
lanilirsa ne olur?
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12 Koni Kesitleri

Uygun bir tamima gore bir koni kesiti, R?'de
o dogrultman (Latince directriz) adli bir dogru,

» odak (Latince focus) adli, dogrultmanda olmayan
bir nokta, ve

o dismerkezlilik (eccentricity) adl, pozitif bir ska-
ler

tarafindan belirtilir. Koni kesiti, noktalarinin gezene-
gidir (“yeri,” locus, Yunancada topos). Eger

e dogrultmanin denklemi ax + by + d = 0,
o odak (h, k),
o digmerkezlilik e

ise, o zaman koni kesitinin bir denklemi

az + by +d|
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olur. Basit bir durumda
(a,b) = (1,0), d>0, (h,k) = (0,0),
ve bu durumda denklemimiz
Va2 +y? = elz +d| (47)
olur. Bu denklemin kutupsal bicimi,
r =e|rcosf +d|.
Esitlik (46) sayesinde bu denklemi
r=e(rcosf+d) (48)
olarak yazabiliriz, ¢iinkii
cosf = — cos(6 + m),
dolayisiyla
—r =-e(rcosf +d)
— —r=e¢(-rcos(d +m)+d).
Denklem (48)’den
r —ercosf = de
ve sonunda de
T T ccost

denklemini elde ederiz. U¢ durum vardir. Eger
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e 0 < e < 1ise, ozaman ug noktast (0,0) olan her
1510, egriyi keser;

o e = 1ise, o0 zaman ug noktasi (0,0) olan iginlardan
acist 0 olan egriyi kesmez, ama digerleri keser;

e 1 < eise, 0 zaman ug noktasi (0, 0) olan 1ginlardan
agisinin kosiniisii 1/e olan iki g egriyi kesmez,
ama digerleri keser.

Simdilik dik denklem (47)’ye donelim. Bu denklemi
v+ y* = *(x + d)? (49)

bi¢iminde yazabiliriz.

12.1 Parabol

Eger e = 1 ise, o zaman denklem (49)
2’ +y° = (v +d)?,
y? = 2dw + d?,
ve sonunda

y® = 2d (x + g) (50)

olur. Tanimlanmig egri Sekil 11’de goziikiiyor. Bu egriye
parabol (parabola) denir. Yunancada parabolé, karsilag-
tirma demektir. Bir paraboliin her noktasi, odaktan ve
dogrultmandan aynm uzakliktadir.
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Sekil 11: Parabol, odagi, ve dogrultmani
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Denklem (50) tarafindan tanimlanan parabol, x ek-
senine gore simetriktir, dolayisiyla bu eksen, paraboliin
eksenidir (azis). Parabolin ve ekseninin kesigim nok-
tasi, paraboliin tepesidir (vertexr). O zaman paraboliin
ekseni, u¢ noktasi tepe olan, paraboliin kollarin arasin-
dan gecen 151n olarak digiiniilebilir.

Eger paraboliin bir noktasindan bir dikme eksene in-
dirilirse, o zaman

e uc¢ noktalar1 tepe ve dikmenin ayagi olan dogru
parcasina absis (Latince abscissa “[eksenden] ke-
silmig”),

o dikmenin kendisine ordinat (Latince ordinate
“duzenli”)

denir. Paraboliin dik kenar1 (Latince latus rectum), pa-
raboliin ordinatlara paralel olan, odaktan gecen kirigine
esit bir dogru parcasidir. Dik kenarin uzunlugu ¢ oldu-
gunda

¢ =2d

olur. Denklem (50)’ye gore
« ordinattaki kare ve
o kenarlar1 absis ve dik kenar olan dikdortgen

birbirine esittir. Bu sekilde eger ordinattaki kareye egit
olan, tabani absis olan bir dikdortgen insa edilirse, o
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zaman dikdortgenin yiiksekligi, paraboliin dik kenarina
esittir. Eger absisin ve ordinatin uzunluklari sirasiyla

Z, )

ise, 0 zaman
y* = lx.

Aligtirma 34. Tepesi (2,3) olan, (0,0)’dan gegen, ek-
seni dikey olan paraboliin denklemi ve odagi nedir?

(Céziim. Paraboliin denklemi
(z—3)° =Ly —2)

bi¢imindedir, ve

3 =02,
dolayisiyla
9
(= —,
2

ve sonu¢ olarak paraboliin denklemi

(e -3 = Sy —2)

olur. Ayrica

V4 9
3-173737%

dolayisiyla paraboliin odag:
1
2, — . O]
>5)
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Aligtirmadaki paraboliin denklemi

2(x* — 624+ 9) = 9(y — 2),
2% — 120 — 9y =0

da olur, ama bu bigimden paraboliin 6zellikleri agik de-
gildir.

Aligtirma 35. Denklemi
2% + x + 37 = 16y
olan paraboliin tepesi, dik kenari, ve odagi nedir?

(C6ziim. Degiskeni y olan kareye tamamlayabiliriz:

2y° — 16y = 2(y* — 8y)
= 2(y* — 8y + 16) — 32
= (y - 4>2 - 327

dolayisiyla verilen denklem

2y —4)> =32+ 2+ 37 =0,
2y —4)° +2+5=0,

(y— 17 =5 (e +5)

olur. Paraboliin ekseni yataydir ve yoni soldur. Sonug
olarak
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o tepe (—5,4),
o dik kenar 1/2,
« odak (=5 —1/8,4), yani (—41/8,4).
Kontrol olarak (—5,4), verilen denklemi saglar. O
Alstirma 36. a # 0 olmak tizere denklemi
az® +br+cy+d=0
olan paraboliin tepesi, dik kenari, ve odagi nedir?

Cevap. (Bir cevap, bir ¢oziim degildir. Bir ¢éziim, ceva-
bin neden dogru oldugunu agiklar.) Paraboliin

—b b — 4ad
2a’  4dac ’

e tepesi

e dik kenar1

c
4al’
o odagi
—b b? 24
b +c ad . -
2a 4ac
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12.2 Merkezli Koni Kesitleri

Denklem (49),
(1 —e?)a? — 2de*r + y* = d*e?

bi¢iminde de yazlabilir. Eger e # 1 ise, o zaman degis-
keni z olan kareye tamamlayabiliriz. Ilk olarak 1 — e? ile
carpalim:
(1 —e*)?2® — 2de*(1 — e*)a + (1 — ?)y?
= d?e*(1 — ¢?).
Asagidaki esitlikler vardir.

(1 —e*)?2? — 2de*(1 — e*)x
= (1 —e?)%2? — 2de*(1 — %)z + d*e* — d?e*
(1—e*)z - de2)2 — d%e*.

Ayrica
d?e*(1 — €?) + d*e* = de?.

Sonug olarak denklem (49),
(1—e)z— d€2)2 + (1 — e?)y? = d?e?

ve sonunda
de? \° y? de \?
_ = 51
(3: 1—62) +1—62 (1—62) (51)
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olur. Tamimlanan egri, denklemleri sirasiyla

de?
e y="0

olan dogrulara gore simetriktir. Bu dogrularin kesigim
noktasi, egrinin merkezidir. Egri, yatay simetri ekse-
nini egrinin tepelerinde keser.

Paraboldeki gibi egrinin bir noktasindan yatay ekse-
nine indirilen dikme, noktanin ordinatidir, ama simdi
tepelerin her birine gore bir absis vardir.

Simetri sayesinde egrinin

o ikinci bir odagi, ve ona uyan
o ikinci bir dogrultman

vardir. Iki durum vardar.

12.2.1 Elips

Eger
O0<e<l1

ise, o zaman
0<1—e

Bu durumda

d
a:—ee b=avl—e? (52)
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Sekil 12: Elips, merkezi, odaklari, ve dogrultmanlar

ve
c=ae (53)

olsun. O zaman denklem (51),

+L =1 (54)

olur. Tanimlanmig egri Sekil 12’de goziikiiyor. Bu egriye
elips (ellipse) denir. Elipsin denkleminde

b+ = a?, (55)
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ve Ozellikle

0<b<a, 0<c<a.
Ayrica
g a(l — 62)7
e
dolayisiyla
62
de = — 56
=" (56)
ve a
c+d=-. (57)
e

Paraboliinki gibi elipsin dik kenari tanimlanir, ve uzun-
lugu ¢ oldugunda, denklem (56) sayesinde

o
N a

¢ (58)

olur. Denklemler (53) ve (57) sayesinde (c+d, a, ¢), oram
e olan geometrik bir dizidir, yani

a
c+d

C
= e = —.
a

Ug noktalar1 elipsin iki tepesi olan dogru parcgasi, elipsin
biiyiik eksenidir (major azis). Bunun uzunlugu 2a.
Buna dik olan, uzunlugu 2b olan kiigiik eksen (minor
azis) de vardir. Simdi elips igin alti1 degeri tanimlamig
olduk:
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e a, blytik eksenin yarisidir;

o b, kiigiik eksenin yarisidir;

e ¢, merkezden odaga uzakliktir;

e d, odaktan dogrultmana uzakliktir;
o e, digsmerkezliliktir;

e /(, dik kenardir.

Yunancada elleipsis, bir eksikliktir. Apollonius’un
elipse adin1 neden verdigini simdi agiklayabiliriz. Denk-
lem (54)

y? (r+a—c—a)?

b_2:1_ a?
B (r+a—c)*—2a(x+a—c)+ad?
—1— e
2@+a—-c) (r+a—c)
B a a?

ve sonunda

l
2 2
=lr+a—c)— — —
P =ta+a—c) - o(zta—o
olur. Eger absisin ve ordinatin uzunluklar: sirasiyla

Z, Y
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2a

2a

Sekil 13: Elipsteki eksiklik

ise, o zaman denklemimiz

2
= lr — —
Yy x 2a$

olur. Sonug olarak, eger Sekil 13’teki gibi ordinattaki ka-
reye esit olan, tabani absis olan bir dikdortgen ingsa edi-
lirse, o zaman yiiksekligi, dik kenardan kiigiiktiir. Or-
dinattaki karenin, tabani absis olan, yiiksekligi ¢ olan
dikdortgenden eksikligi, tabani absis olan, kenarlar1 dik
kenar ve biikiik eksen olan dikdortgene benzer bir dik-
dortgene esittir.
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Analitik geometride elipsin denklemi normalde

Stn=1 (59)

Bu elipsin odaklar:
(=¢,0), (¢,0),
ve dogrultmanlarinin denklemleri
r4+c+d=0, r=c+d.
Elipsin her (x,y) noktas i¢in

((z,y) — (—¢,0)| = e(c+d + ),
|(z,y) — (¢,0)] = e(c+d— ).

Bundan dolay1
[(2,y) = (=¢, 0)| + [(z,y) — (¢, 0)] = 2(c + d)e,
yani
(x4 )2+ 9>+ (x—c)? +y? = 2a.

Kisaca bir elips, noktalarmin iki odaktan uzakliklarinin
toplami sabit olan bir gezenektir. Bunu kontrol etmek
i¢in yukaridakine ve birbirine denk olan asagidaki denk-
lemleri yazabiliriz:

Ve —c)?4+y?2=2a—+/(x+)?+ 92
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(=) +y
=4a® —dar/ (v + )2 +y2 + (z +¢)* + 47,

av/(z+c)2+y?=a’+cz,

a®(x + ¢)? + a*y* = (cx + a*)?,
ve sonunda
(a® — )a? + a’y* = (a® — *)a’. (60)

Bu denklem, esitlik (55) sayesinde denklem (59)’a denk-
tir.

Alistirma 37. Merkezinden dogrultmanlarin uzaklig
5 olan, kiigiik eksenin u¢ noktalarimin uzakligi 2 olan
elipsin bir denklemini ve odaklarini bulun.

Cézim. (Sekil 12yi ¢izmek igin bu aligtirmay: ¢6zdiim.)
Burada

c+d=>5, b=2.
Genelde
c—i—d:g7 b=av1—e?
e

oldugundan
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Bunun degeri p oldugunda
2 et =2,
et — e+ p* =0,
2 1++1— 4,02.
2
Bizim i¢in

9
P=5

1 3
=-(1+£2) =
2 5

Simdi denklem (59)’da

oldugunda

i

O] =

4
5

a=(c+d)e=>be=25/5.
Ayrica
c=ae=(c+d)e*=5e"=4,1

oldugunda odaklar (4c,0)’dir. Ikinci durum Sekil
12’dedir; birinci durum Sekil 14’tedir. O]

12.2.2 Hiperbol

Eger
1<e

ise, o zaman
0<e*—1.
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Sekil 14: Elips, merkezi, odaklari, ve dogrultmanlar

Bu durumda

a= dj b=ave?—1, (61)

ve tekrar (53) (yani ¢ = ae) olsun. O zaman denklem
(51)7
(z+c)* o
a? b?
olur. Tamimlanmis egri Sekil 15te goziikiiyor. Bu egriye
hiperbol (hyperbola) denir. Hiperbolin denkleminde

=1 (62)

a+b=c (63)
ve (56) dogrudur. Ayni zamanda

a
—d=-. 64
c—d=" (64
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Sekil 15: Hiperbol, merkezi, odaklari, ve dogrultmanlar:
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Paraboliinki ve elipsinki gibi hiperboliin dik kenari ta-
nimlanir, ve uzunlugu ¢ oldugunda, denklem (58) dogru-
dur. Denklemler (53) ve (64) sayesinde (c—d, a, ¢), orani
e olan geometrik bir dizidir. U¢ noktalar1 hiperboliin iki
tepesi olan dogru parcasi, hiperboliin enine eksenidir
(transverse axis, latus transversum). Bunun uzunlugu
2a. Buna dik olan, uzunlugu 2b olan karsilikli eksen
(conjugate axis) de vardir.

Yunancada hiperbolé, bir fazlahiktir. Apollonius’un

hiperbole adini neden verdigini simdi aciklayabiliriz.
Denklem (62)

l
y2:€(x+c—a)+%(x+c—a)2

olur. Eger absisin ve ordinatin uzunluklar: sirasiyla

Z, Yy
ise, o zaman denklemimiz

lx

25"

olur. Sonug olarak, eger Sekil 16’daki gibi ordinattaki
kareye egit olan, tabani absis olan bir dikdortgen insa
edilirse, o zaman yiiksekligi, dik kenardan btyiiktiir. Or-
dinattaki karenin, tabani absis olan, yiiksekligi ¢ olan
dikdortgenden fazlaligl, tabani absis olan, kenarlar dik
kenar ve biikiik eksen olan dikdortgene benzer bir dik-
dortgene esittir.

y? =lr +
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2a

2a

Sekil 16: Hiperboldeki fazlalik

Analitik geometride elipsin denklemi normalde

x2 y2

2 B

Bu elipsin odaklari
(=¢,0), (¢, 0),
ve dogrultmanlarinin denklemleri
r+d=c, r+c=d.
Hiperboliin her (z,y) noktasi igin
(@,y) — (—¢,0)| = ela — ¢+ ],
(z,y) = (¢,0)| = €|z + ¢ —d],

(65)
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ve ayrica
0<c—d< |z,

dolayisiyla
(2, y) = (=¢,0)| = [(2,y) = (¢,0)|| = 2(c — d)e,

yani

Ve PP - Va- P -2

Kisaca bir hiperbol, noktalariin iki odaktan uzaklikla-
rinin farkinin mutlak degeri sabit olan bir gezenektir.
Bunu kontrol etmek i¢in, yukaridaki denklemden tekrar
denklem (60)1 elde edebiliriz, ama simdi bu denklem,
esitlik (63) sayesinde denklem (65)’e denktir.

Alistirma 38. Merkezinden odaklarin uzakligi 2 olan,
dik kenar1 6 olan hiperboliin bir denklemini ve dogrult-
manlarini bulun.

Coziam. (Sekil 1571 ¢izmek igin bu aligtirmay1 ¢ozdiim.)
Burada

c=2, (=6.

Genelde

¢ = 2de,
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dolayisiyla
l

— 2—67
le

ez —1’
2ce® — le — 2¢ = 0,
N2+ 163
N 4c '

d

2c =

e
Ayrica e > 0, ve sonug olarak

€ ) 27 c 27

ve

a:E:L b=ave?—1=23.

e

Hiperboliin bir denklemi

2
x2—y—:1,

3

ve dogrultmanlar 2z = +1 tarafindan tanimlanir.
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13 Derecesi Iki Olan
Denklemler

Gordiigiimiiz gibi her koni kesitinin denklemi
Az’ + Bry+Cy* + Dr+ Ey+F =0 (66)
biciminde yazilabilir. Bunun tersi de dogrudur. Ornek-
ler, Alistirma 35 ve 36’da gordiik.
Aligtirma 39. Denklemi
32% 4 2y + 18z + 71 = 20y

olan egrinin 6zelliklerini bulun.
Céziim. Karelere tamamlayalim.

32 + 187 = 3(2* + 62) = 3(x + 3)* — 27,

2y% — 20y = 2(y* — 10y) = 2(y — 5)* — 50,
dolayisiyla verilen denklem

3w +3)2 —27T+2(y —5)?—50+71 =0,

3(x+3)2+2(y—5)7%—6=0,
(z+3)*  (y—5)?

=1
2 * 3
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olur. Tamimlanan egri,

« merkezi (—3,5) olan,

biiyiik ekseni dikey olan,

biytik ekseninin uzunlugu 2,/3 olan,

kiiciik ekseninin uzunlugu 2,/2 olan
bir elipstir. O
Alistirma 40. Denklemi

1122 4 24zy + 4y* = 500
olan egrinin 6zelliklerini bulun.
Bir ¢éziim. Egrinin, denklemi

112 + 11y* = 5- 102

olan ¢gember ile kesigsim noktalari
Ty? — 242y = 0

denklemini saglar. Bu sekilde kesisim noktalarinin her
biri, denklemleri sirasiyla

y =0, Ty = 24x
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Sekil 17: Kenarlar1 bir hiperboliin eksenlerine paralel

olan bir dikdortgen
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olan dogrularin birindedir. Ayrica kesisim noktalari, bir
dikdortgenin kosgeleridir. Bu dikdortgenin kenarlari, ko-
seleri

+ (25,0), +(7,24)

olan dikdortgeninkilere paraleldir. Sekil 17’ye bakin. Bu
kenarlara paralel olan, sifir noktasindan gecen dogrula-
rin denklemleri,

24x — (T+£25)y =0,
yani
3r — 4y =0, dr + 3y = 0.
Her a ve her b i¢in

a(4x + 3y)* + b(3x — 4y)?
= (16a + 9b)x* + 24(a — b)xy + (9a + 16b)y>.

Ayrica
16a + 9b = 11,
a— b= 1,
9a + 16b = 4

sisteminin bir ¢oziimi vardir, ve bu ¢o6ziim

a= -, b= —.
5 5

91



O zaman verilmis denklem,
4(4x + 3y)* — (3x — 4y)* = 5 - 500
veya
(4z +3y)* (3o —4y)*
252 502
bi¢iminde yazilabilir. Bu denklem bir hiperbolii tanim-

lar. Hiperboliin enine ekseninin ve kargilikli ekseninin ug
noktalari, sirasiyla

+ (4,3), +2- (3, —4).
Sekil 18’e bakin. ]

1.

Ahgtirma 401 yaratmak igin, tanimi

2y2

2 - = 1 (67)
olan hiperbole bir dogrusal déniisiim uyguladim. Bu do-
nisim,

()= G 2)0)
y 3 4 ) \y
veya

(x,y) — (4o — 3y, 3z + 4y)

olarak yazilabilir. Ayrica bu dontisim bir benzerliktir,
yani oranlar1 ve agilar1 degigtirmez. (Sayfa 37’deki Alig-
tirma 26’ya bakin.) Déniigtimiin tersi

(5) -5 (—43 i) (Zi)
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Sekil 18: Egik bir hiperbol
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veya

dr + 3y —3z + 4y
(af,y)H< 55 o5 )

oldugundan denklem (67)’de
o 2’in yerine (4z + 3y)/25,
 y'nin yerine (—3x + 4y)/25

degerlerini koydum.
Genelde
(z,y) = (rcosf,rsinf)

oldugunda
rcos(0 — @) = r(cosf cos ¢ + sin 6 sin @)
=T Ccosp + ysinp
ve
rsin(f — ¢)) = r(sin 6 cos ¢ — cos #sin )
= gy cos p — T sin .
Simdi Ax? + Bxy + Cy? polinomunda (x,y) nin yerine
(rcos(6 — ), rsin(d — ¢))
konulursa,
A(x cos p + ysin p)?

+ B(z cos ¢ + ysin)(ycosp — xsinp)
+ C(y cos p — wsin p)?
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polinomu elde edilir, ve bu polinom

(Acos® p — Bsin g cosp + Csin? ¢)a?
+ ((A = C) sin(2¢) + B cos(2¢))zy
+ (Asin? ¢ + Bsin @ cos ¢ + C cos? p)y?
polinomuna egittir. Sonug olarak eger B # 0 ise, o zaman

tan(2p) = % (68)

olmak tizere, denklemi (66) olan egriyi 6lgtsii ¢ olan
acidan sifir noktas: etrafinda dondiirerek, denkleminde
xy terimi olmayan bir egri elde ederiz. Eger A = C ise,
o zaman (68)’in anlami

cos(2¢) = 0.

Ayni zamanda, aligtirma 40'1in ¢6ziimiinde gosterdigimiz
gibi, dondiirmeden egrinin ne oldugunu anlayabiliriz.

Aligtirma 41. Denklemi
1122 + 24zy + 4y* + 160z + 120y = 0
olan egrinin 6zelliklerini bulun.

Bir ¢oziim. Karelere tamamlayacagiz. 11k olarak y’deki
terimleri alalim:

4o + 24y + 120y = (2y + 62 + 30)* — (62 + 30)%
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Simdi z’teki terimleri aliriz.

112° + 160z — (62 + 30)*

= 1122 + 1602 — (3622 + 360z + 900)
= —(252% + 2002 + 900)
= —25(z* + 8z + 36)
= —25((x +4)> +20).

Son olarak

20+ 62+30=2y+6(x+4)+6
=2(y+3) + 6(x + 4).
Boylece verilen denklem
(2(y + 3) + 6(x +4))* — 25(x + 4)* = 500

olur, dolayisiyla tanimlanan egri, merkezi (—4, —3) olan
bir hiperboldiir. Birbirine dik olmadigindan, tanimlar
sirasiyla

r+4=0, y(y+3)+6(x+4)=0

dogrular1 hiperboliin eksenleri degil, caplar1 veya di-
yametreleridir (diameters), ¢uinkii her biri, digerine
paralel olan kirigleri ikiye boler. Enine diyametreler,
hiperbolii (—4,—3 £ 5,/5) tepelerinde keser. Burada
5v/b &~ 11.2. Kargihikli diyametrenin ug noktalar
25(x + 4)* = 500,
2(y+3)+6(x+4)=0
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sisteminin ¢oztimleridir. Bunlar
(—4 +2./5,—2 F 6,/5).

Burada

(24/5,64/5) ~ (4.5,13.4).
Ayrica
(2y + 62) — 2522 = 112% + 24xy + 497,

dolayisiyla egrimiz, Aligtirma 40’ta gordiigtimiiz hiper-
boliin bir 6telenmesidir. Sekil 19’a bakin. ]

Aligtirma 41’de hiperboliin merkezi, dyle bir (h, k)
noktasi ki

1(z + h)* + 24(z + h)(y + k) + 4(y + k)?
+160(x + h) + 120(y + k)

polinomunda z ve y terimleri yoktur. Bu sekilde

22h + 24k + 160 = 0,
24h + 8k + 120 = 0,

veya

11h + 12k 4+ 80 = 0,
3h+ k+15=0,

ve bu sistemin ¢oziimii (—4, —3).
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Sekil 19: Egik diyametreleri ile bir hiperbol

98



Once gordiigiimiiz gibi uygun bir dénme altinda denk-
lem (66)’dan karmagik xy terim kaldirlabilir. Elde edi-
len denklem

A? +Cy¥? + Dz + Ey+F =0

olsun. (Buradaki katsayilar, (66) ninkinden farkl olabi-
lir.) Uygun bir 6teleme altinda

o A0 ise x terimi,
o (' # 0 ise y terimi

kaldirilabilir. Elde edilen denklem bir koni kesiti tanim-
lar: parabol, elips, veya hiperbol. (Bu egri “dejenere”
olabilir: iki dogru, bir dogru, bir nokta, veya bos.)

Aligtirma 42. Denklemi
14522 4+ 1202y + 180y* — 700z — 600y + 964 = 0
olan koni kesitinin 6zelliklerini bulun.

Bir ¢oziim. Karelere tamamlayalim. Ilk olarak

1452% + 1202y — 700z
= 5(292° + 24y — 140z)

5
= 5(292:52 +2-29z(12y — 70))
5

= 2—((29:1: + 12y — 70)* — 2*(6y — 35)°).

Nej
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Ayrica

—5.92
29

(6y — 35)% + 180y* — 600y

20
= —(—(6y — 35)* +29 - 9y* — 29 - 30y)

2
2
29(( 36 + 261)y” + (420 — 870)y — 357)
20
225y% — 4 2
29( 5y 50y — 357)
500
= —1 4
59 — (99 — 18y — 49)
500
= —1)*—
5 (9(y — 1)* — 58)
4500
Simdi denklemimiz
5 4500
2 12 ——(y—1
29( 9x + 12y — 70)* + 59 (y—1)* =36

olur. Tanimlanan egri, bir elipstir. Merkezi denklemleri
sirasiyla

29x 4+ 12y — 70 = 0, y—1=0
dogrularin kesigim noktasidir, ve bu nokta, (2,1). O za-
man elipsin denklemi
4500

20(x —2) +12(y — 1)) + ——(y — 1) = 36

29 ( 29
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olur. Eger (z,y) — (x — 2,y — 1) 6telemesi uygulanirsa,
yeni elipsin denklemi

5 4500

—(2 129) + ——* =

29( 9z 4+ 12y)” + 59 Y 36
veya

5(292 + 12y)* + 45002 = 29 - 36,
5-29%2% +120 - 292y + 5 - (122 4 30%)y* = 29 - 36,
52922 +5- 24zy + 5 - 36y° = 36

olur. Elipsin, denklemi
5-29(z* +y?) = 36
olan ¢gember ile kesigsim noktalari
y(24x +7Ty) =0

denklemini saglar. Aligtirma 40'in ¢6ziimiindeki gibi bu
noktalar, bir dikdortgenin koseleridir, ve sifir noktasin-
dan gecen, dikdortgenin kenarlarina paralel olan dogru-
lar

3z + 4y =0, dr — 3y =0

tarafindan tanimlanir. Her a ve her b igin

a(4z — 3y)* + b(3x + 4y)?
= (16a + 9b)a* + 24(b — a)zy + (9a + 16b)y>.
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Ayrica
16a+ 9= 5-29,
a— b= -5,
9a + 16b= 5-36

sisteminin bir ¢oziimii vardir, ve bu ¢o6ztim
a =4, b=29.
O zaman verilmis denklem,
2
4(4(xz —2) = 3(y — 1))
+9(3(x —2) +4(y —1))° =36

bi¢iminde yazilabilir. Tanmimlanan egri bir elipstir, ve ek-
senlerinin ug¢ noktalari

3 2
2,1)+ —(4,— 2,1) £ —(3,4).
( ) ) 25( ’ 3)7 ( ) ) 25( ? )
Sekil 20’ye bakin. ]

Problemi yaratmak icin, birbirine denk olan
2 2
(4z-2)=3y—1))  (Bl—-2+4(y-1))
+
9 4
4(4x — 3y — 5)* + 9(3z + 4y — 10)* = 36,

=1,

4(162* — 242y + 9y* — 40x + 30y + 25)
+ 9(92% + 24xy + 16y — 602 — 80y + 100) = 36,
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Sekil 20: Egik bir elips
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(64 + 81)2* + (216 — 96)xy + (36 + 144)y°
— (160 + 540)z + (120 — 720)y + 100 + 900 = 36,

14522 + 1202y + 180y> — 700z — 600y + 964 = 0

denklemlerini hesapladim.
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