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6 Platonik Cisimlerin Simetrileri

Bu boliimde ii¢ boyutlu cisimlerin simetri gruplarini inceleyecegiz. Sonlu sa-
yida simetriye sahip olan cisimler arasinda simetri gesitliligi bakimindan en
zengini olan Platonik cisimlere 6zel bir 6nem verecegiz. Bu cisimlerin Antik
Yunan’da Platon’dan ¢ok daha onceki filozoflar ve matematikgciler tarafin-
dan bilinmesine ragmen, bu cisimler M.O. 360 yillarinda Platonun Timaios
diyalogunda gectigi icin Platon’un adiyla anilmaktadirlar.

Konuya hazirlik olarak once daha basit cisimlerin simetri gruplarina ba-
kalim.

Alistirma 1. Asagidaki ciimleleri kanitlayin: Kahve fincaninin ve 4 ayakh
arkalikli bir sandalyenin simetri grubu Zs’ye izomorfiktir. Dikdoértgen veya
kare bir masanin simteri gruplari sirasi ile Zy X Zsy'ye ve D, e izomorfiktir.

Ug ayakli yuvarlak bir masanin simetri grubu D3 tiir.

Bundan sonra ciimleleri kisa tutmak i¢in son ciimlede oldugu gibi izomor-
fiktir yazmayacagiz.

Alstirma 2. Agagidaki cisimlerin simetri gruplarini bulun. Prizma ile dik
prizma kastedilmektedir. (Yukarida oldugu gibi bilinen gruplardan hangile-
rine izomorfik oldugunu séyleyin.)

(a) Kare tabanh diizgiin piramit,

(b) Yanal ytizlerinin her birinde P harfi olan kare tabanli diizgiin piramit,
(c) Kargihikli iki yiizii kare olan dikdortgenler prizmasi,

(d) Higbir yiizii kare olmayan dikdértgenler prizmasi.

(e) Bu orneklerde dondiirmelerin tam olarak grubun yarisi oldugunu kanit-

Alistirma 3. (a) Uzerinde hicbir isaret olmayan bir topun (daha matematik-
sel olarak sdylersek bir kiirenin), silindirin, standart su bardaklarimin simetri
gruplar1 sonsuzdur. Siz de sonsuz simetriye sahip bagka cisimler bulun.

(b) Simetri grubu D,, olan bir cisim bulun. Bu soruyu her n > 3 i¢in ¢6ziin.
(¢) Simetri grubu Z,, olan bir cisim bulun. Bu soruyu her n > 2 igin ¢oziin.

6A Platonik Cisimlerin Siniflandirilmasi

Uc¢ boyutlu uzayda (yani R3’te) bir diizlem sectigimiz zaman, bu diizlem
uzay1 iki parcaya ayirir, bu parcalarin her birine yari-uzay denir. Sonlu adet
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yari-uzayin kesigimi sinirli bir kiime veriyorsa bu kiimeye c¢okyiizli denir.
(Ingilizcesi polyhedron.)

Ornek 1. Uc boyutlu uzayda kiip, dikdértgenler prizmasi, kare tabanli pi-
ramit, her n > 5 i¢in diizgiin n-gon tabanl piramit ¢okytizlii 6rnekleridir.

Alstirma 4. Her ¢okyiizliiniin simetri grubunun sonlu oldugunu kanitlayin.

Tanim. Her kosesinde ayni sayida diizgiin es n-gonun bir araya geldigi iig
boyutlu konveks (digbiikey) ¢okyiizlillere Platonik cisim denir.

Ornek 2. Bir kiibiin her kigesinde tam olarak 3 adet diizgiin 4-gen (yani
kare) bir araya geldigi i¢in kiip bir Platonik cisimdir. Size en tamdik olan
Platonik cisim biiyiik olasilikla kiiptiir.

Ornek 3. iki boyutta (vani diizlemde) bir ¢okgenin en az ii¢ kenar1 olma-
lidir, ii¢ boyutlu uzayda da bir ¢okyiizliiniin en az dort yiizii olmalidir. Bu
orneklerden sadece biri Platonik cisimdir: Tetrahedron, yani her kosede iic
adet eg eskenar licgenin bir araya geldigi 4-yiizlii.

Diger Platonik cisim orneklerine ge¢cmeden o6nce ¢okyiizliilere dair baz
kavramlari ve formiilleri 6grenmemiz gerekiyor.

Bir cismi incelemek igin elbette yalnmizca yiiz sayisim1 bilmek yetmez, cis-
min koge ve kenar sayilar: da onemlidir. Bundan sonra bu sayilar1 géstermek
icin Ingilizce karsiliklarinin bag harflerini kullanacagiz: V kose (vertex) says,
E kenar (edge) sayisi ve F yiiz (face) sayisin gostersin.

Teorem 6.1. (Euler) U¢ boyutlu her konveks cokyiizliide V — E + F = 2
esitlige saglanar.

Kanat. Kanit1 atlayabilirsiniz, ancak ogrenmek isteyen ogrenciler i¢in kanit
ve gerekli 6nbilgiler Apendiks’te verilmigtir, sayfa 8’e bakiniz. 0J

Teoremi kiip 6rneginde deneyelim: Kiipte V' =8, F = 12 ve F' = 6 oldugu
igin gergekten de V — E + F = 2 formiilii dogrulanir. Euler formiiliiniin
tetrahedronda dogru oldugunu gosterin.

Notasyon. Platonik cisimlerde V', E ve F' disinda iki parametre daha bulu-
nur. Bunlardan biri her ytizdeki diizgiin n-gonun kenar (veya kose) sayisi olan
n, digeri de her kogede bir araya gelen yiiz sayisi, bunu da k ile gosterelim.
Ornegin kiibiin her yiizii kare oldugu icin n = 4, her kogede 3 kare bir araya
geldigi i¢in k = 3’tiir. Tetrahedron’da n = k£ = 3 oldugunu gosterin.
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Lemma 6.2. Platonik cisimlerde 2E = nF = kV esitligi saglanar.

Kamit. Cisimde her yiiziin n kenari oldugu igin toplamda nF’ kenar vardir
ama bu sayma yontemi ile her kenar tam olarak iki defa sayilir, ¢iinkii her
kenar tam olara iki yiiz arasinda yer alir. Dolayisi ile nF' = 2F oldugu goriiliir.
Benzer sekilde her yiiziin n kosesi vardir, oyleyse nF' koge saymis oluruz, ama
bu sayimda her koge k defa sayilir (neden?) dolayisi ile nF' = kV elde edilir.
OJ

Ornek 4. Eger n = 5 ve k = 3 olan bir Platonik cisim varsa, onun V,
E ve F sayilarim hesaplayalim. Oncelikle 2E = 5F = 3V esitligini elde
ederiz. Burdan V’yi ve E’yi, F' cinsinden yazip, Euler formiiliinden dolay:
(5F/3)— (5F/2)+ F = 2 elde ederiz. Bunu diizenlersek 10F'—15F +6F = 12
olur, yani ' = 12’dir. Burdan V = 20 ve F = 30 c¢ikar.

Ornek 5. Eger n = 4 ve k = 4 olan bir Platonik cisim varsa, onun V, E
ve F' sayilarini hesaplayalim. Yukaridaki gibi baglarsak 2E = 4F = 4V yani
E = 2F = 2V elde ederiz. Euler formiiliinden F' — 2F + F' = 2 yani 0 = 2
celigkisi elde edilir. Demek ki boyle bir Platonik cisim olamaz.

Simdi bu soruya hi¢ formiil kullanmadan yalnizca tanimlar1 kullanarak
ikinci bir ¢oziim verelim. Sorudaki n = 4 ve k = 4 kogullar1 bize her kosede
4 karenin bir araya gelecegini soyliiyor, ancak 4 kareyi bir kosede birlesitirip
kapali bir cisim elde etmek imkansizdir. Kareleri bu sekilde yerlestirirsek ayni
diizlemde kalirlar. Bu da bize boyle bir cisim olmadigini gosterir.

Bu son fikri kullanarak tiim Platonik cisimleri bulalim.

Teorem 6.3. Bes tip Platonik cisim vardar.

Kanat. Oncelikle bir Platonik cisimde n >3 ve k > 3 olduguna dikkat edin.
Diizgiin n-gonda i¢ agilar 7 — (27r/n) = m(n—2)/n olur. Her kogede k adet ag
birlegtigi igin toplamin 27’den kesin kiiglik olmasi gerekir, yani kn(n—2)/n <
27 olur. Diizenlersek k < 2n/(n — 2) elde ederiz. Simdi farkli n degerlerini
ineceleyelim: n = 3 ise k < 6 elde edilir; yani £ = 3, 4, 5 degerlerini alabilir.
Eger n = 4 ise k < 4 olur, yani tek ¢oziim k = 3’tiir. Eger n = 5 ise, k < 10/3
olur, yine tek ¢oziim k = 3’tiir. Eger n > 6 ise k < 3 olur, yani ¢dziim yoktur.
Dolayisi ile en fazla beg tip Platonik cisim vardir. Her bir cismin var oldugunu
Oklid Ogeler kitabmin 13. cildinde kanitlamistir. Biz bu kamit1 athyoruz. O

Simdi bu bes olasilik icin Ornek 4’teki gibi V, E ve F sayilarini hesapla-
yabilirsiniz. Elde etmeniz gereken son}}glarl asagidaki tabloda bulabilirsiniz.
Tablonun dordiincii satirinin ashinda Ornek 4 olduguna dikkat ediniz.
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Cisim n k V E F

Tetrahedron 3 3 4 6 4
Kiip 4 3 8 12 6
Oktahedron 3 4 6 12 8
Dodekahedron 5 3 20 30 12

[kosahedron 3 5 12 30 20

Tablonun son 1ii¢ satirindaki isimlerle, yani oktahedron, dodekahedron ve
ikosahedronla daha o6nce kargilasmamig olabilirsiniz. Bu cisimlerin adlarim
kolayca hatirlayabilmek i¢in birka¢ Yunanca sozciik 6grenmemiz gerekecek.
Eski Yunanca’da hedron oturacak yer, taban demektir, ama hedron yerine
Tiirkge’deki kullanimla daha uyumlu olan yiiz s6zciigiinii diigiinebilirsiniz.
(hlgilizce’de de face kullanilmaktadir.) Hedron’un o6niine gelen sozciiklerin
hepsi rakamdir ve cismin yiiz sayisin1 vermektedir: tetra dort, okta sekiz,
dodeka on iki ve ikosa yirmi demektir.

6A.1 Duallik

Kiibiin ve oktahedronun satirlarimi kargilagtirdiginizda belli benzerlikler go-
rebilirsiniz. Ornegin, kenar sayilar esit, n ve k degerleri yer degistirmis, ayni
zamanda V' ve F degerleri de yer degistirmis. Ayni goézlemleri dodekahedron
ve ikosahedron arasinda da yapmak miimkiin. Bunun nedeni bu cisimlerin
birbirlerinin duali olmalari.

Elimizde herhangi bir ¢okytiizlii olsun, ona P diyelim. Simdi P’nin her
yiizliniin merkez noktasini igaretleyelim, bu noktalar dual ¢okyiizliintin (onu
da P’ ile gosterelim) kogeleri olacak. Eger P’de iki yiiz komsu ise (yani ara-
larinda bir kenar varsa) o zaman o yiizlerin merkezleri arasmna bir kenar
koyalim. Bu kenarlar da dualin kenarlari olacak. Bu sekilde elde edilen cisim
de bir ¢okyiizli olur, ve ingadan dolay1 £ = E', F' =V, ve V' = F oldugu
kolayca goriiliir. Eger P bir Platonik cisimse, P’ de Platonik cisim olur ve
Lemma 6.2'den veya insadan n’ = k ve k' = n oldugu kamtlanir.
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Herhangi bir ¢okylizliiniin iki defa dualini alirsak bagladigimiz ¢okyiiz-
liyti elde ederiz, yani P” = P dogrudur. Kiip ve oktahedronun birbirinin
duali oldugunu yukaridaki ingay1 zihninizde kiibe veya oktahedrona yaparak
goriintiz. Ayni sekilde dodekahedronla ikosahedronun da biribirinin duali ol-
dugunu kontrol ediniz. Bir ¢okytizlii ile dualinin simetri gruplari izomorfiktir.

Alstirma 5. (a) Kare tabanh piramidin duali nedir?
(b)Tetrahedronun duali nedir?

6B Tetrahedronun Simetrileri

Bu béliimde tetrahedronun simetri grubunu bulacagiz. Bu grubu 7T ile gos-
terelim.

Lemma 6.4. Tetrahedronun en fazla 24 simetrisi olabilir ve T < Sy olarak
gorilebilir.

Kanat. Tetrahedronun dort kogesi oldugunu hatirlayin. Bir ¢okyiizliiniin si-
metrileri kogeler iizerinde bire bir ve orten bir fonksiyon oldugu igin tetra-
hedronun en fazla 4! = 24 simetrisi olabilir. (Birinci kogenin gidebilecegi dort
yer var, birincinin gittigi yer belirlendikten sonra ikinci koseye gidebilecek {ig
yer kalir diye devam eden daha uzun bir kanit verilebilir.) Tetrahedronun ko-
selerini numaralandirirsak, her simetriyi S;’iin bir elemani olarak gorebiliriz.
O

Simdi bu simetrilerin déngii tiplerini bulalim. Sececegimiz bir kogeden ve
karsg1 yiiziin orta noktasindan gegen eksen etrafindaki 27 /3 ve 47/3 radyanhk
dondiirmeler tetrahedronun simetrileridir. Bu déndiirmeler S, te 3-1ii dongii-
lere karsilik gelir. Ornegin, 1 numarali koseyi sectigimizde (234) ve (243)
permiitasyonlarini elde ederiz. Bu tip dondiirmelerden 4 - 2 = 8 adet vardir.

Ayrica karsilikli kenarlarin orta noktalarindan gecen bir dondiirme ekseni
de vardir. Bu déndiirmelerin S, ’teki karsilign (12)(34) gibi iki makasin ¢arpimi
bigiminde olan elemanlardir. Bu déndiirmelerden de 3 adet vardir, her biri
radyanlik dondiirmedir. Birim déndiirmeyi de sayarsak tetrahedronda toplam
12 dondiirme bulmusg olduk. Tetrahedronun bagka déndiirmesinin olmadigini
biraz daha deneme yaparak gorebilirsiniz. Lagrange Teoremi'ni 6grendikten
sonra bunu daha kisa bir yoldan kanitlayacagiz.

Yansimalara da bakalim: Tetrahedronun hangi iki kosesini alirsak alalim,
bu iki kdgeden ve tetrahedronun merkezinden gecen tek bir diizlem vardir. Bu
tip diizlemlere gore yansimalar da tetrahedronun simetrisidir. Dort kogenin



MAT216 Geometri ve Cebir, Ayse Berkman, Bahar 2020, 6. hafta 6

ikisini (;1) = 6 farkh gekilde segebiliriz. Bu yansimalarin S, ’teki kargihg: (12)
gibi makaslardir.
Tetrahedronun dondiirme grubunu 7p ile gosterelim.

Teorem 6.5. Tp = A, ve T =2 Sy olur.

Kamit. Tetrahedronun yukarida buldugumuz doéndiirmelerini ve A,’iin ele-
manlarii karsilagtirinca birinci izomorfizmay1 kolayca gorebilirsiniz. Ikinciyi
kanitlamak i¢in 6nce .S, gruplarinin makaslar tarafindan tretildigini hatirla-
yin. Yukarida 7 'nin tiim makaslari igerdigini gérdiik. 7 grup olduguna gore
makaslarin iirettigi altgrubu da icerir. Oyleyse Sy < 7 olur. Lemma 6.4’ten
dolay1 7 = S, elde edilir. O

Bu boliimde 7 'nin toplam 12 + 6 = 18 simetrisini bulmug olduk. Heniiz
sozilinii etmedigimiz 24 — 18 = 6 simetri daha var. Bu simetriler dondiirme
veya yansima degil, ama bir déndiirme ile bir yansimanin bilegkesi. S,’teki
kargiliklar1 4-1i dongiiler olmali, ¢iinkii yukaridaki analizimizde yalnizca on-
lar1 gormedik.

Aligtirma 6. (a) Sy’te tam olarak 6 adet 4-1ii dongii bulundugunu kanitlayin.
(b) (1234) € S, dongtsiinii bir 3-li dongii ile bir makasin bilegkesi olarak
yazin.

(c) (1234) € S, dongiisiinii ti¢ makasin bilegkesi olarak yazn.

(d) Yukaridaki iki gikta buldugunuz esitliklerin geometrik anlamlarmi bir
tetrahedron iizerinde tartigin.

6C Kibiun Simetrileri

Bu boéliimde kiibilin simetrilerini inceleyecegiz.

Lemma 6.6. Kiibiin en fazla 48 simetrisi olabilir.

Kamit. Kiiblin bir kogesini secelim, toplam 8 kdse oldugu i¢in bu kogenin
gidebilecegi 8 yer vardir. (Eger tetrahedrondaki gibi devam edersek 8! buluruz
ama Oyle yapmayacagiz.) Kiipte her kogenin ti¢ komsgusu ve tek bir kargi kogesi
bulunur. Simetri altinda bu iligkilerin korunduguna dikkat edin. Yani kiibiin
iki kogesi komgu (veya kargi) ise, herhangi bir simetri altinda gittikleri kogeler
de komgu (veya kargt) olur.

Dolayist ile baglangicta se¢tigimiz kogenin gidecegi yer belirlendikten sonra
birinci komsusu i¢in ii¢ olasilik bulunur, ikinci komsgusu i¢in iki ve iigiinci
komsu igin bir olasilik vardir. Bu doért kogenin gidecegi yer belirlendikten
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sonra kalan dort kose de karsi kogeler olduklari i¢in onlarin da yeri belirlen-
migtir. Dolayisi ile kiibiin en fazla 8 - 3 - 2 = 48 simetrisi olabilir. U

Ornek 6. Kiibiin en az 24 déndiirme simetrisinin oldugunu gorelim. Karsi
yiizlerin orta noktalarindan gegen eksenler etrafinda /2, w, 37/2 radyan-
lik dondiirmeler vardir. Bu tip {i¢ eksen bulundugu i¢in toplam 3 -3 = 9
dondiirme vardir. Ayrica kargilikli kenarlarin orta noktalarindan gegen ek-
senlerden de 6 farkli dondiirme gelir (kanitlayim). Son olarak kars: kogelerden
gegen eksenlerden de 4-2 = 8 dondiirme gelir (kamitlayin). Birimi de eklersek,
kiibiin simetrisi olan toplam 9 4+ 6 4+ 8 + 1 = 24 dondiirme bulunur.

Alstirma 7. Kiibiin 9 farkli yansimasi vardir, hepsini bulun.

Ornek 7. Tetrahdron da oldugu gibi kiibiin de ne déndiirme ne yansima olan
simetrileri vardir. Bunlardan biri her koseyi karsi koseye gonderen simetridir.

Alstirma 8. Oktahedron ve kiip dual cisimler olduklari i¢in yukaridaki
Lemma’nin bir sonucu olarak oktahedron’un da en fazla 48 simetrisi var-
dir diyebiliriz. Bu gozlemi, dualligi kullanmadan, Lemma 6.6'nin kanitindaki
yolu izleyerek kanitlayin.

Alstirma 9. Lemma 6.6'nin kanitindaki yolu izleyerek dodekahedron™un ve
ikosahedron’un simetri gruplari i¢in tist sinirin 120 oldugunu gosterin.

Meraklisina Notlar.

1. Kiiblin dongiisel simetri grubu Sy’e, tiim simetri grubu ise Sy X Zo
grubuna izomorfiktir. (Duallikten dolay1 bu izomorfiklikler oktahedron’un si-
metri gruplar i¢in de gegerlidir.) Kiipte karsi kogelerden gegen dort tane
kosegen bulunur. Kanitta kiibiin simetrilerinin bu kogegenler iizerine olan
etkisinden yararlanilmaktadir.

2. Dodekahedron’un (ve ikosahedron’un) doéngiisel simetri grubu As’e,
tiim simetri grubu Ay X Zs’ye izomorfiktir.

3. (Smiflandirma) Ug boyutlu bir cismin simetri sayisi sonlu ise cismin
simetri grubu Z,, D, veya Platonik cisimlerden birinin dongiisel veya tiim
simetri grubuna izomorfik olur.
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Apendiks: Euler Formiilii

Euler formiilii baglantili diizlemsel sonlu graflar i¢in de gegerlidir. Eger bir
grafta kenarlar yalnizca kogelerde kesisiyorsa grafa diizlemsel denir. (Ingiliz-
cesi planar.)

Cokytizliilerde oldugu gibi, sonlu diizlemsel graflarda da benzer sekilde V|
E ve F sayilarmi tanimlamak miimkiindiir. Onemli bir ayrmti, grafin disinda
kalan simirsiz alan da bir yiiz olarak sayilir.

Teorem 6.7. (Graflar i¢in Euler Formiili) Baglantils, diizlemsel, sonlu graf-

larda
V-_FE+F=2

esitligi dogrudur.

Kanat. Kenar sayisi olan F iizerinden tiimevarim yapalim. Eger £ = 0 ise
grafimiz tek bir kogeden oluguyor demektir, yani V' = F = 1 olur, dolayisi ile
V — FE+ F = 2 saglanir. Simdi bir m > 1 sayis1 segelim ve Euler formiiliiniin
m kenarh tiim graflar i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve m + 1 kenarli bir
[’ grafi alalim. I" grafina karsilik gelen sayilar V, E = m + 1, F olsun. I’
grafinda rasgele bir kenar se¢ip o kenar silelim, yeni grafa I diyelim ve I"
grafina kargilik gelen sayilar V', E', F' ile gosterelim.

Simdi iki durumdan biri olmak zorunda. Sildigimiz kenar yiiz sayisini
azaltmig olabilir, bu durumda koge sayisi ayni kalir, yani V' =V E' = m,
F' = F — 1 olur. Ikinci durumda, silinen kenar yiiz sayisini degistirmemistir
ama o zamanda koge sayisi azalir, yani V/ =V — 1, B/ = m, F/ = F
olur. Her iki durumda da Euler formiilii (tiimevarim varsayimi sayesinde) I
grafinda saglandigi i¢in V' — E' + F’' = 2'dir. Burdan da 2 = V' — E' + F' =
V-m+F-1=V-(m+1)+F=V-E+Fveya2=V'—E +F =
V—l-m+F=V—-(m+1)+F =V — E+ F olur yani her durumda
istenen sonug elde edilir. O

Bu teoremin bircok farkl kaniti1 vardir, merakli okurlar internetten bagka
kanitlar da bulabilir.

Asil amacimiz olan Teorem 6.1°1 kanitlamak i¢in her konveks ¢okytizliiniin
nasil diizlemsel bir graf olarak goriilebilecegine bakalim.

Elinizdeki ¢okylizliinlin yiizlerinden birini ¢ikartin ve kalanin esnek bir
maddeden yapildigini varsayin. Cikardiginiz yiiziin oldugu boliimii kenarla-
rinda gekerek geniglettiginizi hayal edin, Oyle ki cismin diizleme izdiigtimi
alindiginda higbir kenar kesigsmesin. Artik elinizde diizlemsel bir graf var, bu
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grafta en dista kalan sinirsiz alanin da bir yiiz oldugunu unutmayalim. Bu
grafla, ¢okyiizliiniin V', F ve F sayillarinin esit oldugunu kontrol ediniz.

Ornek 8. Bu yontem kiibe ya da tetrahdrona uygulandiginda agagidaki graf-
lar elde edilir.

(a) Kiip (b) Tetrahedron

Sekil 1: Graflar

Dolayist ile Teorem 6.1, yukarida kanitlanmig olan Teorem 6.7’in kolay
bir sonucu olur.



