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1 Oklid Algoritmasi

1.1 Sayma sayilarinda
Sayma sayilarinda a; > as oldugunda, as > a3 > -+ > a1,

a1 = aqty + as,

az = azty + ay,

Ap—2 = an—ltn—Q + Qp,
(p—1 = Qplp_1 + Ap+1,
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ve a, = a,11t, kogullarini saglayan n ve as, ..., a,11 ve ty, ..., t, sayilar
vardir. O zaman tersine

ap41 = Ap—1 — Apln_1
= ap—1 — (p—g — Qp_1lp_2) " ty_1
=dap—1 - (1 + tn72tn71) — Ap_atp_1

Bu sekilde
a1x — agy = (—1)"an41

Bézout Denklemini ¢ozebiliriz, ve ¢oziimiimiizii kontrol etmek
kolaydar.

Teorem (Oklid Algoritmasi). Yukardaki kosullarda a1,



e ay’l ve ay 'yi boler;
o onlarn her ortak béleni tarafindan bélindir.
Kisaca a; ve as nin en biytik ortak boleni vardir, ve bu bolen,

Gy dir:
an 1 = ebob(ay, as).

Tersine n, ve ty,...,t,, ve a,1 sayilarini secerek kendi aligstirmalari-
miz1 yaratabiliriz.

Yukaridaki durumda
a 1

a
a2 a2 Qg

to + — to + ———
as 1




Kisaltma olarak

ay
- — [tlat27 7tn]
5)
Aslinda a a
2 n
_617 _:B% R :ﬁn
as Ap41

@
2
oldugunda 1 < k < n ise

|8k = tr, 3, 1_ o Bre+1,

ve son olarak

ama [3,,1 tanimlanmaz.



1.2 Gercel Sayilarda

Yukarida (1, kesirli olmayan bir gercel say1 olabilir, ve bu durumda her
k i¢in ) tanimlanir. Simdi 6zyineleme ile

1

t] =t ti,ty, ... 1 =1
[t1] = t1, [t1,ta, - ] 1+[t2,~-wtk+ﬂ

olsun, ve

p(tl) = t17 p(t17t27 s atk-i-l) = tl : p(t27 s 7t/€+1) + Q(t27 s atk-l—l)v
Q(tl) = 17 Q(t1>t27"'atk+l) :p(t27"'7tk+l)

olsun. O zaman

pk:p(t17"'7tk)7 QkIQ(th;tk)



tanimlandiginda, tiimevarim ile

Pk
[tla--'atk]:_-
qk
Ayrica
1
[t17"'7tk+1]: tl,...,tkfl,tk—f——
Trt1
ve pi_p ps P
_1<_3<...<ﬁ1<...<_4<_2_
a1 q3 44 q2

Ornek. $; = /41 olsun. O zaman

VA1 + 6
t1:67 62:T7
VAL + 4
t2:27 ﬁ?):T?

ts5 =2, By=+/41+6.



Bundan dolay1

ty = 21y, tkta = Tt
ve sonug olarak
VAL =1[6,2,2, /41 + 6], D& _ [6,2,2,6+ @} .
qk+3 dk

Simdi

1
[6,2,2,z+6]:[6,2,2+ ]
z+6

[ 2,113 Z+6
B T Rl R T
[ 52432 22+ 13
=1%% 113 :[6+5z+32
322 4 205
- 524327
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dolayisiyla

(Pr+3, Qrr3) = (32px, + 205gy, 5pr + 32qx).

Ayrica
13 2 32
6] =6 6,2] = — 6,22l =6+ - = —
6]=6.  [6.2=7. [6.22=6+:="7F.
ve
6% — 41 = —b, 132 —41-5* =5,
ama

322 —41-5%2=1024 — 41 -25 = 1024 — 1025 = —1.
Ayrica 205 = 41 - 5, dolayisiyla

(3224+205)% —41-(52+32) = (327 —41-5%)22 —41-(32° —41-5%) = 41— 2,
ve sonug olarak

Pris” — 41gp, 5 = —(pi° — 41g°).
11



Ozellikle her (pgk, gor),
w2 — 412 =1

denklemini saglar. Ayrica

(p6, qs) = (322 +205-5,5- 32+ 32 - 5) = (2049, 320)

ve

(pG(k+1)7 %(k+1)) = (32p6k+3 + 205¢6k+3, DP6k+35 326]6k+3)
= (32(32pex + 205¢er) + 205(5per + 32qer),
5(32per + 205¢ex) + 32(5per + 32qsk))

= (2049pg; + 41 - 320¢ss, 320per + 2049qey ).

Teorem. Kare olmayan bir d sayma sayist i¢in 1 = \/d olsun.

1. Birn i¢in Buy1 = /d + t1.
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2. Bpi1 = \/d+t1 oldugunda
- dQn - (_1)n7 p2n2 - dq2n2 = 1.
3. a®> — db® = 1 oldugunda

(al, bl) = (A, B), (akH, bk+1) = (ACLk + dek, Bak + Abk)
ise her (ax, by),
2 dy2 -1
denklemini saglar.
Bu genel teoremi gostermiyoruz ama her 6zel durumda gosterebiliriz.

Bu sekilde herhangi kare olmayan d sayma sayisi i¢in

2 —dy?* =1
Pell Denkleminin, sonsuz sayida ¢oziimlerini bulabiliriz. Ayrica
pfn
= lim
\/d {—00 q€n
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1.3 Lamé Teoremi

Sayma sayilarinda, bildigimiz gibi,

a; = (05}
Ao — as
Qp—1 = Qp,
Qp = Ap+t1

oldugunda,

'tl +a3,
'tz +CL4,

. tnfl + Ap+1,

Ap41 = ebob(al, CLQ).

Ayrica t,, > 1 varsayilabilir, ve bu durumda

as < 10° = n < 5L

14



Bu sonug, Lamé Teoremidir, ve bunu kanitlayacagiz. Yukaridaki egit-
liklerden

ap = az + aq,

Ap—1 > Gp, + Ap+1,

Ap, > Apgq.

Ozyineleme ile
F =1, Fy =1, Fryo = Fy, + Frq1

olsun. Bunlar, Fibonacci Sayilaridir. O zaman

15



Simdi
1+ /5 1— /5
;0 V=

olsun. Burada ¢, Altin Orandir. Ayrica @ ve 1,

(p:

?=x+1
denkleminin ¢oziimleridir. O zaman her (a, 3) icin
(Oé(pk + ﬁll)k) + (a(pk+1 + 51|)k+1) — a(pk+2 +ﬁl~|)k+2-

Ayrica
16



z+ y=1

pr+dy =1
lineer sisteminin ¢oztimi
(+55ow)
-V @—-1
oldugundan
o (pk _ Ibk
=
-1

Binet Formiiliinii elde ediyoruz. Ayrica tiimevarim ile her durumda
Fk > (pk/(027

cunki
Fi=1>1/¢> F=1>1/¢,
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ve eger
Fe> "% Fia > 0" /?

ise, o zaman

Frvo = By + Fr > (0F + ") /@ = @12/ @2

Bundan dolay1
as > @" 1.

Ayrica tiimevarim ile

O = F0 + F

oldugundan ve

k\12345
Fk\11235

18



oldugundan
©° =5¢@ +3=(11+55)/2.

Son olarak
1145y/5>20 < 5/5>9 < 125> 81
oldugundan ¢° > 10, ve a; > @™ ! oldugundan
as > 100D/,

Simdi, eger
agy < 106

ise, 0 zaman

10=1/5 < 10¢,
n—1<5l,
n < be.
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Ornek. a, < 1000 ise n < 15. Ayrica

k|1 2 3 4 b} 6 7

8 9 10

.1 1 2 3 5 8 13

21 34 55

Frii0 |89 144 233 377 610 987 1597

oldugundan (ay, as) = (1597, 987) ise n = 15.
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2 Sayilar Kuraminin Temelleri

Iyisiralanmig bir kiime, 6yle dogrusal siralanmig bir kiimedir ki her
bos olmayan altkiimesinin en kiigiik eleman1 vardir.

Eger iyisiralanmig bir kiime bog degilse, o zaman en kiigiik elemani
vardir. Ayrica, bu kiimenin bir a elemani, kiimenin en biiytik elemani
degilse, o zaman a’dan biiyiik olan elemanlarin en kii¢iigii vardir, ve bu
eleman, a’nin ardilidir. Ne en kiigiik elemani ne ardil olan bir eleman,
bir limittir.

Postulat. Sayma sayilars,

e bos olmayan,
21



o en biyik elemans olmayan,
o [limiti olmayan

wyisiralanmag bir kime olusturur.

Tanim. Sayma sayilar: kiimesi

N,
ve N'nin en kiigitk eleman1
L,
ve N'nin her n elemaninin ardili,
n+ 1.

Teorem (Tumevarim). Eger N’nin bir altkimesi

o 17 igerirse ve
22



e kiimenin her elemaninin ardiliny da icerirse,

o zaman bu altkime N’ nin kendisidir.

Teorem (Ozyineleme). Eger
o A, bir kiime,
e bE A,
o f1 A A
i5e, 0 zaman
e« - N—= A,
« 9(1) =0,
o her zaman g(n+1) = f(g(n))

kosullarini saglayan bir ve tek bir g vardir.
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Tanim.

Toplama

Carpma

Kuvvet alma

Teorem. Toplama ve ¢arpma, birlesmeli ve degismelidir, ve carpma,
toplama tzerinde dagilur.
Kamit. Tumevarim. Degismeli 6zelligin her durumunda ti¢ tiimevarim

kullanir, ¢iinkii
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l1+n=n+1, 1-n=n,
(k+1)-n=(k+n)+16 (k+1)-n=(k-n)+n

egitlikler de gosterilir. Ayrintilar, bir aligtirmadir. [
Teorem.

ab+c —_ CLb CLC, ab-c — (ab>c
Kamit. Bir aligtirmadir. [

Teorem. Eger a < b ise, o zaman

o bir ve tek bir z i¢in
a+z=b

o bir ve tek bir y icin

a-y<b<a-y+a;
25



e a > 1 oldugunda bir ve tek bir x i¢in
a® <b<a"-a,
dolayswyla bir ve tek bir y igin

a*-y<b<a® -y+a® & y<a.

Ornek.

2024 — 222+1+2 + 222+1+1 + 222+1 + 222+2+1 + 222+2 + 222+1 + 22+1‘
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3 Kalandashk

Tanim.
« w=NU{0},
e Z=wU{—z: 2 €N}

Okulda 6grendimiz gibi toplama ve ¢arpma, Z’de tanimlanir, ve sonug
olarak Z, degismeli bir halka olur. Bu durumda a € N oldugunda

aZ = (a) ={ax: x € 7},
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ve n € N oldugunda tanima gore
Ly =Z)0nZ =17](n).

Ayrica Z'de
a|b < Jxraxr=0.

Simdi n € N oldugunda
a=b (modn) <= n|a-—0,
ve bu durumda a ve b, n modiiliisiine gore kalandastir. Sonug olarak

a=b (modn) < a+(n) =0+ (n).

Teorem (Oklid Lemmasi). Z’de

a|bec & ebob(a,b) =1 = a|ec.
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Kanit. a | be & ax + by = 1 oldugunda
a|acx +bey & acx + bey = c. ]

Teorem. Birax =b (mod n) kalandasliginin gdzdm%erz’ varsa, o zaman
asagqidaki kurallary kullanarak ¢ozimleri bulabiliriz. Ik olarak

a=b (modn) = a=bxn (mod n).
Ayrica

ar =ab (mod n) & ebob(a,n) =1 = z=b (mod n).
Aslinda ebob(a,n) = 1 ise, o zaman
Jyac+ny=1

formiilini saglayan ¢ vardir, ve bu durumda

ar=b (modn) <= x=bc (mod n).

Ayrica
29



ac = bc (mod nc)
< a=b (mod n)
< a=bVa=b+nV---Va=b+(c—1)-n (mod nc).

Son olarak ebob(m,n) =1 ise, o zaman

a=b (modmn) <= a=b (modm) & a=b (mod n).

Teorem (Cin Kalan Teoremi). {ni,...,nx} € N oldugunda
1<i<j<k = ebob(n;,n;) =1

olsun. O zaman
N=ni...ng
oldugunda her durumda
N
Ni = —
n;
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oldugunda oyle b; vardir ki

b;N; =1 (mod n;),

ve sonug olarak

r=a (modn) & --- & x=a; (mod nyg)

sisteminin ¢ozumai,

T =a1by Ny + -+ - + apbp Ny

(mod N).
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4 Asalhk

Eger
ebob(a,b) =1

ise, o zaman a ve b, birbirine asaldair.
Eger
p>1 & Vz ebob(p,z) € {1,p}

ise, o zaman p asaldir.

Teorem (Fermat). Eger p{a ise, o zaman a?~' =1 (mod p).
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Kanat. ptaolsun. a?~' =1 (mod p) icin ti¢ kamt vardir.

1. 2+ (p) — ax + (p) fonksiyonu

{1+(@),...,p—1+(p)}

kiimesinin bir permiitasyonudur; ashnda Z,* grubunun bir otomorfizmasidir.
Bundan dolay1

p—1Dl= H (ak) =a”'(p—1)! (mod p).

Simdi Oklid Lemmasi sayesinde (p — 1)!, p’ye asal oldugundan teorem
cikar.

2. Z,* grubunun mertebesi p — 1 oldugundan teorem cikar.
3. Oklid Lemmasi sayesinde
(a+1)P =aP + Z bra® + 1

1<k<p

33



oldugunda p | by, dolayisiyla
(a+1P=d’+1 (mod p).
O zaman tiimevarim ile Z, halkasin her « + (p) eleman igin
7+ (p) =+ (p).
Bundan teorem cikar. O

Sonug olarak

d

a=c (modp) & b=d (modp—1) = a*=¢* (mod p).

Bunun ile ¢®* = z (mod p) kalandagliklar1 ¢oziilebilir.

Fermat Teoreminin ikinci kanit1 ile daha genel bir teorem elde edilir
(sonraki boliimlere bakm):
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Teorem (Euler). |Z,*| = @(n) oldugunda, ebob(a,n) =1 ise

a®™ =1 (mod n).

Teorem (Aritmetigin Temel Teoremi). Her sayma sayisi, bir ve tek bir
sekilde, dyle
P1.--Pn

carpimadar ki her py carpant asaldir ve
PSS Do
Burada n = 0 olabilir, ve bu durumda p;...p, = 1.
Kanait. Sayma sayilar iyisiralandigindan ve sayma sayilarinda

alb = a<b

oldugundan
35



e 1’den biiyiik olan her sayma sayisinin asal bir ¢carpani vardir;
e her sayma sayisi, asallarin bir carpimidir.

Oklid Lemmasi sayesinde bu carpim tektir. [

Teorem.

ab = ebob(a, b) - ekok(a, b).

36



5 Aritmetik Fonksiyonlar

Tanim kiimesi N olan bir fonksiyona aritmetik denir. Normalde deger
kiimesi C’dir.

Ornek. Asagidaki esitliklerinin tanimladigi o, T, @, id, 1, ve € aritmetik
fonksiyonlar1 vardir.
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)
T(n)
on)=1Z,"|={x €Z: 0< x<nAecbob(x,n) =1},
id(n) = n,
1(n) =1,
e(l)=1A¢g(n+1) =0,

O zaman p asal oldugunda

o(p")=1+p+-+p" =" =1)/(p-1),
T(p") =n+1,
e(p") =p" —p"t=p" (1-1/p).
Tanim. Bir f aritmetik fonksiyonu igin, eger ebob(a, b) = 1 oldugunda

f(ab) = f(a) - f(b)
38



ise, o zaman f carpimsaldir.

Ornegin id, 1, ve € carpimsaldir. Ayrica f carpimsal oldugunda,
o eger f(1) =0ise, o zaman f(n) = f(n-1)= f(n)- f(1) = 0;
o eger f(1) # 0ise, o zaman f(1) =1, ciinkid f(1)- f(1) = f(1).

Teorem. ¢ carpimsaldir.

Kanit. Cin Kalan Teoremi sayesinde ebob(a, b) = 1 ise
Zab = Za X Zb,

dolayisiyla
Zab>< = ZaX X ZbX7

ve sonug olarak

@(ab) = |Zap"| = |Za™| - |Zo"| = @(a) - @(b). 0
39



Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde her n i¢in, n’nin tim p asal bo-

lenleri i¢in,
n = Z pn(p)
pln

saglayan n(p) tsleri vardir. O zaman

o =TT =nTT (1)

pln pln

Eger f ve g aritmetik fonksiyon ise, o zaman bunlarin f % g Dirichlet
konvoliisyonii

(fg)n) =Y fla)-gb) =Y f(d)-g (%)
ab=n dn

kural tarafindan tanimlanir. Ornegin

o=1id *1
40



ve
T=1=x%1.

Ornek. (Bunu kullanmayacagiz.) Riemann zeta fonksiyonu,
S
neN
tarafindan tanimlanir, ve bu durumda

((s) = H(1+;+p—+ ) H1/1—

p

Daha genelde her f aritmetik fonksiyonu icin ) _ f(n)/n® Dirichlet
serisi vardir, ve

(Bt

41



Teorem. Eger f ve g carpimsal ise, o zaman f * g de ¢carpimsaldar.

Kanit. Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde ebob(a, b) = 1 ise, o zaman
birebir ve 6rten olarak

(c,e) > ce: {c:c|a} x{e:e|b} — {d: d| ab}.

Bundan dolay1

42



(f *g)(ab) = f(d) ( )
djab "
PONCR (—)
EOMCRCE (%) 0 (b)
DECRIGIRCR (?)
- (Z £e) g (%)) IR ()
= (f*9)(a)-(f=*9)(b). O
Ornegin o ve T carpimsaldir, dolaysiyla
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o(n) =L, =1)/(p - 1),
t(n) = [ (n(p) +1).

Eger o(n) = 2n ise, o zaman n miikkemmeldir.

Teorem. (ift mikemmel bir say olmak i¢in, 2" —1 farkinwn asal oldugu
bir
2n=l(2n — 1)

carpyma olmak, gerek ve yeter bir kosuldur.

Kanit. Eger 2™ — 1 asal ise, o zaman
o2" - (2" =1)=0(2" 1) 02" - 1) = (2" — 1) - 2",

dolayisiyla 2771 - (2" — 1) miikkemmeldir. (Oklid bunu gosterdi.) Tersine
a tek oldugunda 2"~ ! - ¢ mitkemmel ise, o zaman
2" a=0(2""-a)=(2"-1)-0(a),
44



dolayisiyla 2™ | o(a), ve bu durumda bir b i¢in
2" - b=o0(a).
Oyleyse
a=2"—1)-b=o0(a) =,
ve sonug olarak
o(a) =a+b.

Ayrica b, a’nin bir bolenidir. Eger n > 1 ise, o zaman b < a, ve bu
durumda b = 1 ve a asaldir. [

Teorem. x islemi degismelidir ve birlesmelidir, ve her aritmetik f i¢cin
fre=]1,

ve f(1) #0 ise
frg=c¢

kosulunu saglayan bir g vardwr. Bunlardan dolay: 1°de 0 olmayan arit-
metik fonksiyonlar, x altinda abelyan bir grup olusturur.
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Kamit. * iglemi degigmelidir ¢tink

(g f)(n) = >wp—rng(a) - f(b) [tanm]
= 2ap=n f(0) - g(a) [ - degigmeli]
= 2ba—n f(0) - g(a) [ - degigmeli]
= (f xg)(n). [tanim]

Islemin birlesmeli oldugu ve f * ¢ = f, aligtirmadirlar. Sonda f veril-
diginde f(1) # 0 ise, 6zyineleme ile
1
g(l) = ——
TEY
ve n > 1 olmak tizere

gn)=— Y fla)-g(b)/f(1)

ab=nAa#1

46



O

olsun. O zaman f % g = €.
Teorem. Eger f*xg =€ ve f carpimsal ise, o zaman g de ¢arpimsaldir.

Kamit. Tumevarim kullanacagiz. Birden kesin biiyiik olan her m igin,
m = ab ve ebob(a, b) = 1 oldugunda,

gosterecegiz. Eger bir n i¢in n’nin m 6zbdlenleri i¢in iddia dogru ise,
simdi n = ab ve ebob(a, b) = 1 olsun. o zaman

0=¢(n)
= (f*g)(n)

= 2am [(d) - 9(n/d)
= D cla 2uepp S (ce) - glab/ce).

47



Buna f(1) - (g(a)g(b) — g(ab)) ekleyerek

fA) - (g(a) - g(b) — glab)) = 3_uu Doep £(c) - fle) - gla/c) - (b]e)
= (f*g)(a)- (f*g)®)
~0

ederiz, dolaysiyla g(a) - g(b) = g(ab).

Simdi tanima gore W,
lxpu=c¢

esitligini saglayan aritmetik fonksiyonu olsun.

Teorem. W carpimsaldir, w(p?) =0, ve

pL<-<ps = wpi-ops) =(=1)%

48



Teorem (Mobius Tersleme Teoremi).

F=>Y f(d) = => F(d)

din dn
Kamit. F = f«1 ise
Forp=(fx1)*xp=fx(1xp)

Teorem. ¢ x 1 =1id, yani

> )=

din

Kamit. Her taraf carpimsaldir ve

(@)= D o) =1+ > @' -p")=

0<k<s 0<k<s

w(n/d).

=fxe=f.
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Teorem. x altinda tretecleri 1 ve id olan grup
o 7 X 7 ¢arpimina izomorftur,
e T, 0, @, ve W fonsiyonlariny icerir.

Ayrica id in terst id -p.

Aligtirmalar. Asagidaki egitlikleri kanitlayim.

H d = T(n

dn

> "1/d = o(n)/n.

dln

> d-wd) =]]01-p).

dln pln

> w(d) ) =]]-1.

din p|n

50



Ayrica x’a gore @’nin tersini bulun.

o1



6 Karesel Kalintilar

Tek ve asal bir say1 p olarak yazilsin. O zaman
Ly =7y ~{0+(p)},

yani Z, halkasinda carpmaya gore 0 + (p) eleman: hari¢ her elemanin
tersi vardir. Kisaca Z, bir cisimdir. Ayrica Z \ (p), Z'nin

e carpma iglemi altinda kapahdir,

 carpimsal etkisiz elemanim (yani 1'1) igerir;

o2



kisaca Z \ (p), bir “birliktir” (monoid) ve Z’nin bir altbirligidir. Homo-
morfizma olarak

r—=x+(p):Z~ (p) = Z,".

Teorem. 0 olmayan, katsayilary Z'den gelen, baskatsaiyist p nin bir kat
olmayan bir f polinomunun derecesi n ise, o zaman

{z+(p): f(x) =0 (mod p)}| < n.

Kamit. Tumevarim.
1. Eger n = 0 ise, o zaman f sabittir ve f £ 0 (mod p).
2. Bir m i¢in
o iddia n’nin m oldugu durumda dogru,

 f’nin derecesinin m + 1 oldugu f(a) =0 (mod p)
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olsun. O zaman bir g polinomu i¢in
f(x) =g(x) - (z —a) (mod p).
Bu durumda eger f(b) =0 (mod p) ise, o zaman
plg®)-(b—a).
Oklid Lemmas sayesinde

aZb (modp) = g¢g(b)=0 (mod p). O

Ornek. Teoremin 6zel bir durumu olarak
=1 <+= r=%+1 (mod p).
Asal olmayan bir modiiliise gore teorem yanlig olabilir:

=1 <= r=+1,£3 (mod 8).
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Simdi

olsun (bu harf, yazilmig bir 7 harfidir).
Teorem (Wilson). (p —1)! = —1 (mod p).

Kanit. {2,...,p — 2} kiimesinin
r#12 & r-2'’=1 (mod p)

kosulunu saglayan bir x — 2’ permiitasyonu vardir, ve z” = x, dolay-
styla
{2,...,p=2}={a1,ai, ..., 41,001}

yazilabilir. Bu durumda
p—N=1lwar-a)' g 1051 (p—1)=p—1=-1 (mod p). O
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Ornek. 10! =1-(2-6)(3-4)(5-9)(7-8)-10=10= —1 (mod 11).

Tamim. G bir grup ise G* = {g*: g € G} olsun; 6zellikle
{z*:z¢ Ly} = (ZpX)Q
olsun. O zaman a € Z \ (p) oldugunda,

o a+(p) € (Z,°)?* ise a, p modiiliisiine gore bir karesel kalintidir
(quadratic residue), ve
(9) -1
p

o diger durumda a, p’e gore bir karesel olmayan kalintidir (qu-
adratic nonresidue), ve
(9) — 1
p

yazilir;

yazilir.
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Burada (a/p) bir Legendre semboliidiir.

Teorem. a € Z ~\ (p) oldugunda
ar’ +br+c=0 (mod p)

kalandashgimin ¢ozilebilmesi icin gerek ve yeter bir kosul,

2_ 4
(b ac) .
p

Boylece ikinci dereceden (quadratic) kalandaghiklar ¢6zmek igin,
karesel kalintilarin farkinda olmak zorundayiz.

Teorem. Homomorfizma olarak x — (x/p): Z ~ (p) — Z*, yani

9-60)
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Kanat. 11k olarak Z,* degismeli oldugundan
(Zp*)* < Zy",

yani (Z,*)? bir gruptur ve Z,* grubunun bir altgrubudur. Ayrica ho-
momorfizma olarak
x> 2 Ly — (Z,°)°.

Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi (—1 + (p)), dolayisiyla
ZPX/(ZPX)2 = L.
Ayrica
7" = L.

Sonunun izomorfizma oldugu ii¢ homomorfizma vardir:

x4+ (p) Z~(p) — ZLy",
T T (pr)2: Zy* %pr/<ZpX)2a
x — h(x) 2y [(Z,°)? — L%
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O zaman
(%) = (e o) @2),

yani x +— (z/p), ii¢ homomorfizmanin bilegkesidir. O

Teorem.

(—?1) —1 < p=1 (mod 4).

Kanat. Wilson Teoremi sayesinde
—1=1-(p-1)-2-(p—2)-w-(p—w) = (-1)7(@!)* (mod p).
Eger p=1 (mod 4) ise, o zaman w ¢ifttir, ve sonug olarak

(@)?= -1 (mod p).

Ozellikle (—1/p) = 1. Tersine a> = —1 (mod p) ise Fermat Teoremi
sayesinde
1=l = ()7 = (—1)7  (mod p),
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dolayisiyla w c¢iftir ve p =1 (mod 4). O
Teorem agikar degildir:

Teorem. {p: p =3 (mod 4)} ve {p: p =1 (mod 4)} kimelerinin her
bire sonsuzdur.

Kanat. Verilen kiimelerden higbiri, elemanlar1 asal olan, sonlu olan bir
{q1, ..., ¢y} kiimesi tarafindan kapsanmaz. Zira:

e 4q;---q, — 1 farkinin asal bolenlerinden
— higbiri {qi, ..., ¢,} kiimesindedur,

— en az biri
r=3 (mod4)

kalandaghgim saglar, ¢tinkii 4¢; - - - ¢, — 1 farkinin kendisi sag-
lar.
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« Bgerp| (21 ¢n)* — 1ise, o zaman p ¢ {qu,...,¢,}, ama p'ye
gore —1 bir karesel kalintidir, dolayisiyla p = 1 (mod 4). O

Teorem (Euler Kriteri).

Kanat. Liseli cebirden
Pt — 1= (2% —1)(2” +1).

Fermat Teoremi sayesinde, {1,...,p — 1} kiimesinin

e timi,
»"'=1 (mod p)

kalandagligini saglar, ve
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o vyarisi, karesel kalint1 oldugundan,
¥ —=1=0 (mod p)

kalandagligini saglar, dolayisiyla

o diger yarisi, p modiiliisti asal oldugundan,
¥ +1=0 (mod p)

kalandagligini saglar.
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7 llkel Kokler

Ornek. Eger Z,* = (a+ (n)) ise, o zaman a, n'nin ilkel bir kokiidiir
(primitive root).

Teorem. Her asal sayimin ilkel koki vardur.

Kamit. 7, grubu, sonlu ve degigsmeli gruplardan biri oldugundan, bu
gruplarin siniflandirmasi sayesinde

L = La() ® La@) -+ © Lam) & a(m) | ---[a(2) | a(1) | @(n)

63



kogullarim saglayan a(1),a(2), ..., a(m) vardir. O zaman Z,,* grubunun
her elemani

polinomunu saglar. Eger n bir p asali ise, o zaman a(1) = @(n) olmal
ve sonug olarak
2, =17, ). O

Bunun ile asal modiiliislere gore z* = b ve a” = b kalandagliklar:
¢coziilebilir.

Ornek. Asagidaki tablodan 2, 3, 4, ve 5 sayilarmdan hicbiri 41%in ilkel
bir kokii degildir.

k12 3 4 5 67 8 9 10 (mod40)

2 2 4 8 16 -9 —18 5 10 20 -1 (mod 41)

3F 3 9 —14 -1 (mod 41)
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Nitekim 6, 41’in ilkel bir kokiidiir:

k1 2 3 4 5 6 7 8 910 ( )
66/ 6 -5 11 —16 —14 -2 —12 10 19 -9 ( )
610tk —13 4 —17 =20 3 18 —15 -8 —7 —1 (mod 41)
620tk —6 5 —11 16 14 2 12 —10 -19 9 ( )
630tk 13 —4 17 20 -3 -18 15 8 7 1 ( )

O zaman bir z* = b (mod 41) kalandaghgin ¢6zmek igin z = 6Y (mod 41)
olsun. Bu durumda
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%% = 160 (mod 41)
— =4 (mod 41)
> 60V = (32 (mod 41)
< 16y = 32 (mod 40)
— 2y=4 (mod 5)
= y=2 (mod 5)
= y=2,7,12,17,22,27,32,27 (mod 40).

Sonug olarak tablodan
1% =160 <= x = 44,45 +12,£15 (mod 41).
Bunu kontrol edelim. ilk olarak

e 456 = 16 (mod 40),
e 160 = —4 (mod 41) ciinkii 41 - 4 = 164,



o 416 =16% = 256! = 10* = 100> = 18% = 324 = —4 (mod 41)
¢inkt

41-6 = 246 = 256 — 10,
41-2 =82 =100 — 18,
41-8 = 328 = 324 + 4.

o Bu sekilde
495 = 419 = 4 =160 (mod 41).

Diger ¢oziimler, 4’ten asagidaki gibi cikar. Once
6'% =1 (mod 41) <= 16y =0 (mod 40) <= 5]y,

ve 40/5 = 8, dolayisiyla z'® = 1 (mod 41) kalandaghginin ¢oziimleri,
41’e gore 6° kuvvetinin 8 kalandas olmayan kuvvetidir. Bu sekilde

{x € Zy*: 2'% =1} = (6° + (41))
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ve bu grubun mertebesi 8’dir. Simdi ebob(8, 3) = 1 oldugundan 6'°+(41)
de grubun bir iiretecidir. Ayrica 6'° = 3 (mod 41), ve zaten bildigimiz
gibi 41’e gore 3’in kuvvetleri, sirasiyla 3,9, —14, —1, -3, =9, 14, ve 1;
kisaca +1,+3,+9, +14. Son olarak

+3-4=412 & +9-4=F5 & +14-4=+15 (mod 41),

Boylece yeni bir gekilde z'® = 1 (mod 41) kalandaghgimin ¢dziimlerini
bulduk.

Bagka bir aligtirma igin

46° =5 <= (-5H)*=5 (mod 41)
<~ 6% =62 (mod 41)
= 20 =22 (mod 40)
= r=11  (mod 20)
= r = 11,31 (mod 40)
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