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Burada hata yapmamaya calisiyorum, ama yazimin matematiginde veya
Tiirkgesinde bir hata bulursaniz litfen bana haber verin.

Tanim kiimesi N olan bir fonksiyona aritmetik denir. Normalde deger
kiimesi C’dir. Onemli 6rneklerden,

)
T(n) =2 g 1 = {z e Noz | n},
©(n) =12, =|{z € Z: 0 < z < n Aebob(z,n) =1},
id(n) = n,
1(n) =1,
e(l)=1A¢g(n+1) =0,

egitliklerinin tanimladig o, T, @, id, 1, ve ¢ aritmetik fonksiyonlar: var-
dir. Ornegin p asal oldugunda



op")=14+p+---+p" =@ -1)/(p-1),
(") =n+1,
o) =p"—pt=p"-(1-1/p).

Bir f aritmetik fonksiyonu igin, eger ebob(a, b) = 1 oldugunda

f(ab) = f(a) - f(b)

ise, o zaman f carpimsaldir. Ornegin id, 1, ve & carpimsaldir. Ayrica
f carpimsal oldugunda,

o eger f(1) =0ise, o zaman f(n) = f(n-1) = f(n)- f(1) =0;
o eger f(1) # 0ise, o zaman f(1) =1, ¢inki f(1)- f(1) = f(1).

Teorem. @ carpimsaldir.



Kanat. Cin Kalan Teoremi sayesinde ebob(a,b) = 1 ise
Zab = Za X Zba

dolayisiyla
Zab>< = Za>< X be7

ve sonug olarak
¢(ab) = |Zap ™| = |Za"| - |Zo™| = @(a) - @(D).
]

Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde her n i¢in, n’nin tim p asal bo-

lenleri igin,
n = Z pn(p)

pln

saglayan n(p) tsleri vardir. O zaman

on)=[[e@®) =n][(-1/p).

pln pln
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Eger f ve g aritmetik fonksiyon ise, o zaman bunlarin f % g Dirichlet
konvoliisyonii

(fxg9)n) =Y fla = f(d)-g(n/d)
ab=n dln
kural tarafindan tanimlanir. Ornegin
o=id x1

ve
T=1x*1.
Kullanmayacagimiz bir érnekte Riemann zeta fonksiyonu,
-
neN

tarafindan tanimlanir, ve bu durumda

o) =JJa+1/p +1/p* +-) =[[1/0-p
p p 5



Daha genelde her f aritmetik fonksiyonu icin )y f(n)/n® Dirichlet
serisi vardir, ve

(Z f(”)/ns) Zg(n)/ns = Z(f xg)(n)/n°.

neN neN neN
Teorem. Eger f ve g carpimsal ise, o zaman f x g de carpimsaldur.

Kanit. Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde ebob(a, b) = 1 ise, o zaman
birebir ve orten olarak

(c,e) > ce: {c:c|a} x{e:e|b} — {d: d|ab}.

Bundan dolay1



(f * 9)(ab) = X f(d) - g (ab]d)
= an Ze|b f(ce) - g (ab/ce)
= Sa X £0) - Fe) g afc) - g (be)
= Sua () 9 (0/e) £y J(€) - g (b]e)
— (S (@) 9(a/0)) Sy Se) - g (bfe)
= (fxg)(a)- (f *g)(b).

Ornegin o ve T carpimsaldir, dolayisiyla

o(n) = [1, "W =1)/(p - 1),
t(n) = [, (n(p) + 1),



Eger o(n) = 2n ise, o zaman n miikemmeldir.

Teorem. (ift mikemmel bir say olmak i¢in, 2" —1 farkinin asal oldugu
bir
2nto (2" — 1)
carpyma olmak, gerek ve yeter bir kosuldur.
Kamit. Eger 2" — 1 asal ise, o zaman

o2t (2" —1) =02 ") (2" —1)= (2" —1)-2",

dolayisiyla 2771 - (2" — 1) mitkemmeldir. (Oklid bunu gésterdi.) Tersine
a tek oldugunda 2"~ ! - @ mitkemmel ise, o zaman

2" .a=0(2""1-a)=(2"—1)-0o(a),
dolayisiyla 2™ | o(a), ve bu durumda bir b igin

2" - b= o(a).



Oyleyse
a=(2"-1)-b=o(a)—b,

ve sonug olarak
o(a) =a+b.
Ayrica b, a’nin bir bolenidir. Eger n > 1 ise, o zaman b < a, ve bu

durumda b = 1 ve a asaldir. O]

Teorem. x islemi degismelidir ve birlesmelidir, ve her aritmetik f i¢cin
fre=]1,

ve f(1) # 0 ise
frxg=c¢

kosulunu saglayan bir g vardwr. Bunlardan dolay: 1°de 0 olmayan arit-
metik fonksiyonlar, x altinda abelyan bir grup olusturur.

Kanat. = iglemi degigmelidir ¢iinki



ab=n
=Y f(b)-gla) [- degismeli
= > f(b)-gla) [ degismeli
= (f*g)(n). [tanim]

Islemin birlesmeli oldugu ve f * ¢ = f, ahstirmadirlar. Sonda f veril-
diginde f(1) # 0 ise, 6zyineleme ile

g(1) = 1/f(1)

ve n > 1 olmak tizere

gn)=— Y fla)-g(b)/f(1)

ab=nAa#1

olsun. O zaman f % g = €. [l



Teorem. Eger fxg = ¢ ve f carpimsal ise, o zaman g de ¢arpimsaldar.

Kamat. Timevarim kullanacagiz. Birden kesin biiyiik olan her m igin,
m = ab ve ebob(a,b) = 1 oldugunda,

gosterecegiz. Eger bir n i¢in n’nin m 6zbdlenleri i¢in iddia dogru ise,
simdi n = ab ve ebob(a, b) = 1 olsun. o zaman

0=¢(n)
= (f*9)(n)
= 2 apn [(d) - g(n/d)
= Dl 2o f(cE) - glab/ce).

Buna f(1) - (g(a)g(b) — g(ab)) ekleyerek
11



ederiz, dolaysiyla g(a) - g(b) = g(ab).

Simdi tanima gore W,
lxpu=c¢

esitligini saglayan aritmetik fonksiyonu olsun.

Teorem. w carpimsaldir, w(p?) =0, ve
pr<--<ps = Wpi-ps) = (=1)°

Teorem (Mobius Tersleme Teoremi).

F=> f(d) = => F(d)-u(n/d).

dln dn
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Kamit. F = fx1 ise

Fap=(fx1)sp=fs(lsp)=fre=Ff

Teorem. ¢ x 1 =1id, yani

> e(d) =n.

din
Kanit. Her taraf carpimsaldir ve

(@) = D o) =14+ > @' -p)=p"

0<k<s 0<k<s
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Alistirmalar: Asagidaki esitlikleri kanmitlaymn.

H d = T(n

din

> 1/d=o(n)/n

dln

> d-ud) =0 -p).

dln p|n

> 1(d)-u(d) =[] -1

dn p|n
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