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1 Giris
1.1 Sayma ve ordinaller

Bir torbada birkag tane satrang tagimiz var, onlar: teker teker ¢ekiyoruz,
ve ayni zamanda sayilar diyoruz:

(1) piyade (pawn); (2) kale (rook); (3) at (knight);
(4) fil (bishop); (5) vezir (queen); (6) sah (king).

Bu sekilde taglar1 saymas olduk. Sonug olarak 6 tane tagimiz var deriz.

Ama taglar: belli bir sirada ¢ektik. Bagka bir sira miimkiindi. Taglar
tekrar cantaya koyup cekiyoruz:

(1) piyade; (2) at; (3) vezir; (4) kale; (5) fil; (6) sah.

Son tagi ¢ekince yine 6 numarasimi diyoruz. Her zaman Oyle olacak: her
zaman taglar1 sayica 6’ya kadar sayacagiz. Ama nasil biliyoruz?

Saymak nedir? Saymanin nesnesi, bir topluluktur (collection).* Bir top-
lulugu sayinca aslinda onu siraliyoruz (order).

A bir topluluk olsun, ve R, onun bir siralamasi (ordering) olsun. O
zaman A toplulugunun elemanlar: (elements) veya 6geleri (members)
vardir; ve bu toplulugun tiim b, ¢, ve d elemanlar: igin

1) b R b degil, yani
- bR b;

2) bRcvecRdisebRd, yani
bRcANcRd=0bRU,

3) b ve ¢ birbirinden farkliysa ya b R ¢ ya da ¢ R b, yani
b=cVbRcVcRYD.

*Kiimeler (sets), ozel topluluk olacak.
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Boylece R,

(1) yansumasiz veya doniissiiz (irreflexive),*
(2) gegisli veya gegisken (transitive), ve
(3) dogrusal (linear) veya tam (total)

bir bagintidir. O zaman (A, R) ikilisi (aslinda seraly ikilisi), bir siradir.
Bu sira, A toplulugunun bir sirasidir.

Simdi A, satrang taglari torbamiz olsun. O zaman A toplulugunun tim
siralari, birbiriyle izomorftur (isomorphic). Yani R ile S, A toplulugu-
nun iki siralamasiysa, o zaman A toplulugundan kendisine giden &yle bir
birebir ve 6rten f gondermesi vardir—yani A toplulugunun &6yle bir f
permiitasyonu (permutation) veya eslesmesi vardir—ki A toplulugu-
nun tiim b ile ¢ elemanlar1 i¢in

bRc< f(b)S f(e)
denkligi dogrudur. Ama bunu nasil biliyoruz?

Simdi A, pozitif tamsayilar toplulugu olsun. Yani A = N olsun. Bu top-
lulugun ahgilmig “dogal” < siralamasi vardir. Ama bagka siralamalar da
vardir. Mesela N toplulugunun dyle bir R bagintis1 (veya iligkisi: rela-
tion) vardir ki toplulugun tiim % ile m elemanlari igin

kRmel<k<mVi=m<k

denkligi dogrudur. Oyleyse R bagmtisi, N toplulugunu siraliyor; aslinda
R siralamasi, < sirasi ile hemen hemen aynidir, ancak R sirasina gore
1 elemani, N toplulugunun son elemamdir. O zaman (N, <) ile (N, R),
birbirine izomorf degildir:

<|1 2 3, ..
R[2, 3, 4, ..;

Simdi
ESme 2|k+mAk<m)V(2{kA2]|m)

olsun. O zaman k S m ancak ve ancak

*Isik, bir aynadan yansir; ses, bir kayaliktan yansir. Yikanmak fiili, kendi kendini
yikamak Obeginin anlamina gelirse, doniigludiir; yikanima fiilinin anlamina gelirse,
edilgendir [14, 19].

T Kaynatmak fiili geciglidir, ¢iinkii bir nesne ister; kaynamak gecigsizdir.
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1) hem k hem m ya tek ya ¢ift, ve k < m, veya
2) k tek ve m cift.

O zaman S bagmtisi da, N toplulugunu siraliyor, ama (N, <) ile (N, .5)
siralari, birbirine izomorf degildir:

\.l\D
JCO
~
~J
~2

1
1

w
ot
N
N

<
S

N toplulugu sayilabilir mi? Normalde, sayarken, sayilar diyoruz. R sira-
lamasina gére N toplulugunu sayinca 1 i¢in hangi sayiy1 diyebiliriz? Yani
yukaridaki ilk tablonun alt satirindaki 1 numarasinin {istiinde, soru igare-
tinin yerine hangi sayiy1 koyabiliriz? Bu say1 w + 1 olacak. Ondan sonra
w + 2, w + 3, vesaire sayilar1 olacak; bunlardan sonra, w + w, yani w - 2,
w - 2 4+ 1, vesaire sayilar1 olacak. Ama N toplulugunun sadece w tane
elemani olacak.

Aslinda kiimeler kuramcilar olarak sayarken, 0’dan baglayacagiz:

1, 2, ..., w, w+1, w+2,
3, 5, ...; 2, 4, 6,

0.
ST,
Burada 0,1,2,3,...; w,w+1, w+2,...; w-2, w-2+1, ... numaralari,
ordinal sayilar veya ordinallerdir. (Her ordinal, bu sirada buluna-
cak.) Ayrica 0, 1, 2, 3, ..., w numaralar1, kardinal (cardinal) sayilar

veya kardinaldirler (bagka kardinaller olacak); ama w + 1, bir kardinal
degildir.

Her kardinal, bir ordinal olacak, ama her ordinal, bir kardinal olmaya-
cak.

Her ordinal, bir kiime olacak; ama baz1 kiimeler, ordinal olmayacak.

Her kiime, bir topluluk olacak; ve her kiimenin her elemani, bir kiime
olacak. O zaman a ile b kiimeyse, ya a kiimesi, b kiimesinin elemanidir, ya
da eleman degildir. Tlk durumda b kiimesi, a kiimesini igerir (contains),
yani a kiimesi, b kiimesi tarafindan igerilir, ve

a€b
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ifadesini yazariz;* ikinci durumda b kiimesi, a kiimesini igermez, ve

a¢b
ifadesini yazariz. Genelde C' bir topluluk ise, ya a € C'ya da a ¢ C.

Bize gore bog bir topluluk—elemanlar: olmayan bir topluluk—vardir,
ve bu topluluk, bir kiimedir. Bu varsayim, Bog Kiime Aksiyomudur
(Empty Set Axiom). Bos kiimenin igareti,

.

Ayrica a ile b kiimeyse, o zaman Oyle bir kiime vardir ki her elemani, ya
a kiimesinin bir elemani, ya da b kiimesinin kendisidir. Bu yeni kiimenin
ifadest,

a U {b}.

Bu toplulugun kiime oldugu, Bitigtirme Aksiyomudur (Adjunction
Axiom)." Burada a bos ise, yeni a U {b} kiimesi,

{0}
olarak yazilir. O zaman agagidaki gibi kiimelerimiz vardir:

o, {2}, {zru{lel), ({erufiz})u{ieru{{en}}

Bu ifadelerin yerine

o, {2}, {2,{2}}, {@,{@L{@,{@}}}

ifadelerini yazabiliriz. Aslinda 0 sayisin1 & olarak tanimlariz, yani
0=g2.

Bu say, ilk ordinaldir. Her « ordinali i¢in bir sonraki ordinal olacak, ve
bu ordinal, o U {a} olacak. Mesela 0’dan bir sonraki ordinal {0} olacak;

yani
1= {0}

*Buradaki € igareti, Yunan € (epsilon) harfinden tiirer. Bu harf, éot{ kelimesinin
ilk harfidir, ve A éoti B climlesi, “A, B’dir” (A is B) anlamina gelir. Epsilonun bu
kullanigini, Peano [17] ortaya koymustur.

TBu aksiyom, Tarski ve Givant [24, p. 223, QIII] kaynaginda bulunur; Ingilizce adi,
Boolos |2, p. 100] kaynaginda bulunur.
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olacak. Ayrica her « ordinal i¢in
a+1l=aU{a}
olacak. Ama bildigimiz gibi
1+1=2, 24+1=3, 3+1=4,
vesaire. O zaman
2=1U{1} ={0,1},
3=20U{2} ={0,1,2},
4=3U{3} =1{0,1,2,3},

vesaire. Bdyle tanimlanmig sayilar, von Neumann dogal sayilaridir
(von Neumann natural numbers [26]). Bu sayilar, bir toplulugu olugtura-
cak, ve bu topluluk, w olacak. Yani w, &yle bir topluluktur ki

1) 0 € w,
2) aewisea+1ew,ve
3) w toplulugunun bagka elemani yoktur.

Oyleyse w toplulugunun tanimi, 8zyineli veya rekiirsiftir (recursive).

1.2 Ordinaller Hesaplan

Sonsuzluk Aksiyomuna* (Axiom of Infinity [28]) gore w toplulugu,
bir kiime olacak. O zaman w bir ordinal olacak, ve bu ordinalin her k
elemani i¢in w + k kiimesi, bir ordinal olacak.

Aslinda tiim « ile 8 ordinaller igin
a + B toplamini, « - B carpimini, ve o” kuvvetini
tamimlayacagiz. O zaman
l+w=w<w+1,
2-w=w<w-2,
(w+1)* =w® <@t
olacak. Aslinda:

*Veya Sonsuz Kiime Aksiyomu [16].
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e 1+ w toplami,
(0,0,1,2,3,...)

sirasinin ordinalidir, ama w + 1,
(0,1,2,3,...,0)
sirasinin ordinalidir.

e 2. w carpumi,
(0,1,0,1,0,1,...)

sirasinin ordinalidir, ama w - 2,
(0,1,2,3,...,0,1,2,3,...)
sirasimin ordinalidir; ayrica

2-w=2+24+24---,
w2=wt+tw=w+1+1+1+---

(8 numarali sayfaya bakn).
o (w+ 1) kuvveti,
(w+1)? (w+1)° (w+1)%,...)

dizisinin limitidir, ve

(w+1)?=(w+1) (w+1)
=(w+1) - w+(w+1)-1
=(w+l+w+l+w+l+--)+w+l
=(w+w+w+-)+tw+1
=w?+w+1,
(w+1)?=(w+1)? (w+1)
= (@ +w+1)- (w+1)
=(w+w+1)-wt+wi+w+l1
=(WHwtl+w’+w+l+w’+- )+’ +w+1

= (W 4w+ )+ai+wt1
:w3+w2—|—w+1,
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ve genelde
(W+D" =" +w" '+ w1
Ayrica her pozitif a ordinali igin 6yle bir ¢ dogal sayisi, ve ag, ..., ag
ordinalleri, ve ag, ..., ag pozitif dogal sayilar1 vardir ki
Qg > > oy, a=w ag+ -+ W ap

Burada w® - ag 4 - -+ + w** - a4 ifadesi, a ordinalinin Cantor normal
bicimidir (Cantor normal form). Her pozitif ordinalin tek bir Cantor
normal bi¢imi vardir. Bundan hesaplama kurallar1 tiireyebilir.

1.3 Kiimeler ve Siniflar

Her topluluk, bir kiime degildir. Ornegin 6yle bir R toplulugu vardir ki
her elemani bir kiime, ama bu kiime, kendisinin elemani degildir. Yani

R={z:z ¢ z}.

Burada z degigkeni her zaman bir kiime olacak. Simdi a bir kiime olsun.
Eger a € a ise, 0 zaman a ¢ R, dolayisiyla a # R. Eger a ¢ a ise, o zaman
a € R, dolayisiyla a # R. Her durumda R toplulugu, a kiimesi degildir.
Yani R, bir kiime degildir. Bu teoreme Russell Paradoksu denir [20].

Elemanlar1 kiime olan bazi topluluklar, simif olacak. Her kiime, bir sinif-
tir, ancak bazi siniflar, kiime degildir. Mesela yukaridaki gibi {z: = ¢ x}
toplulugu, bir siniftir, ama gosterdigimiz gibi kiime degildir. Tanima gore

her sinif,
{z: o(2)}

bi¢iminde yazilabilir. Burada ¢(z), kiimeler kuraminin mantiginda bir
formiildiir. Eger a bir kiimeyse, o zaman ¢(a) ifadesi, bir ciimledir.
Her ciimle, ya dogru ya yanhgtir. Bir {z: ¢(z)} simfinin elemanlari, ¢(a)
climesini dogru yapan a kiimeleridir. Bu sif, p(z) formiili tarafindan
tanimlanir.

Bir ¢(x) formiiliiniin bir ve tek bir serbest degiskeni vardir, ve bu de-
gisken, x olur. Ancak bir formiiliin birden fazla serbest degiskeni olabilir.
Ornegin

Vz(z€x & z€y)
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ifadesi, bir formiildiir, ve serbest degigkenleri, z ile y olur. Bu formdiilde z,
baglantili degiskendir. Formiil, kiimelerin egitlik bagintisini tanimlar.
Yani a ile b kiimeleri birbirine esittir, ancak ve ancak

Vz(z €ae z€b),

yani elemanlar: aymdir. Kiime olmayan bir siifin oldugunu kanitlarken,
bu kurali kullandik. Yukaridaki Vz (z € x & z € y) formiiliiniin yerine

r=y

ifadesini yazariz. O halde bir {z: x = 2z} smufi vardir, ve bu sif, tiim
kiimelerin sinifidir. Bu siif, evrensel siiftir (universal class), ve iga-
reti,

v

olacak. Ayrica a bir kiimeyse, o zaman bir {z: z € a} smufi vardir, ama
bu smif, a kiimenin kendisidir, yani

a={z:z€a}.
Oyleyse, dedigimiz gibi, her kiime, bir smiftar.
Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmadan w toplulugunun siif oldugu apagik
degildir, ama sinif olacaktir. Ondan sonra Sonsuzluk Aksiyomu, 3z z = w
biciminde olabilecektir.

Aslinda w siifi bir kiime oldugundan, Yerlestirme Aksiyomuna (Rep-
lacement Axiom)* gére {y: Iz (z € w Ay = w + )} suufl, bir kiime
olacaktir. Bu kiime

{w+2z:2ew}

olarak yazlabilir. Bilesim Aksiyomuna (Union Axiom [28]) gore bu
kiimenin

U{w+x:x€w} veya U(w+a:)

reEW

bilegimi de bir kiimedir; tanima gore bu bilegim, w + w toplamidir.

*Skolem [22], 1922 yilinda bu aksiyomu tavsiye etti; ayni yilda Fraenkel, benzer
bir aksiyomu tavsiye etmig. Ayrica Cantor’a [4, p. 114] bakin.
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Kiimelerden olugturulmus bazi topluluklar, sinif degildir. Bu sonug, G6-
del’in Eksiklik Teoremi (Gddel’s Incompleteness Theorem [11]) veya
Tarski’nin Dogrulugun Tanimlanamamas1 Teoremi (Tarski’s The-
orem on the Indefinability of Truth [23]) gibidir. Bu teoremlerin asil bi-
¢imleri, N toplulugu hakkindadir, ve bu bigimde teoremlerini kanitlamak
zordur. Fakat bu teoremler, V hakkinda yazilabilir; ve bu bigimde onlar:
kanitlamak daha kolaydir.

Tiim ordinallerin toplulugu, bir sinif olacak, ve bu sinifin igareti
ON

olacak. Aslinda bu sinif, bir a kiimesiyse, o zaman a € ON olurdu, yani
a € a olurdu; ama bir ordinal i¢in bu igcerme imkansizdir. Sonug olarak
ON, bir kiime degildir. Bu teorem, Burali-Forti Paradoksu [3] olarak
bilinir.

1.4 Kardinaller

ON smifinin bir siralamasi vardir, ve bu siralama, i¢erilmedir, yani €
ile gosterilen siralamadir. Se¢im Aksiyomuna (Axiom of Choice [28])
gore, her a kiimesinden bir 8 ordinaline giden bir esleme (yani bir birebir
orten gonderme) vardir. O halde

a~f

ifadesini yazalim, ve a ile 8 kiimelerine eglenik densin [16, s. 82]. Eger
a verilirse, ve a =~ ( kosulunu saglayan (8 ordinallerinin en kii¢ligi ~
(“kappa”) ise, o zaman &, a kiimesinin kardinalidir. Tiim kardinallerden
olusturulmus topluluk, bir sinif olacak, ve bu sinifin isareti

KN

olacak. En kiigiik sonsuz kardinal, w olur. ON smifindan KN sinifina
giden bir
£ Ne

gondermesi vardir. Burada

Ny =w ve a < fe N, < Ng,
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ve her sonsuz kardinal, bir « ordinali icin, X, bi¢imindedir. Iki kardinalin
kardinal toplami ve kardinal ¢arpimi vardir, ama

N, D Nﬁ =N, ® Nﬁ = Nmaks(a,,@)

Ayrical<k<wise N, Dk=k BN, =R, Rk =k N, = R,.

Genelde siyah harfler, siniflar1 gosterecek. Simdi A ile B, sinif olsun. Eger
A smifinin her elemani, B smifinin elemaniysa, o zaman A smifina B
smifinin altsinif (subclass of the class B) denir, ve

ACB

ifadesi yazilir. Bu durumda B smifi, A simifim kapsar (includes). Igerilme
(€) ve kapsanma (C) iligkileri, birbirinden tamamen farklidr.

Ayirma Aksiyomuna (Separation Axiom [28|) gore, her kiimenin her
altsimifl, bir kiimedir. Simdi, eger ¢(x) bir formiil ise, ve a bir kiimeyse,
o zaman Gyle bir sinif vardir ki her elemani, hem a kiimesinin elemanidir,
hem de ¢(x) formiiliini saglar. Bu simf,

{z €a:p(x)}

olarak yazilir. Ayirma Aksiyomuna gore, bu siif, bir kiimedir. O zaman
bu kiime, a kiimesinin bir altkiimesidir (a subset of the set a).

Bir a kiimesinin tiim altkiimeleri, bir sinif olugturur. Bu sinif, a kiimesinin
kuvvet smifidir (power class), ve

Z(a)

olarak yazilir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomuna (Power Set Axiom [28])
gore, bu sinif, her zaman bir kiimedir. Cantor’un Teoremine* gore, her
kiimenin kuvvet kiimesi, kiimeden kesinlikle daha biiyiiktiir, yani kardi-
nali daha biiyiiktiir. Bu teorem,

a< Z(a)

ifadesiyle sOylenir.

*Levy’ye [13] gore Cantor, bu teoremi 1892 yilinda yayimladi.

10
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Eger a ile b, iki kiimeyse, o zaman a kiimesinden b kiimesine giden gon-
dermeler toplulugu, bir kiimedir, ve bu kiime

“b

olarak yazilabilir. O zaman 2 =~ Z(a). Eger & ile A, iki kardinal ise,
tanima gore

HA

kuvveti, Ak kiimesinin kardinalidir. Eger 2 < k < A ise, 0 zaman
2)\ < K})\ < (2&)/\ — 2/1'/\ — 2/\,
ozel olarak k* = 2.

Simdi Z, tamsayilar toplulugu olsun. O zaman Z =~ w, ¢iinki tamsayi-
lar, sonsuz bir

0,1,-1,2,-2,3,-3,4, ...

listesinde yazilabilir. Ayrica her tamsay1, w kiimesinin elemanlar1 gibi, bir
kiime olarak diigiiniilebilir. Bunu géstermek igin, eger a ile b, herhangi iki
kiimeyse, o zaman

(a,b)

sirali ikilisi (ordered pair), {{a},{a,b}} kiimesi olarak tammlamr.* O
zaman n € w ve n > 0 ise, o zaman —n tamsayist, (0,n) olarak tanimla-
nabilir.

Bagka yontemle Z toplulugunun her r elemanini,
{(z,y) ewxw:x=y+r}

olarak tanimlanabiliriz. Bu tanima gére Z toplulugunun her elemani, bir
denklik sinifidir. Ashnda w x w carpiminda 6yle bir £ denklik ba-
gintis1 vardir ki

(a,b) E (¢,d) & a+d=b+c,

ve Z toplulugu, (w x w)/E boliimi olarak tanimlanabilir.

Oyleyse Z toplulugu, bir simftir. O zaman Yerlestirme Aksiyomuna gore
Z, bir kiime olmali, ¢linkii Z ~ w.

*Bu, Kuratowski’nin tanmmidir [12]. Daha énce, Wiener [27] daha karmagik bir
tanim verdi.

11
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Benzer gekilde Q kesirli sayilar toplulugu, dyle bir (ZxZ)/F bolimiidiir
ki
(a,b) F (¢,d) < ad = be.

Ashinda Q = w, ¢iinkii kesirli sayilar, agagidaki “Stern—Brocot agact”
olarak, ve ondan sonra bir liste olarak, yazilabilir.

A NEVAN
\ o/ /\/\

W
wln

f |

Simdi R, gercgel sayilar toplulugu olsun. Her kesirli sayi, gercel sayi
olarak diigiiniilebilir. Ayrica her iki farkli gergel sayimin arasinda bir kesirli
say1 vardir. O zaman R toplulugundan & (Q) kuvvet kiimesine giden 6yle
bir h gondermesi vardir ki her a gergel sayisi igin

hia) ={z € Q: z < a},

ve bu génderme, birebirdir. Oyleyse a sayisi, h(a) kiimesi olarak diisiinii-
lebilir, ve R, bir kiimedir. Ayrica

R Z(Q) ~ Z(w) ve Z(w) xR

(S [e8]
N[}
Ll
wlut
(SIS

=
NI
(SN
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Ornegin
P(w) ~ 2
¢linkdi “2 kiimesinden &2 (w) kiimesine giden bir
f=A{zew: f(z) =1}
eslemesi vardir, ve ayrica ©2 kiimesinden R kiimesine giden bir birebir

2 f(k
fHZ 3k+(1)

k=0

géndermesi vardir. Sonug olarak, Schréder—Bernstein Teoremine gore
R~ Z(w),
¢iinkii bu teoreme gore tiim a ile b kiimeleri icin

axb<ga=a=b

Simdi Cantor'un Teoreminden w < R. Ozel olarak Gyle bir a olacak
ki >0 ve R ~ N,. Ama « ordinalinin 1 olup olmadigini bilmiyo-
ruz. Kontinii Hipotezine (Continuum Hypothesis) gére o = 1, yani
w < a < Pw) ise a ® w. Genellegtirilmis Kontinii Hipote-
zine (Generalized Continuum Hypothesis) gore her sonsuz b kiimesi igin
bxc=< Z(b)ise b= ec.

Secim Aksiyomu hari¢ kiimeler kuraminin kullanacagimiz aksiyomlari,
Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir. Ashinda Zermelo'nun verdigi aksiyom-
lar [28], asagidadir.

I. Uzama (22 numarali sayfada).
II. Temel Kiimeler (Elementary Sets): @, {a}, ve {a, b} topluluklar,
kiimedir.
ITI. Ayirma (10 numaral sayfada).
IV. Kuvvet Kiimesi (10 numaral sayfada).
V. Bilegim (8 numarali sayfada).
VI. Se¢im (9 numaral sayfada).
VII. Sonsuzluk (5 numaral sayfada).

13
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(4 numarali sayfadaki Bitigtirme Aksiyomumuz, Zermelo'nun II. ve V.
aksiyomlar:1 tarafindan gerektirilir. Ters olarak Bitistirme ve Bog Kiime
Aksiyomlarimiz, Zermelo'nun II. aksiyomunu gerektirir.) Sonra iki aksi-
yom daha verildi:

VIII. Yerlegtirme (8 numaral sayfada).
IX. Temellendirme (Foundation [22]): Her bog olmayan a kiimesinin
Oyle bir b eleman1 vardir ki a Nb = & (25 numarah sayfaya bakin).

[V ile VII-IX numaral aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel Aksiyomla-
ridir.

Birkag tane kisaltmalar kullanilir:

AC = Segim Aksiyomu,
ZF = Zermelo—Fraenkel Aksiyomlari,

ZFC = Zermelo—Fraenkel Aksiyomlariyla Segim Aksiyomu,
KH = Kontinii Hipotezi,

GKH = Genellegtirilmis Kontinii Hipotezi.

O zaman
ZFC = 7ZF + AC.

Godel’in kamitladig1 teoreme gore ZF tutarliysa (yani ondan bir geligki
gikmazsa), o zaman ZFC aksiyomlar1 da tutarlidir, ve ayrica ZFC aksi-
yomlariyla GKH tutarlidir |9, 10]. Sierpinski [21],

ZF + GKH = AC

gerektirmesinin gosterdi.* Cohen’in [5] kanitladig: teoreme gére ZF tutar-
liysa, o zaman ZF 4+ —-AC aksiyomlar1 da tutarlidir, ve ayrica ZFC+-KH
tutarhdir. Sierpinski’nin teoremi, agagidaki 101 numarali teorem olacak-
tir; Godel'in ve Cohen’in teoremlerini kanitlamayacagiz.

*Sierpinski’ye gore 1926 yilinda Lindenbaum ve Tarski, bu gerektirmesini ilan et-
tiler, ama kanitini vermediler.
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2 Mantik

2.1 Formiiller

Formiillerde kullanacagimiz simgelerin birkag tane tiirii vardir:

1) degigkenler (variables): z, y, x, ...; xg, T1, T2, .. .;
2) sabitler (constants): a, b, ¢, ...; ag, a1, az, ...;*
3) ikili baglayicilar (binary connectives): A, V, =, <

) bir birli baglayici (singulary connective): —;
niceleyiciler (quantifiers): 3, V;
);
s

H~

5)
6) ayraclar (parentheses, brackets): (,
7) bir yiiklem (predicate): € (epsilon).

Bir terim (term), ya degigken ya da sabittir. Eger ¢ ile u, iki terim ise, o
zaman
teu

ifadesi, bir boliinemeyen formiildiir (atomic formula). Genelde for-
miillerin tanimi, 6zyinelidir:

1. Bdliinemeyen bir formiil, bir formiildiir.
2. Eger ¢, bir formiil ise, o zaman

2

ifadesi de bir formildiir.

*Bilinen degerler i¢in Latin alfabesinin baglangicindan harflerin kullaniligi, ve bi-
linmeyen degerler igin Latin alfabesinin sonundan harflerin kullaniligi, Descartes’te [7]
goriinir.

tBazen = ile < oklarinin yerine — ile <+ igaretleri yazilir. Bunlari kalemle yazmak
daha kolaydir. Ama bu notlarda, F': A — B ifadesi, F' gondermesinin A smifindan
B smifina gittiginin anlamina gelecek. Asagidaki 36 numaral sayfaya bakin.

fYukaridaki 4 numaral sayfadaki dipnota bakin.
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3. Eger ¢ ile 1, iki formiil ise, o zaman

(e AY), (o V), (o =), (p & 1)

ifadeleri de, formiildiir.
4. Eger ¢ bir formiil ise, ve x bir degigken ise, o zaman

Jx o, Vo

ifadeleri de formiildir.
Formiillerin her tiirtiniin adi vardir:

- formiilii, bir degillemedir (negation).

(¢ A1) formiilii, bir birlesme veya tiimel evetlemedir (conjunc-
tion).

(¢ V1) formiilii, bir ayrilma veya tikel evetlemedir (disjunction).
(¢ = @) formiilii, bir gerektirme (implication).

(¢ < ) formiilii, bir denkliktir (equivalence).

3z ¢ formili, bir 6rneklemedir (instantiation).

7. Va ¢ formiilii, bir genellegtirmedir (generalization).

N =

ST

Bu tiirlerin adlari, ¢gok 6nemli degildir. Fakat asagidaki teorem ¢ok 6nem-
lidir.

Teorem 1. Her formiilin tek bir sekilde tek bir tird vardar.

Mesela ayni formiil, hem gerektirme, hem 6rnekleme olamaz: 3z (¢ = )
formiilii, gerektirme degil, 6rneklemedir; (3z ¢ = 1) formiilii, 6rnekleme
degil, gerektirmedir.

Ayrica (o A (¥ A 0)) formiilii, tek bir gekilde birlegmedir. Ashinda sadece
@ ile (¥ A 6) formiillerinin birlesmesidir. Eger A harfi, ¢ A (¢ ifadesini
gosterirse ve B harfi, ) ifadesini gosterirse, o zaman (A A B) ifadesi,
(¢ A (¢ A 0)) formiiliinii gosterir; ama tanima gore bu formiil, A ile B
ifadelerinin birlesmesi degildir, ¢linkii A ile B ifadeleri (yani A ile B
tarafindan gosterilen ifadeler), formil degildir.

Teoremi kanitlamayacagiz. Fakat teoremi kullanarak agagidaki 6zyineli
tanimi yapabiliriz. Bir degigkenin bir formiilde birkag tane gegisi (occur-
rence) olabilir. Mesela Vz (z € y < z € z) formiiliinde z degigkeninin {ig
tane gegigi vardir (ve y ile z degigkenlerinin birer gegigi vardir).
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1. Boliinemeyen bir formiilde bir degiskenin her gecisi, serbest bir
gecistir.

2. Bir degigkenin ¢ formiiliindeki her serbest gecisi, =@, (¢ * ¥), ve
(¢ * @) formiillerinde de serbesttir. (Burada = isareti, herhangi bir
ikili baglayicidir.)

3. Eger z ile y, iki farkl degisken ise, o zaman x degiskeninin ¢ formii-
liinde her serbest gegisi, Jy ¢ ile Yy ¢ formiillerinde de serbesttir.

4. Jz ¢ ile Vo ¢ formiillerinde x degiskeninin hig serbest gecisi yoktur.

Bir formiilde bir degigkenin serbest gecisi varsa, bu degigsken, formiiliin bir
serbest degiskenidir. Serbest degiskeni olmayan bir formiil, bir ctim-
ledir. Cilimleler igin o, 7, ve p gibi Yunan harflerini kullanacagiz.

2.2 Dogruluk ve Yanlishk

Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degiskeni x ise, o zaman formiil

o()

olarak yazilabilir. O halde a bir sabit ise, ve x degiskeninin ¢ formiiliindeki
her serbest gecisinin yerine a konulursa, ¢ikan ciimle

¢(a)

olarak yazilabilir. Simdi dogrulugu (truth) ve yanhghg: (falsehood)
tanimlayabiliriz:

1. Eger b kiimesi, a kiimesini igerirse, o zaman a € b ciimlesi dogrudur;
igermezse, yanligtir.

2. Eger o ciimlesi dogruysa, o zaman —o degillemesi yanligtir; o yanlhg
ise, =0 dogrudur.

3. Eger hem o hem 7 dogruysa, o zaman (o A7) birlesmesi de dogrudur;
o ile 7 ciimlelerinin biri yanhs ise, birlesmesi de yanlhsgtir.

4. Eger bir a kiimesi i¢in ¢(a) ciimlesi dogruysa, o zaman 3z ()
orneklemesi de dogrudur; hig 6yle bir a yoksa, 6rnekleme yanlhgtir.

5. (o0 V1) climlesi, =(—o A —7) climlesinin anlamina gelir, yani bu iki
climle ayni zamanda ya dogrudur, ya da yanhstir.

6. (0 = 7) ciimlesi, (o V 7) climlesinin anlamina gelir.
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7. (0 & 7) ciimlesi, ((o0 = 7) A (T = 0)) ciimlesinin anlamma gelir.
8. Vz () climlesi, =3z —p(z) ciimlesinin anlamma gelir.

Ozel olarak formiillerde V, =, <, ve V simgeleri gerekmez; sadece kolaylik
i¢in kullanacagiz. Ama (¢ = 7) climlesi dogrudur ancak ve ancak 7 dogru
veya o yanligtir; ve (0 < 7) climlesi dogrudur ancak ve ancak hem o hem
7 ya dogru ya yanhlgtir. Ayrica Vo ¢(z) dogrudur ancak ve ancak her a
kiimesi igin ¢(a) dogrudur.

Birkag tane kisaltma daha kullaniriz:

1. =t € u formiiliiniin yerine ¢ ¢ u ifadesini yazariz;

2. Bir (p * 1) formiiliintin en digtaki ayraglarini yazmayiz.

3. = ile & baglayicilarina gore A ile V baglayicilarina 6nceligi veririz:
Mesela ¢ A = x ifadesi, (¢ A ) = x formiiliiniin anlamina gelir.

4. p = ¥ = x ifadesi, ¢ = (¥ = x) formiiliiniin anlamma gelir.

Bir ¢ formiiliiniin serbest degiskenleri z ile y ise, o zaman formiil

o(,y)

olarak yazilabilir. O halde a ile b, iki sabit ise, ve x degigkeninin ¢ for-
miiliindeki her serbest gegiginin yerine a konulursa, ve benzer sekilde y
degiskeninin her serbest gegisinin yerine b konulursa, ¢ikan climle

¢(a,b)
olarak yazilabilir.

Genelde ¢ formiiliiniin serbest degigkenleri, bir & listesini olugturursa, o
zaman formiil

e (T)
olarak yazilabilir; ayrica

VT (), 37 (%)

cimleleri yazilabilir. Eger d, uzunlugun & listesinin uzunlugu olan bir
sabit listesiyse, o zaman

o(a)
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climlesi de ¢ikar. Eger o(Z) ile ¢(&), iki formiil ise, ve sadece dogrulugun
tanymana kullanarak

VI (p(Z) & ¥(7))

climlesinin dogrulugu kanitlanabilirse, o zaman ¢ ile ¢ birbirine (man-
tiga gore) denktir (logically equivalent). Oyleyse ¢ ile ¢ birbirine denk-
tir, ancak ve ancak her a sabit listesi i¢in, dogrulugun tanimina gére

p(@) < ¥(a)
ciimlesi dogrudur. Ornegin, yukaridaki tanimlara gore
© V1 denktir =(—¢p A =),

@ = 1 denktir ¢ V 9,
¢ < 1 denktir (¢ = ¢) A (¥ = o),

Va ¢ denktir ~3Jz —¢p.
Ama Jy Vo (p(z) = z € y) ile Ty Va (p(z) < z € y), denk degildir.
Teorem 2.

1. Her formiil, kendisine denktir.
2. Eger ¢ ile ¢ denk ise, o zaman 1 ile ¢ denktir.
3. Eger ¢ ile ¢ denk ise, ve ¢ ile x denk ise, o zaman @ ile x denktir.

Kamit. 1. 0 < o her zaman dogrudur.

2. 0 < 7 dogru olsun. O zaman hem o hem 7 ya dogru ya yanhstir.
Oyleyse hem 7 hem o ya dogru ya yanligtir; yani 7 < ¢ dogrudur.

3. 0 & 7 ve T < p dogru olsun. Eger o dogruysa, o zaman 7 dogru
olmali, ve sonug olarak p dogru olmali, dolayisiyla ¢ < p dogrudur.
Benzer gekilde o yanlig ise o < p tekrar dogrudur. O

Teorem 3.

1. ¢ = = x ile p Ay = x denktir.
2. Eger x degiskeni, ¢ formiiliinde serbest degilse, o zaman ¥z (p = 1)
ile o = Vx b denktir.

19



2 Mantik 6 Mayis 2013, saat 16:14

Kamit. 1. ¢ = 7 = p dogru olsun. Eger o A 7 climlesi de dogruysa, o
zaman hem o hem 7 dogrudur, ve sonug olarak 7 = p dogrudur, ve p
dogrudur. Yani ¢ A 7 = p dogrudur.

Tersi igin 0 A7 = p dogru olsun. O zaman o A 7 yanhg veya p dogrudur.
Yani o yanlig, veya 7 yanlig, veya p dogrudur. Eger ¢ dogruysa, o zaman
7 yanhg, veya p dogrudur, yani 7 = p dogrudur. Sonug olarak ¢ = 7 = p
dogrudur.

2. Vz (0 = ¢(x)) dogru olsun. O zaman her a i¢in ¢ = ¢(a) dogrudur.
Sonug olarak o dogruysa, o zaman her a i¢in ¢(a) dogrudur. Yani o =
Vo ¢(z) dogrudur.

Benzer gekilde o = Vz p(x) dogruysa Va (o = ¢(z)) dogrudur. O

2.3 Esitlik

Yukaridaki 8 numarali sayfada dedigimiz gibi
t=u

ifadesi, Vz (x € t & x € u) formiiliiniin kisaltmas: olarak kullanilabi-

lir. Burada z, herhangi bir degisken olabilir, ama ¢ ile u terimlerinden
farkli olmalidir. Ornegin x = y ifadesi, Vz (2 € © < 2 € y) formiiliiniin
kisaltmasidir, ama Vz (z € x < x € y) formiiliiniin kisaltmas:1 degildir.

Tanima gore
t = u denktir Vo (v € t © = € u).

O zaman
VeVy(x=y & Vz(z€ex e z€y)) (%)

ctimlesi dogrudur. Yani tiim a ile b kiimeleri i¢in
a=beVr(rcaszebd)

climlesi dogrudur. Bu ciimle, < simgesinin tanimina gore, iki ciimlenin
birlegsmesine denktir, ve bu ciimleler,

a=b=Vr(x€aszxecd), Ve(xr€asxzeb)=a=h.
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O zaman tiim a ile b kiimeleri i¢in, hem
Ve(reasxeb)=a=Db
dogrudur, hem de, 3 numarali teoreme gore, her ¢ kiimesi i¢gin,
a=bAc€a=cecbd

dogrudur.

Bizim igin, () ctimlesinin dogrulugu, bir tanimdir. Yani, simgesi € olan
icerilme bagintisi, temel bir bagintidir, ama esitlik bagintisi, yukaridaki
(*) ciimlesini saglayan bir = bagintisidir.

Teorem 4. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a=a, a=b=b=a, a=bAb=c=a=c
ctimleleri dogrudur.

Alistirma 1. Teoremi kanitlayin.

Teoreme gore esitlik bagintisy, déniiglii (reflexive), simetrik (symmet-
ric), ve gegisli (transitive) bir bagintidir, yani bir denklik bagintisidir
(equivalence relation).

Teoremin dolayisiyla a = bA b = ¢ climlesinin kisaltmasi olarak a = b = ¢
ifadesi yazilir; yani

a=>b=cdenktira=bAb=c.
Ik resmi aksiyomumuz su:
AKSIYOM 1 (Esitlik). Tdm a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a=bANacc=bec
ctimlesi dogrudur. Yani
VeVyVz(x=yAx €z=y€E z)

ctimlesi dogrudur.
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Bu aksiyomun bagka bigimleri vardir, mesela:

Tim a, b, ve ¢ kilmeleri igna=b=a€c=0bEc.
Tim a ile b kiimeleri igin Vz (a =b=a €z = b € z).
Tim a ile b kiimeleri igin Vz (a =bAa €z =b € x).
Tim a ile b kiimeleri i¢in ¢ = b= Vx (a € x = b € z).
VeVy (x=y=Vz(x €2z=yE€E2)).
VeVyVz(x=y=>x€2=y€E2).

ST @b

Alistirma 2. a = bAVz (a € © = b € x) ciimlesi, Esitlik Aksiyomundan
kanitlanabilir mi?

Teorem 5. Her ¢(x) tek serbest degiskenli formili i¢in

a=>bA¢(a) = @) (t)

ctimlesi dogrudur.

Kanat. Formiillerin 6zyineli tanmimi nedeni ile, timevarim kullanabiliriz.

1. Ilk olarak ¢ boliinemesin. Yani ¢(z), ya ¢ €  veya & € ¢ bigiminde
olsun. O zaman (}) ciimlesi, ya esitligin tamimindan, ya da Esitlik Aksi-
yomundan, dogrudur.

2. Eger ¢, ya ¢ ya da x ise, (f) dogru olsun. Simdi a = b A (¢(a) A x(a))
dogru olsun. O zaman hem a = b A ¢(a) hem a = b A x(a) dogru olmali.
Sonug olarak varsayimimizdan hem (b) hem x(b) dogru olmali, yani
¥(b) A x(b) dogru olmali. Oyleyse o, ¥ A x ise (1) dogrudur.

3. Son olarak, tiim ¢ igin ¢(x), ¥(x,c) ise, (1) dogru olsun. Simdi a =
b A Jy p(a,y) dogru olsun. O zaman bir ¢ i¢in a = b A p(a,c) dogru
olmali, dolayisiyla (b, ¢) dogru olmali. Sonug olarak 3y (b, y) dogrudur.
Oyleyse o(z), Iy ¢(x,y) ise () dogrudur. O

Kitaplarin ¢ogunda hem € hem =, temel bagintidir, ve yukaridaki 20
numarali sayfadaki (%) ciimlesi, tamim degil, Uzama Aksiyomudur*
(Axiom of Extensionality [28]). Bu kitaplarda her ¢(x) tek serbest degis-
kenli formiilii igin (f) climlesi, bir mantiksal aksiyomdir.

*Veya Kiime Egitligi Aksiyomu [16].
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2.4 Siniflar

Bir ¢(z) formiilii ve bir a kiimesi igin ¢(a) ciimlesi dogruysa a kiimesi,
() formiiliinii saglar (satisfies). O zaman ¢ formiiliinii saglayan kiime-
ler toplulugu vardir. Bu topluluk

{z: ()}

olarak yazilir, ve ona ¢ tarafindan tanimlanmg sinif (class defined
by ¢) denir.

Yukaridaki 15 numaral sayfadaki tanima goére bir degisken veya sabit,
bir terimdir. Daha kesinlikle bir kiime terimidir (set term). Simdi, eger
x degigkeni, ¢ formiiliiniin serbest bir degiskeniyse, ¢ formiiliinii

olarak yazariz. O zaman

ifadesi, bir simif terimi (class term) olacak. Siif terimlerini formiillerde
kullanabiliriz, ama simdilik, sadece € igaretinin saginda. Bir = degiskeni-
nin bir ¢(...y...) formiiliindeki serbest gegisi, bir

te{y:o(..y...)}

formiiliinde (hala) serbesttir. Eger = degiskeninin ¢(...z...) formiili-
niindeki her serbest gegiginin yerine a sabitini koyarsak ¢(...a...) for-
miilii gikar. Simdi tanima gore

a€{x: o(...x...)} denktir o(...a...).

Bir sabit veya bir {x: ¢(z)} siuf terimi, kapali (closed) bir terimdir.
Kapali bir terim, bir kiimenin veya bir simfin adidir. A, B, C gibi bii-
yiik siyah harfleri kapal sinif terimleri olarak kullanacagiz. O zaman 20
numarali sayfadaki tanima gore
A = B denktirVz (z € A &z € B),
a = B denktir Vz (x € a & x € B),
B = a denktir a = B.
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Sonug olarak
a={z:z€a}.

Yani her kiime, bir sinifa egittir. Ama tersi yanhgtir; bildigimiz gibi baz
siniflar hicbir kiimeye esit degildir:

Teorem 6 (Russell Paradoksu [20]). {z: x ¢ x} sinfi, hichir kiimeye
esit degildir.

Kamit. Bu teoremi zaten 7 numaral sayfada kamitladik. Simdi bir kanit
daha verecegiz. x ¢ z formiilii tarafindan tamimlanmig siif, A olsun. O
zaman her b kiimesi i¢in

be Asbéb

dogrudur. O zaman Vz (x € A & x € b) climlesi yanhgtir. Esitligin
tanimina gére b # A. O

Simdi siif terimlerini € igsaretinin solunda kullanabiliriz, ama ¢ikan ciimle
dogru olacag i¢in smif terimi bir kiimeyi adlandirmali:

A € B denktir 3z (z = AAz € B).

Eger Vz (x € A = = € B) dogruysa, o zaman A, B smifinin altsimifidir
(subclass), ve A C B ifadesini yazarz. Yani

A C B denktirVz (zr € A=z € B).

Teorem 7.

1. Tim A ile B sinaflar igin
A =B denktirAC BANB C A.
2. Tim A, B, ve C simiflars igin
ACBABCC=ACC

ctimlesi (mantija gore) dogrudur.

Alistirma 3. Teoremi kanitlayin.
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2.5 Islemler

Siiflarla birkag tane ikili iglem vardir. Once

ANB={z:z€ ANz € B},
AUB={x:x€ AVz € B}.

Bunlar sirasiyla A ile B simiflarinin kesisimi (intersection) ve bilegimi
(union).

Teorem 8. Tim A, B, ve C stmflars i¢in

ANB=BnNA,
AUB=BUA,
AN(BNC)=(AnB)N
AU(BUC)=(AUuB)U
AN(BUC)=(ANB)U (A
AU(BNC)=(AuB)N(A

);

he
ue).

Kamit. r € ANz € B denktirx € BAz € A, vesaire. O

Ondan sonra
A~B={xz:z€ ANz ¢ B};

bu smif, A smfinim B smifindan farkidir (difference). O zaman
AAB=(A~A)U(B\ A);

bu sinif, A ile B simflarinin simetrik farkidir (symmetric difference).

7 numaral teorem sayesinde bir A C B A B C C climlesinin yerine
ACBCC

ifadesini yazabiliriz. Ornegin sonraki teoremi yazabiliriz.

Teorem 9. Tim A ile B sumiflars i¢in

ANBCACAUB, ANBCBCAUB.
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Alistirma 4. Teoremi kanitlayin.

Smiflarda bir birli iglem vardir:
A° = {22 ¢ A);
bu sinif, A sinifinin tiimleyenidir (complement).
Teorem 10 (De Morgan Kurallari*). Tim A ile B sinaflar igin
(AN B)° = A°U B¢, (AUB)° = A°n B°.
Alistirma 5. Teoremi kanitlayin.
Igerilme bagmtisii kullanarak birkac tane birli iglemi daha tanimlayabi-
liriz:
(NA={z:Vy(ye A=z ey},

UA:{m:EIy(xey/\yGA)},
PA)={z:Vy (yex=ye A}
={z:2C A}

bunlar sirasiyla A sinifinin kesisimi (intersection), bilegimi (union), ve
kuvvet smifidir (power class).

Teorem 11. Ejer a € B ise

(1Bcac| /B

Alistirma 6. Teoremi kanitlayin.

Son olarak 8 numarali sayfadaki gibi

V={x: 2=z},

*Aslinda bu kurallari, Augustus De Morgan’in (1806—71) eserlerinde bulamadim,
ama Venedikli Paulus’un (~1369-1429) eserlerinde [1, 31.35] buldum.

26



6 Mayis 2013, saat 16:14 2.5 Islemler

ve

& ={z: x #z},
{a} ={z: x = a},
{a,b} ={z:z=0aVa =0}
{a,b,c} ={z:z=aVe=bVz=c}

Buradaki @ siifi, bog simiftir.

Teorem 12.

Ne=V, Ue=2

Alistirma 7. Teoremi kanitlayin.*

Bu altbolumiin

AN B, A% 2,
14UB7 ﬂA7 V {(l},
A A B, UA’ ' {a, b},
A~ B, P(A), {a,b,c}

ifadeleri, sinsf terimidir. Her A veya B teriminin yerine bagka bir terimi
koyabiliriz. Zaten bu gekilde (A ~ B) U (B ~ A) gibi ifadeleri yazdik.
Fakat simdilik kii¢iik harfler haric, kiime terimlerimiz yoktur. Bu durum

hemen degisecek.

*Baz1 kitaplarda A bog ise [ A kesigimi tamimlanmaz. Ornegin [16, s. 51 & 285]

kaynagina bakin.
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3 Dogal Sayilar

3.1 Dogal sayilar kiimesi

Dogrulugun 17 numarali sayfadaki tanimina gore 3z « = a climlesi dogru
mudur? Yani 3z Yy (y € ¢ & y € a) climlesi dogru mudur? Eger bir b
kiimesi i¢in b = a ciimlesi, yani Yy (y € b & y € a) climlesi, dogruysa, o
zaman Jx r = a cimlesi de dogrudur. Aslinda 4 numarali teoreme gére
a = a ciimlesi dogru, degil mi? O halde 3z = = a climlesi dogru olmali.

Ama bu iddia pek dogru degildir. Bir a kiimesi varsa, o zaman Jz z = a
ciimlesi dogrudur. Bir kiime varsa, bu kiimeye a denilebilir, ve sonug
olarak Jx z = a climlesi dogru oluyor. Bu ana kadar hi¢ kesin bir kiimemiz
olmadi. Ama kiimeler olmali, ve birini zaten biliyoruz:

AKSIYOM 2 (Bos Kiime). @ bos sunaf, bir kiimedir:

Jz Vy (y ¢ z)

ctimlesi dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde & igareti, bir kiime terimidir. Bu ylizden {&} ve
{2, a} gibi simf terimlerini yazabiliriz. Bu terimler de, kiime terimi ola-
cak. Bog kiime gibi bilinen kiimelerden yeni kiimeler olugturulabilir:

AKSIYOM 3 (Bitigtirme). Tim a ile b kiimeleri i¢in a U {b} sinufi, bir
kiimedir:
VeVy JzVw (w ez werVw=y)

ctimlesi dogrudur.

Teorem 13 (Temel Kiimeler). Tim a ile b kiimeleri igin {a} ile {a,b}
sinaflar, kimedir:

Ve IyVz (z €y & 2z =1),
VeVydzVw (wezew=cVw=y)
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ctimleleri dogrudur.

Kamit. Bog Kiime ile Bitigtirme Aksiyomlarina gore {a} simfi, @ U {a}
kiimesine egittir, ve {a, b} simufi, {a} U {b} kiimesine egittir. O

Ozel olarak her a kiimesi i¢in aU{a} bir kiimedir. Bu son kiime, a’ olsun.
Yani her a kiimesi i¢in
a'=aU{a}

olsun. a’ kiimesi, a kiimesinin ardilidir (successor). Sik sik ardillary
alarak

@7 @l’ QII’ ®///7

kiime dizisini olugturabiliriz. Bu dizi,

o, {2}, {edel), {o{eh{s{o}}},
Yukaridaki 5 numaral sayfadaki gibi bu kiimeler,

0, L 2, 3,

dogal sayilar1 olacak. Elemanlar: tim dogal sayilar olan bir simif var
midir?

Dogal sayilarin toplulugunun iki 6zelligi vardir:

1. 0, bu topluluktadir.
2. Eger a, bu topluluktaysa, a U {a} kiimesi de, bu topluluktadir.

Bu 6zellikleri olan kidmeler, bir sinif olugturur. Yani
Q={z:0€xAVy (yex=yU{y}tex)}
esitligini saglayan bir € sinifi vardir.

Teorem 14.

1. 0NN
2. Eger a € (N ise, 0 zaman aU{a} € N .
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3. Eger a C(Q ise, ve a,
0€a, Ve (x €a=zU{z} €a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = [ Q.

Kamit. 1. Eger a € Q ise, 0 zaman 0 € a. Sonug olarak 0 € (] Q.

2. a € (| olsun. O zaman Q simifinin her b eleman i¢in a € b. Ayrica
b € Q yiiziinden Yy (y € b = y U {y} € b) climlesi dogrudur. O zaman
aU{a} € b olmali. Sonug olarak a U {a} € .

3. 0 €aveVe (r € a= zU{z} € a) dogru olsun. O zaman a € 2. Bu
ylizden 11 numarali teoreme gore (2 C a olmali. Eger ayrica a C [
ise, 0 zaman 7 numaral teoreme gore a = () €. O
Bu teoreme ragmen eger

Ac(e, 0c A, Vo (re€ A=aU{z}c A) (%)
ise A = () climlesini sonuglandiramiyoruz. Neden? Ciinkii 12 numaral

teoreme gore
o=V

(vani @ = V), ve Q smifinin bog olmadigin gimdilik bilmiyoruz. Bu
durumu hemen degistirebiliriz:

AKSIYOM 4 (Sonsuzluk). Q # 0, yani
Jz (0exAVy (ycx=yU{y}ca))

ctimlesi dogrudur.

Hala yukaridaki (%) satirimdaki varsayilarimdan A = [ ciimlesini so-
nucglandiramiyoruz. Neden? Bir tane aksiyomu daha kullanarak bunu so-
nuc¢landirabiliriz:

AKSIYOM 5 (Ayirma). Bir kimenin her altsinafi, bir kimedir, yani
her ¢(x) formdili igin

VeyVz (z €y e zexAp(z))

ctimlesi dogrudur.

30



6 Mayis 2013, saat 16:14 3.1 Dogal sayilar kiimesi

Simdi her a kiimesi ve ¢(x) formili i¢in {z: x € a A p(z)} smufi, bir
kiimedir, ve bu kiime
{r€a: p(x)}

olarak yazilir.

Teorem 15. Bir sinif bos degilse, kesisimi bir kiimedir.

Kanit. a € B olsun. 11 numarali teoreme gére (| B C a. Ayirma Aksiyo-
muna gore (| B kesigimi, bir kiime olmal. O

Ozel olarak
w = ﬂ Q

esitligini saglayan bir w kiimesi vardir. Bu kiimenin elemanlari, von Ne-
umann dogal sayilaridir. w isareti, yeni bir kiime terimidir. Bundan
sonra €2 smif terimini kullanmayacagiz.

Simdi 14 numaral teoremi agagidaki bigimde yazabiliriz:

1. 0 e w.
2. Eger a € w ise, o zaman da’ € w.
3. Eger a C w ise, ve a,

0€a, Vi (z €a= 12" €a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = w.

Ayrica her kiimeninki gibi w kiimesinin de her altsimifi, bir kiimedir. So-
nug olarak w kiimesinin baz 6zelliklerini tiimevarim (induction) yon-
temiyle kanitlayabilecegiz.

Aslinda bazen w kiimesinin iki 6zelligininin daha kullanilmas: gerekecek.
Vz x’ # 0 apagiktir. Ama k ile m, dogal sayilar ise, ve k' = m’ ise, k = m
esitligini elde etmek, biraz daha zor olacak.

Mimkiinse k' = m/ ama k # m olsun. O zaman k € m ve m € k olmal.
Bundan k € k ciimlesini sonuclandirmak istiyoruz.

Eger bir A sifi,

VeVy(rt € ANyex=yeA)
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ciimlesini saglarsa, o zaman A smifina gegisli (transitive) denir. Oyleyse
her gecisli sinifin her elemani, sinifin bir altkiimesidir de.

Teorem 16. w kimesinin her elemam, gegislidir.

Kanst. a, w kiimesinin gegigli elemanlar1 kiimesi olsun. Yani

a={zecw:VyVz(ycaxAhzey=z€ua)}
={rew:Vylycx=yCx)}

olsun. O zaman 0 € a. Ttdmevarim hipotezi olarak b € a olsun. ' € a
climlesinin dogrulugunu gosterecegiz. ¢ € b’ olsun. Ya ¢ € b ya da ¢ = b.
Eger ¢ € b ise, 0 zaman hipotezimize gore ¢ C b. Her durumda b C b'.
Oyleyse ¢ C V. Ama c, b’ kiimesinin herhangi bir elemanidir. Sonug olarak
b’ € a. Timevarimdan (yani 14 numarali teoremin 31 numarah sayfadaki
bi¢iminden) a = w. O

Teorem 17. w kimesi, gecislidir.

Alistirma 8. Teoremi kanitlayin.

Alistirma 9. {O, 1,{1}} kiimesinin gecisli oldugunu kanitlayin.

Teorem 18. w kiimesinin hicbir elemam, kendisini igermez.

Kanat. Tekrar tiimevarimi kullanacagiz. Clinkii bog kiimenin higbir ele-
mani yok, 0 ¢ 0. Simdi a € w ve a ¢ a olsun. Eger o’ € o’ ise, ya d' € a

va da a’ = a. Her durumda, gegen teoreme gore, a’ C a, dolayisiyla a € a
(¢linkii a € a’). Bu sonug, varsayimimizla geligir. O zaman o’ ¢ o’ olmali.

Tiimevarimdan kanitimiz bitti. O
Teorem 19. w kiimesinin tim k ile m elemanlar i¢in k' = m’ ise
k=m.

Kamit. Miimkiinse ¥’ = m/ ama k # m olsun. Dedigimiz gibi k € m ve
m € k olmali. 16 ile 18 numaral teoremlere gore k € k ve k ¢ k, bir
celigkidir. O

Simdi, 14 numarali teoremdekiler dahil, w kiimesinin bes tane &zelligi
vardir:
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.0cw.

SV (zew=2 €w).

Ve (zCwAOeExAVy (yez =y €)=z =w).
Ve (zew=12 #0).
VaVy(zewAyewAr =y =z =y).

St W N+

Bu ozelliklerin 6nemi, 1887 yilinda Dedekind [6, II, 971] tarafindan, ve
1889 yilinda Peano [17] tarafindan, fark edilmigtir. Sik sik Peano Aksi-
yomlari, bu 6zelliklere denir, ama Dedekind—Peano Aksiyomlar: de
kullanilabilir. Aslinda bizim i¢in aksiyomlar degil, teoremdirler.

Peano Aksiyomlarindan dogal sayilarin tiim 6zellikleri elde edilebilir. Me-
sela iyi siralama ozelligi elde edilebilir. Aslinda w, igerilme (€) bagintisi
tarafindan iyi siralanir. Ama bir baginti nedir?

3.2 Bagintilar

Herhangi a ile b kiimeleri i¢in {{a},{a,b}} kiimesi (a,b) sral ikilisi
(ordered pair) olarak yazilir. Yani*

(a,b) = {{a}, {a, b}}

Teorem 20. Tim a, b, ¢, ve d kiimeleri i¢in
(a,b) = (¢,d) ©a=cNb=d
ctimlesi dogrudur.

Alistirma 10. Teoremi kanitlayin.

Alstirma 11. {{a,1},{b,2}} = {{c,1},{d,2}} & a = ¢ A b= d ciimlesini
kanitlayin.t

*x numarali sayfadaki notta dedigimiz gibi bu tanmim, Kuratowski’nin [12] 1921
yilinda verdigi tanimdir.

THeijenoort’a |25, s. 224] gore bu climlede, Hausdorff’un 1914 yilinda verdigi sirali
ikili tanim bulunmustur.
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Alistirma 12. {{{a},O}, {{b}}} = {{{c},()}, {{d}}} Sa=cANb=d

ciimlesini kanitlaymn.*

Simdi her ikili p(z,y) formili igin

{z: dx Jy (Z = (z,y) A ga(x,y))}

sinifi,
{(@,9): ¢(z,y)}

olarak yazilabilir. Oyle bir siif, bir ikili bagintidir (binary relation).
Ornegin:

1. Igerilme bagmtisi, {(x,%): = € y} stmfidar.

2. Esitlik bagintisy, {(x,y): © = y} smfidur.

Aym gekilde, eger R, bir ikili bagintiysa, o zaman (z,y) € R formiiliiniin
kisaltmasi olarak x R y ifadesini yazariz, yani

z Ry denktir (z,y) € R.
R bagmtisinin ters bagintisi veya tersi (converse),
{(y,2): x Ry}
bagintisidir. Bu baginti, R olarak yazilir; yani
z R y denktir y R x.
A ile B, iki siif ise, o zaman tanima gore
AxB={(z,y): x€ ANy € B},

bu bagmnti, A ile B simflarimin ¢arpimidir (product). Eger R C A x B,
o zaman R, A smifindan B smifina giden bir bagintidir.

Smuflar arasindaki bir bagintinin kendisi, bir siniftir. Siral ikililerin ta-
nimi, simiflarla bagintilar: birlegtirir. Benzer sekilde Newton’un Agirhik

*Bu ciimlede, Wiener’in [27] 1914 yilinda verdigi sirali ikili tanim bulunmugtur.
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Kanunu, Ay’'in Yerin etrafinda doniisii ile nesnelerin yere diigiistinii bir-
legtirir.

Eger F,
VeVyVz(x FyAa F z=y=2z) )

ciimlesini saglayan bir ikili bagintiysa, o zaman

(1) F bagmtisina génderme denir;

(2) {z: Jy = F y} smfina F gondermesinin tanim smifi (domain)
denir;

(3) {y: 3z = F y} simfina F gondermesinin deger sinifi (range) de-

nir.*

Bu durumda z F' y formiiliiniin yerine
y=F(x)

ifadesini yazariz, ¢linkii @ F b dogruysa, o zaman b kiimesi, a kiimesi
tarafindan belirtilir. Buradaki F'(x) ifadesi, yeni bir kiime terimidir. O
zaman F'

x+— F(x)

olarak yazilabilir; yani

(= F(z)) = {(z,9): y = F(x)}.
Ornegin:

1. Her a kiimesi i¢in, « — a sabit gébnderme (constant function) vardir,
ozel olarak t — 0,z — 1, ...,z — W, ...

2. z — x, 6zdeslik gbndermesidir (identity function).

3. ¢ — 2/, ardil gbéndermesi (successor function) veya ardillamadir
(succession).

*Bu notlarda bir génderme, sadece () ciimlesini saglayan bir F ikili bagintisidir.
Fakat baz1 kaynaklarda (6rnegin [16, s. 70| kaynaginda) bir gonderme veya fonksiyon,
(1) (f) climlesini saglayan bir F' ikili bagintisy, (2) {y: 3z « F y} simfina esit bir A
simfl, ve (3) {y: 3z = F y} simfini kapsayan bir B smifi tarafindan olugturulmus bir
tigliidiir. O halde (agsagidaki 36 numarali sayfadaki gibi) F': A — B ifadesi yazilir.
Ayrica, B siifina gondermenin dejer sinafe (veya varis sinafi) denilebilir. Ingilizcede
codomain kullanilir. Ama buradaki B smifi, sadece F' sinifi tarafindan belirtilmez, ve
buna hicbir ad vermiyoruz.
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Eger F gondermesinin tanim simifi A ise, ve deger sinifini, bir B simifi
tarafindan kapsanirsa, o zaman

F:A— B

ifadesini yazariz. Yani bu ifade,

VeVy (x Fy=x € ANy € B)
AVz (z € A= Ty (z Fy))
AVeVyVz (x FyAa F z=y=z)

ctumlesinin kisaltmasidir.

3.3 Siralamalar

Siwralama (ordering),
Vr -z Rz, VeVyVz(x RyAyRz= 1z R z)

ciimlelerini saglayan bir R ikili bagintisidir. Ornegin yukaradaki 13 numa-
rali sayfada bahsedildigi ve agagidaki 73 numaral sayfada kanitlanacak
Schroder—Bernstein Teoremine gére < bagintisi, bir siralama olacaktir.
Ayrica

ACBdenktr ACBANA#B

olsun; o zaman C bagmtisi da, bir siralamadir.

Belki bir R bagmtisi, bir siralama degildir, ama bir A siifi i¢in
RN(AxA)

kesigimi, bir siralama olabilir. O zaman A, R tarafindan siralanir. Orne-
gin €, siralama degil; ama 16 ile 18 numarali teoremlere gore € bagintisi
w kiimesini siralar.

Eger A smifi, R tarafindan siralanirsa, ve iistelik
VeVy(r€e ANye ANzc#y=2RyVyRx)

dogruysa, o zaman R, A smifinin bir dogrusal (linear) siralamasidir.
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Teorem 21. € bagintisy, her dogal sayinin dogrusal siralamasidar.
Alistirma 13. Teoremi kanitlayin.
Eger R, A smifinin dogrusal siralamasiysa, ve iistelik A sinifinin her bog

olmayan b altkiimesinin R siralamasina gore en kiigiik (least) eleman:
varsa, yani

Y (xQA/\x;éO:EIy(yEx/\Vz(ZEx\{y}ész)))

dogruysa, o zaman A, R tarafindan iyi siralanmir (well-ordered).
Teorem 22. € bagintisy, her dogal sayinin iyi siralamasidar.
Alistirma 14. Teoremi kanitlayin.

Teorem 23. w kimesinde € ile C, ayni bagintidir, yani
VeVy (zewhycw= (reyszCy))

dogrudur.

Kanit. k ile m, dogal sayilar olsun. 16 ile 18 numarali teoremlere gore
k€mise k Cm.

Simdi & C m olsun. Onceki teoreme gére m ~ k farkinn en kiiciik £
eleman1 vardir. O zaman £ € m, dolaysiyla £ C m. Ayrica a € £ ise a € k
olmali (¢iinkli @ € m, ama igerilmeye gore ¢, m ~\ k farkinin en kiiciik
elemamdir). Oyleyse £ C k. Ama b € k ise b € m, dolayisiyla £ € b veya
¢ =bveyabc (. Ancak £ ¢ b ve { # b (giinkii b C k ve £ ¢ k). Oyleyse
b € £. Sonug olarak k£ C /. Fakat ¢/ C k. O zaman k = /¢, dolayisiyla
ke m. O

Teorem 24. w, icerilme tarafindan iyi siralanar.

Kamit. w kiimesinde m ¢ k ve m # k olsun. Yani (6nceki teoremi kulla-
narak) m ¢ k olsun. O zaman m \ k farkinin en kiiciik ¢ eleman: vardur.
Gegen kanittaki gibi £ C k, yani £ € k veya £ = k. Fakat ¢ ¢ k. Sonug ola-
rak ¢ = k, dolaysiyla k € m. Oyleyse icerilme, w kiimesinin bir dogrusal
siralamasidir.
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Ayrica a C w ve n € a ise, ya n a kiimesinin en kiiglik elemanmidir, ya da
n N a kesigimi bog degildir. Son durumda bu kesigimin en kii¢iik elemani
vardir, ve bu eleman, a kiimesinin en kiigiik elemanidir. O]

3.4 Ordinaller
Onceki iki teoremin kanitlari, dogal sayilarin sadece gegislilik ve iyi sira-

lama 6zelliklerini kullanmaktadir. Bir ordinal,

1) gegisli ve
2) € tarafindan iyi siralanmig

bir kiimedir. Ordinaller,
ON

sinifini olugturur. O zaman 16 ve 22 numarali teoremlere gore
w C ON.

Ustelik 17 ve 24 numarali teoremlere gére
w € ON.

Dolayisiyla w’ € ON.

Teorem 25. Her ordinalin ardili, bir ordinaldir.

Alistirma 15. Teoremi kanitlayin.

Teorem 26. ON sinifinda € ve C, ayme bagintidar.

Alistirma 16. 23 numarali teoremin kanitini kullanarak bu teoremi kanitlayin.
Teorem 27 (Burali-Forti Paradoksu [3]). ON gegislidir, ve € tarafindan

i swralanar.

Kamit. « bir ordinal olsun, ve 8 € a olsun. O zaman § C «. Bu durumda
B, € tarafindan iyi siralanir. Simdi v € 5 olsun. O zaman v € «, dolay-
siylay C . O zaman § € 7y ise § € a. a, € tarafindan iyi siralandigindan,
6 € B, ¢linkii 3, v, ve §, hepsi a kiimesindedir, ve § € v, ve v € 3. Kisaca
0 €v=9¢€f,yani v C 5. Ama ~, 5 kiimesinin herhangi bir elemamdir.
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Oyleyse 3, gecislidir. Sonug olarak 3, bir ordinaldir. Ama /3, o ordinalinin
herhangi bir elemanmdir. O zaman o« C ON. Ve a, herhangi bir ordinaldir.
Oyleyse ON gecislidir.

Ordinaller smifinin € tarafindan iyi siralandigr kanit, 24 numarali teore-
min kanit1 ile aynidir. U

g numarali sayfada dedigimiz gibi ON bir kiime olsaydi, ON € ON, ki
bu sagmadir (¢iinkiit ON simifinda € doniigsiizdiir).

a, B, 7, 9, 0, ve ¢ kiigiik Yunan harfleri, her zaman ordinal sabit olacaktir.

Yani
a € ON,
vesaire. Ayrica 26 numarali teorem sayesinde « € 8 veya a C 3 formiilii-
niin yerine
a<p
ifadesini yazabiliriz. ¢ Yunan harfi, ordinal degisken olacaktir. Ozel ola-
rak
{6 7(&)} = {o: = € ON A p(a)}.
Teorem 28. o/ = min{¢: a < &}, yani her ordinal i¢in daha biyik
ordinaller sinifinin en kiiciik elemans, ordinalin ardilidr.

Alistirma 17. Teoremi kanitlayin.

Eger « bos veya ardil degilse, ve 8 € « ise, o zaman ' < « olmalidir. Bu
durumda, « ordinaline limit denir. Ornegin w, bir limittir.

Teorem 29. w, hem limit olmayan hem limit icermeyen ordinaller si-
nifedir. Yani

w={&:(E=0VIy =AYz (z€€&=2=0VIyy =2)}. (1)

Kamit. Tiimevarmmla her dogal say1, ne limittir ne limit icerir. Ote yan-
dan, eger o’ ardili, hi¢ limit igermezse, o zaman « ordinal de, hig limit
icermez. Oyleyse en kiiciik limit olmayan, limit icermeyen, dogal say1
olmayan ordinal yoktur. O zaman hig 6yle ordinaller yoktur. O

Bu teoremin kamti, Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmaz, dolayisiyla (1)

esitligi, w smifinin tanimi olarak kullanilabilir. O halde 33 numarali say-
fadaki Peano Aksiyomlar: yeniden kanitlanmalidir.
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3.5 Ozyineleme

w kiimesinde toplama, bir ikili islem olacak, yani w x w ¢arpimindan
w kiimesine giden bir génderme. Bu iglem,

(v,y) = x+y

olarak yazilir. O zaman her k dogal sayisi1 i¢in bir z — k + z birli islemi
olacaktir. Bu iglemin 6zelliklerinden ikisi,

k+0=Fk, Vo (2 € w=k+a' = (k+z)) (8

olacaktir. Aslinda w kiimesindeki birli iglemlerden en ¢ok birinin bu
ozellikleri vardir. Ciinki f: w — w, f(0) = k, ve V2 (z € w =
f(@') = f(z)’) olsun. O zaman f(0) = k+ 0, ve f(m) = k+ m ise
f(m') = f(m) = (k+m) = k+m'. Tiimevarimla her n dogal sayisi i¢in
f(n)=k+n.

Neden w kiimesindeki birli iglemlerden en az birinin (§) satirindaki 6zel-
likleri vardir? k£ = 0 durumunda her n i¢in k£ +n = n olsun. O zaman
E+0=0,vek+m =m' = (k+m). Ustelik £ = ¢ durumunda (§)
satirmdaki gibi « — k + x iglemi varsa ¢/ +n = (£ 4+ n)’ olsun. O zaman
U4+0=0U(+0) =0 vel'+m' ={L+m') ={+m)" = (¢ +m). Yani
k = ¢ durumunda (§) satirindaki gibi z — k + z iglemi vardir.

Timevarimla w kiimesindeki her k i¢in (§) satirndaki gibi z — &k + «
isleminin oldugu sonucuna varabilir miyiz? Tiimevarimla bir kimenin w
kiimesine egit oldugu kamtlanabilir. Simdiki durumda hangi kiime, w
kiimesine egit olmalidir? Miimkiinse a, w kiimesinin Oyle k elemanlar
tarafindan olugturulsun ki (§) satirindaki 6zelliklerini saglayan bir iglem
olsun. O halde gosterdigimiz gibi ¢ = w olmalidir. Ama Gyle bir a kiimesi
var mudir? Hangi formiil, bu kiimeyi tamimlayabilir?

8 ve 46 numarali sayfalardaki Yerlestirme Aksiyomuna goére bir kiimede
birli bir islemin kendisi, bir kiimedir. O halde istedigimiz a kiimesi tanim-
lanabilir, dolayisiyla w kiimesindeki toplamanin kendisi tanimlanabilir.
Aslinda (§) satiridaki 6zellikleri, toplamanin 6zyineli tanimini (recur-
sive definition) saglar.
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Benzer gekilde her k dogal sayisi icin
k-0=0, Vi(zxew=k-2'=k-z+k) (M

ozellikleri olan x — k-z iglemi vardir. (Burada tabii ki k-x+k = (k-z)+k.)
Cinkii0-n=0ise 0-0=0ve 0-m' =0=04+0=0-m+ 0. Ayrica
istedigimiz gibi x + £ - x varsa £’ -n = £ -n + n olsun. O halde

O-m' =4-m'+m
=W -m+L)+m
=0-m+ (L+m)

=0-m+ {+m)
=0-m+(m+1)
=0-m+(m+1)
=-m+m)+0
=0l -m+/.

Ama burada toplamanin birlesme ve degigsme 6zelliklerini kullandik; bun-
lar kanitlanmalidir.

Buraya kadar gelmek igin tiimevarim yeter. Yani 33 numarali sayfadaki ilk
ii¢ Peano Aksiyomu yeter. Sayilar teorisinde, her pozitif n modiiliise gore
tamsayilar, bu aksiyomlar1 saglar. Yani eger bir a kiimesinin elemanlar:
tamsay1 ise, ve

=0 (mod n)

denkliginin a kiimesinden ¢6ziimii varsa, ve ayrica her ¢ tamsayisi i¢in
r=0=y=/{ (modn)
karagtirmasinin @ kiimesinden ¢Oziimil varsa, o zaman her k tamsayisi
igin
x=k (modn)

denkliginin a kiimesinden ¢6ziimii vardir. Ornegin p, bir asal say1 olsun.
O zaman
0P =0 (mod p),

ve
a?=a= (a+1)’=a+1 (mod p),
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¢iinkii

(a+1)P =a” +pa”" + (g)ap—2+~--+ (pr)aerpaJrl
=a’+1 (mod p).

Sonug olarak Fermat’nin Teoremi dogrudur, yani her p asal sayisi igin,
her a tamsayis1 igin*

a? =a (mod p).

Ayni sebeple tiim a, b, ¢, ve d tamsayilar: i¢in, her pozitif n sayisi i¢in
a=bAhc=d=a+c=b+dANa-c=b-d (modn).

Sadece tiimevarimi kullanarak (z,y) — 2 ikili tistel iglemi tamimlanabilir
mi? Ozyineli tanim varsa w kiimesindeki her & igin

KO =1, Vo (z € w= k" =k" k). an

Ozel olarak 0° = 1, ama n > 0 ise 0" = 0. Oyleyse 0 = n ama 0° # 0
(mod n). Ustel iglem igin tiimevarim yetmez.|

Teorem 30 (Ozyineleme [Recursion]). A, bir sinaf olsun, ve b € A ile
F: A— A olsun. O zaman w kiimesinden A sinifina giden

G(0) = b, Va (x cw=G(@)= F(G(x)))

ozellikleri olan bir ve tek bir G gondermesi vardar.

Kanit. Timevarimla en ¢ok bir G géndermesi vardir. En az biri varsa,
bagmti olarak, w x A ¢arpimimin altsimifidir, ve her (¢, d) elemam igin,

e ya (¢,d) = (0,b),
e ya da bir (k,c) elemamn i¢in, k' = ¢ ve F(c) = d.

*Gauss’a [8, 950] gore verdigimiz kamt, Euler’indir.
[18] makalesine bakin.
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Bu 6zelligi olan kiimeler vardir, mesela

(.0} {0.0.(LFO)} {©0.0).(0.FO). (2FFE))}.

Ozelligi olan kiimelerin olusturdugu smmf, C olsun. O zaman |J C, iste-
digimiz G gondermesi olacaktir. Bunu gostermek igin, tiim Peano Aksi-
yomlar1 kullanilmalidir.

Hemen {(0,b)} € C, dolayisiyla (0,b) € JC. Simdi (k,c) € |JC var-
sayilsm. O zaman C smifinin bir a elemam igin (k,¢) € a. O halde
aU{(K',F(c))} € C. Boylece (k', F(c)) € |JC. Tiimevarimla her k dogal
sayist igin A simifinin (k, ¢) € |J C igerilmesini saglayan ¢ eleman: vardir,
yani

{z: 3y (v,y) € JC} = w.
Simdi

{z: Yy Vz ((z,y) UC/\ x,z) UC:>y=z))}:w

esitligini kamitlayacagiz. Soldaki kiime, ag olsun. Eger (0,¢) € | JC ise, o
zaman C smifinin bir a elemani igin (0, e) € a, dolayisiyla e = b olmahdir,
ciinkii 0, ardil degildir. Oyleyse 0 € ag. Simdi k € ag olsun. Gosterdigimiz
gibi A smifinin bir ¢ elemam i¢in (k,¢) € JC ve (K, F(c)) € JC.
(k',d) € |J C varsayilsin. O zaman C simifinin bir a elemam igin (¥, d) €
a. O halde a kiimesinin bir (j,e) elemam igin ;7' = k' ve F(e) = d.
Bu durumda j = k olmalidir. Boylece (k,e) € |JC, dolayisiyla e = ¢ ve
d = F(c), ciinkii k € ag varsayilir. Oyleyse k' € ag. Tiimevarimla ag = w.

Sonug olarak | JC, w kiimesinden A simnifina giden bir G' géndermesidir.
C smifinin tanimindan G géndermesinin istedigimiz 6zellikleri vardir. [

Simdi, dogal sayilarda, (§), (), ve (||) satirlarindaki biitiin tanimlar ge-
cerlidir.
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4 Ordinaller

4.1 Ozyineleme

Dogal sayilarda, bir géndermenin 6zyineli taniminin iki tane pargasi var-
dir, biri 0 i¢in, biri ardillar i¢in. Ordinallerde {igiincii bir parga gerekir,
limitler igin.

Tiim « ordinalleri igin
a+0=a, a+p = (a+p) (*)

olacak. Ama [ limitse, a + § nedir? Mesela o + w nedir? Aslinda 30
numarali teoreme gore w kiimesinden ON siifina giden, (x) satirindaki
ozellikleri olan = +— a + = géndermesi vardir. Her n dogal sayisi igin,

a+n<a+w
esitsizligini isteriz. Yani o+ w, {y: Iz (z € w Ay = o+ 2)} siufinn {ist

siir1 olmahdir (siifin {ist sinir1 varsa). Bu smif, {« + 2: € w} olarak
yazilabilir.

Genelde F: A — B ve C C A ise
{y: I (v € CAF(@) = y))
siifi,
{F(z): z € C}, F|[C]
ifadelerinin biri olarak yazilabilir. Bu simif, C' simifinin F' altinda goériin-
tiistidiir. Bu durumda, F' gondermesi C' simifinda tanimlanir, ¢ilinki

C, F gondermesinin tanim sinifi tarafindan kapsanir. Eger F', C sinifinda
tammlanmazsa, F[C] ifadesini yazmayacagiz.
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w kiimesinin {a + z: ¢ € w} goriintiisiiniin iist smir1 varsa, en kiigiik
st sinir, yani supremumu, vardir (¢linki ON] iyi siralanir). Simdi (x)
satirindaki 6zelliklere gore

aCa+1Ca+2C---

Eger | J{a+ 2: ¢ € w} bir ordinalse, {o + z: € w} kiimesinin iist
smiridir, aslinda supremumudur.

Teorem 31. Elemanlar: ordinal olan her sinifin bilesimi, ya bir ordinal,
ya da ordinallerin sinifidar.

Kamit. A C ON olsun. b € |J A ise, A siifinin bir « elemani igin b € «,
dolayisiyla b C a ve onun icin b C |J A. Oyleyse |J A gecislidir. Ayrica,
ON smufi da gegigli oldugundan, | JA C ON, dolayisiyla |J A, € tara-
findan iyi siralamir. Oyleyse |J A ya bir ordinaldir, ya da kiime olmayan
bir smiftir. Tkinci durumda [ J A bilegiminin ON oldugunu gosterecegiz.
Eger [JA C ON ise 8 € ON ~\ |J A olsun. O zaman |JA C 3, ¢linkii
U A gegislidir (eger v € |JA ise v C |J A, dolaywsiyla 8 ¢ v ve v < ).
Bu durumda J A, bir kiimedir, dolayisiyla ordinaldir. O

Sonug olarak, eger A C ON ve [J A bir kiimeyse, o zaman bir ordinaldir;
degilse, ON smufidir. Simdi A bir kiimeyse, | J A bilegiminin bir kiime
oldugunu isteriz:

AKSIYOM 6 (Bilesim). Her kiimenin bilesimi, bir kiimedir:
Vo Iy Vz (z €y e Jw (w ez Az €w)).

Teorem 32. Ordinallerin olusturdugu her kiimenin bilesimi, kiimenin
supremumudur.

Kanat. a C ON olsun. Son teorem ve Bilegim Aksiyomuna gore | a, bir
a ordinalidir. O zaman «, a kiimesinin bir iist smridir. Eger 8 < «
ise, o zaman 3 € «, dolayisiyla a kiimesinin bir v elemani i¢in 8 € =,
yani < 7. Sonug olarak 3, a kiimesinin iist siir1 degildir. Oyleyse
a = sup(a). O

Simdi {a+ z: € w} gibi goriintiiler, kiime olsun:
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AKSIYOM 7 (Yerlestirme). Her gondermenin tanwm sinafinan altki-
mesinin gonderme altinda gorintisi, bir kimedir. Yani her ikili o(x,y)
formdilii i¢in

Yw (VxVsz (plz,y) Np(z,2) Ao e w=y = z)
= JzVy (yEz(:)Hx (wEw/\tp(ﬂc,y)))).

Simdi § ordinalinde z — « + = gondermesi tanimlanirsa {a + x: « € S}
goriintiisi, bir kiimedir. § limitse

a+ B =sup{a+¢: £ < B} ()

olsun. Bu kosul, (%) satirindaki kogullarla, ON simifinda z — « + z igle-
mesini tanimlayacaktir.

Teorem 33 (Timevarim). A C ON olsun. Ejer

1) 0€ A,
2) her o igina € A= o € A,
3) her « limiti igina CA=a € A

ise, o zaman A = ON.
Kamit. Hipotez altinda ON ~\ A farkinin en kiigiik elemani olamaz. O

Eger F: A — B ve C C A ise
FNn(CxB)=F|C

olsun. Bu F' | C gondermesi, F' géndermesinin C sinifina sinirlamasidir
(restriction).

Teorem 34 (Ozyineleme). A, bir sunaf olsun, veb€ A, F: A — A, ve
G: Z(A) = A olsun. O zaman ON sinifindan A sinafina giden

H(0) = b,
H(d) = F(H(a)),
o limit ise H(a) = G({H(£): £ < a})

ozellikleri olan bir ve tek bir H géndermesi vardar.
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Kanat. Tiimevarimla en ¢ok bir H gdndermesi vardir. Ciinkii H; gon-
dermesinin ve H géndermesinin 6zellikleri ayni olsun. O zaman

1) H.(0) =b= H(0);
) Hi(a) = H(a) ise

N

3) « limit ise ve Hy [ « = H | « ise
H,(a) = G(Hi[o]) = G(H|o]) = H(a).

30 numarali teoremin kanitindaki gibi bir C siifi igin H = |J C olacaktir.
Bu smifin tanimina gore her a elemani i¢in a € ON X A, ve a kiimesinin
her («, d) eleman igin,

e ya (a,d) = (0,b),

e ya da bir (3, ¢) eleman igin, 5’ = « ve F(c) = d,

e ya da « limit, ve a N (o X A) kesigimi, tanim kiimesi « olan bir f
gondermesi, ve G(f[a]) = d.

Eger | C bilegimi, tamim smifi ON olan bir génderme degilse, bir en
kii¢iik o icin

{z:xz€ AN (o, 2) EUC}

sinifinin ya hig eleman: yoktur ya da en az iki elemani vardir. O zaman
a # 0. Eger a = 3 ise, o zaman bir ¢ i¢in (8,¢) € |JC, dolaysiyla
(o, F(c)) € UC. Bu durumda eger (a,d) € |JC ise bir e i¢in d = F(e)
ve (B,e) € UC, dolayisiyla ¢ = e ve d = F(c) (¢linkil « en kiigiiktiir).
Oyleyse a ardil olamaz. Benzer sekilde o limit olamaz. Sonug olarak | J C
bilegimi, tanim smifi ON olan bir génderme olmalidir. Bu géndermenin,
tanimindan dolay: istedigimiz 6zellikleri vardir. O
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4.2 Toplama

Son teoreme gore her « igin (*) ve (}) satirlarindaki kogullar ON simifinda
2z +— a + z iglemini tanimlar. Yani

a+0=aq,
a+f =(a+p),
B limit = a + 8 =sup{a +&: £ < B}.

Ozel olarak
a+1=d.

O zaman
l+w=sup{l+z:zcw=w<w+1,

ve genelde 0 < n < w ise
n+w=w<w-+n.
Boylece ON smifinda toplama degismeli degildir.

Teorem 35. B <7y isea+ < a+7.

Kanat. v iizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1. v =0 ise, iddia dogrudur, ¢linkii higbir zaman 8 < 0 degildir.

2. v = ¢ durumda iddianin dogru oldugu varsayilsin. Eger 8 < ¢’ ise, o
zaman [ < §, dolayisiyla

at+tB<a+d<(a+d) =a+d.

3. 4 limit, v < § durumunda iddia dogru, ve 8 < § ise, 0 zaman 8 < 8’ <
6, dolayisiyla

a+pB<a+p <supla+E&)=a+d. O
£<0
Teorem 36. 0 < v ise f+a< v+ a.

Kanit. Simdi « lizerinden tiimevarim kullanacagiz. 8 < « olsun.

48



6 Mayis 2013, saat 16:14 4.2 Toplama

1. B+0=8<y=~v+0.
2. B+ a =7+ « ise tabii ki

Bto' =B+a)=(F+a)=y+d.
B+ a < v+ « ise, 28 numarali teoreme goére

Bt+ao =(B+a)<yta<(y+a)=y+ad.

3. 0 limit olsun, ve o < § ise, 8 4+ a < v + a olsun. O zaman

B+d=sup(B+&) <sup(y+&) =~+9. O
E<y E<y

Gordiiglimiiz gibi ayni zamanda § < v ama 4+« = v+ « olabilir, mesela
O<k<l<wisek+w=~0+w.

Teorem 37. Her a i¢in 0+ a = «.

Alistirma 18. Teoremi kanitlayin.

Teorem 38. a < [ ise
at+&=p4

denkleminin bir ve tek bir ¢éziimi vardwr. Yani a + x = 3 denkleminin
bir ve tek bir ordinal ¢dzimd vardir.

Kanit. 35 numarali teoreme gore denklemin en ¢ok bir ¢éziimi vardir. 36
ve 37 numarali teoremlere gore

atBz0+p=p

dolaywsiyla {¢: 8 < a + &} bog degildir (¢iinkii 8 elemanim igerir). En
kiiciik elemani, é olsun. Ug durum vardir.

1. 6 =0 ise
B<a+d=a,

dolayisiyla 8 = a = o + 0 (glinkii o < 8 da saglanir).
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2. § =~ ise a + v < 3, dolayisiyla

a+d=(a+7) <B, a+d=4
(¢linkii o + ¢ > 8 da saglanir).
3. 0 limit olsun. Eger v < § ise a + v < 8 olmahdir. O zaman

a+d=sup(a+¢&) < B, a+d =4 O
£<0

a < B durumunda a 4 € = § denkleminin ¢6ziimii igin
8 —«

ifadesi yazilabilir. Ornegin o/ — 1 = a.

Teorem 39. 5 limitse o+ § toplame da limittir.

Alistirma 19. Teoremi kanitlayin.

Teorem 4o0. Tim «, 3, ve v i¢in
at+(B+7)=(a+8)+7.

Kanat. v iizerinden tiimevarim kullanacagiz.

1. a+(B+0)=a+p=(a+pB)+0.

2. a+ (B+7) = (a+B)+vise

at+B+)=a+B+7) =(a+B+7))
=((@+B)+7) =(a+8)+7"

3. 0 limit olsun, ve v < d ise a«+ (8+7) = (o + ) + v olsun. Ama vy < ¢
ise

B+~ < B+, a+ (B+7) <a+(B+9).
Oyleyse
(a+B)+6=sup((a+B)+¢) :zg(a+(ﬂ+g)) <a+ (B+9).

£<6
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Ayrica, 39 numarali teoreme gére 8 + § limit oldugundan

a+(B+0)= sup (a+&).
€<p+o

Dahas1 0 < 8+ ¢ ise, bir v igin v < § ve 8 < f+ v (¢iinkii 8+ =
sup{B + &: £ < d}). O halde

sup (a+¢&) <sup(a+ (f+¢)) = (a+5) +4.
£<B+o £<s

Sonug olarak a+ (8 +d) = (o + 3) + 4. 0
Aslinda son teoremin kaniti, genel bir yontemin 6rnegidir. ON siifinda

r +— o+ z islemi,

1) B <y=F(pB) <F(),
2) « limitse F(y) = sup{F(§): £ <~}

kosullarini saglayan bir F' iglemidir. Bu tip herhangi bir igsleme normal
(normal) denir. Ik kogula gore F', kesin artan (strictly increasing) bir
gondermedir. O zaman ikinci kogula gore F, siireklidir (continuous).

Teorem 41. Eger 0 C a C ON wve sup(a) ¢ a, o zaman sup(a), bir
limattir.

Alistirma 20. Teoremi kanitlayin.

Teorem 42. F, ON sinsfinda normal bir islem olsun. Tim bos olmayan
ordinallerin olusturdugu a kiumeler: i¢cin

F(sup(a)) = sup(Fla)),
yani

F(supz) = sup F(x).

TEQ rEa
Kanat. sup(a) = § olsun. Eger 8 € a ise, F iglemi artan oldugundan

F(B) = sup F(x).

rea
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Simdi 8 ¢ a olsun. Son teoreme gore S bir limit olmalidir. Ayrica a C S,
dolayisiyla

sup(F[a]) < sup(F[f]) = F(B)

(¢linkli F siireklidir). Dahasi o« < 8 ise, a kiimesinin bir v elemani i¢in
a < 7, dolayisiyla

F(f8) = sup(F[B]) < sup(F([a])
(yine F siirekli oldugu igin). O
Bu teoremde a = 0 ise sup(F[a]) = sup(0) = 0, ama F normal olunca,
F(0) > 0 olabilir.
Bir ¢ limiti i¢in, eger
y<di=a+(B+y)=(a+pB)+v

ise, o zaman teoreme gore

a+ (B+8) =a+sup(B+E)
£<6

=sup(a+ (8 +¢)) =sup((a+ ) +&) = (a+5) +6,
£<6 £<s

¢iinkii  — o + x, normaldir.

4.3 Carpma

Her « i¢in ON smifinda z — « - x iglemi, tanimina gore,

a-0=0,
a-B’:a~ﬁ+a,
v limit = « -y =sup{a-£: £ <~}

kosullar saglar. Ozel olarak
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Ornegin
w-2=w-14+w=w+ w=sup(w+ x),
rew
2-w=sup(2-z) = w,
TEW
dolayisiyla

2-w<w-2.
Teorem 43. 0-aa=0vel -a=a.

Alistirma 21. Teoremi kanitlayin.

a > 1ise, £ = «- ¢ isleminin normal oldugunu kanitlayacagiz. Bu is-
lem kesin artan ise, tanimdan dolay: siireklidir, dolayisiyla normaldir. O
zaman 35 numarali teorem gibi bir teorem yeterli olacaktir, ¢iinkii 35
numarali teorem, genel bir yontem gosterir:

Teorem 44. Ejger F: ON — ON, ve tim « i¢in
F(a) < F(d),
ve limit olan tim [ ic¢in

F(B) =sup F(¢)
£<p

ise, o zaman F normaldir.

Alistirma 22. Teoremi kanitlayin.

Teorem 45. a > 1 ise & — a - & igslemi, normaldir.
Alistirma 23. Teoremi kanitlayin.

Teorem 46. - (B+7)=a-B+a-7.

Kanit. v = 0 durumunda kanit kolaydir. v = § durumunda iddia dog-
ruysa
a-(B+8)=a-(B+6)
=a-(f+0)+a
=(a-f+a-d)+a
=a-f+(a-0+a)
=a-B+a-d;
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boylece v = ¢’ durumunda iddia dogrudur. Son olarak ¢ limit, ve v < §
durumunda iddia dogru olsun. v = ¢ durumunu kanitlayacagiz. « = 0 ise
iddia kolaydir. a > 1 olsun. O zaman & — «a - £ ve & — - B+ & iglemleri
normal oldugundan

a-(B+0)=a-sup(B+E)
£<o

= sup(a- (B +¢))

£<6

=sup(a-f+a-§)
£<O

=a-f+supla-&) =a-f+a-d. O
£<0

Gordiigiimiiz gibi 2 - w < w 4 w, dolayisiyla
14+ - w<l-w+1-w.

Teorem 47. a- (8-7) = (a-B) 7.
Alistirma 24. Teoremi kanitlayin.
Teorem 48. < vise f-a<v-a.

Alistirma 25. Teoremi kanitlayin.

Simdi £ gibi 7, ordinal degigken olsun.
Teorem 49. 1 < « se
a-é+n=0An<a«
sisteminin bir ve tek bir ¢ézumi vardar.
Kanit. a- =218 =0 ve— «-§ artan oldugundan
{¢:a-e<ByCB,
dolaysiyla | J{¢&: o - € < B}, bir 4 ordinalidir. Béylece

v =sup{&: a-§ < B}
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Eger v € {£: a-& < B} ise a-y < B. Degilse v limit olmalidir, dolayisiyla

oy =sup(a-€) < B,
€<y

Simdi a-y+n =  denkleminin § ¢ozlimii vardir. Eger § > a ise a+& = §
denkleminin bir 8 ¢oziimi vardir, dolayisiyla

f=a-vy+d=a-v+a+0=a-7"+0,
v e{éa-£< By,
Y <,

ki bu imkénsizdir. Oyleyse § < a, ve (v, ), istedigimiz ¢oziimdiir. Benzer
sekilde bagka ¢6ziim yoktur, ¢iinkii

a-y+d=a-vy +6, Y<m

ise 4" < 71, dolayisiyla bir 6 i¢in

’}/_’_0:71’
a-vy+d=a-m+h=a-vy+a+a-0+4d,
d=a+t+a-0+0 > . O

4.4 Kuvvet alma

Her « i¢in, o > 0 ise, ON smnifinda =z — o” iglemi, tanimina gore,
a® = 1,
’
o’ =adf - q,

v limit = a7 = sup{a®: & < v}

kosullarini saglar. Ozel olarak

Ayrica, tanima gore,

00 =1, B>0=0°"=0.
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Oyleyse v limit ise 07 kuvveti, sup{0¢: & < v} degildir, ama
07 =sup{0°: 0 < £ < v}.

Teorem go. 1¢ =1.

Alistirma 26. Teoremi kanitlayin.

Teorem 51. a < § ise ¥ < [7.

Alistirma 27. Teoremi kanitlayin.

Teorem 52. o > 2 ise & — of islemi, normaldir.

Alistirma 28. Teoremi kanitlayin.

Teorem 53. o7 =af . o).

Alistirma 29. Teoremi kanitlayin.

Teorem g54. o’ = (o).

Alistirma 30. Teoremi kanitlayin.

Ilkokuldan bildigimiz gibi, eger 2 <t < w ve 1 < a < w ise, 0 zaman bir

n dogal sayisi i¢in, n + 1 tane ag, a1, ..., a, dogal sayisi igin
{ag,a1,...,a,} Ct, ag # 0,

ve
a=t"ay+t" a4+ +t"a,.

O zaman a sayisi,
apay . ..ap veya (apay ... an)t

olarak yazilabilir; bu ifade, a sayisimin ¢ tabaninda yazilimidir |15,
17. bol] (base-t numeral). 0 olan a; rakamlar (digits) gikartilirsa, w
kiimesinin bir m elemani i¢in, w kiimesinin

b0>b1>"'>bma {607617"'7cm}g{lv"'7t71}7

ve
a=1% co+t" e 4+t ey

56



6 Mayis 2013, saat 16:14 4.4 Kuvvet alma

kosullarini saglayan b; ve ¢; elemanlar1 vardir. Boylece a sayisi,

{(bo,CO), (bl,cl), ey (bm,cm)}

gondermesini belirtir. Gosterecegimiz gibi her 0 olmayan ordinal, b&yle
bir génderme belirtir.

Teorem 55. Ejer F, ON sinifinda kesin artan bir islemse, tim « ic¢in
a < F(a).
Kamit. a > F(«) ise, F kesin artan oldugundan F'(a) > F(F(«)), dola-

yisiyla {&: € > F(§)} smufinin en kiigiik elemani yoktur. ON iyi siralan-
mig oldugundan {£: £ > F (&)} siufi bog olmahdir. O

Ornegin a > 1 ise a® > B, dolayisiyla sonraki teorem kanitlanabilir.
Simdi € ve n gibi ¢, ordinal degisken olsun.

Teorem 56. « > 2 ise her 0 olmayan (8 i¢in
o n+C=BAn<ani<at
sisteminin bir ve tek bir (v,9,0) ¢ézimi vardir, ve ayrica v < S.

Alistirma 31. Teoremi kanitlayin.

Sonug olarak « > 1 ise, her 0 olmayan § igin
Yo=Y >,
ve
0 < dg < a, 0 <01 < a, el

ve
B=a" S+ -6+ --

kogullarim saglayan +; ve §; ordinalleri vardir. Ayrica, ON iyi siralanmig
oldugundan, kesin azalan (v,71,...) dizisi sona ermelidir. Yani bir n
dogal sayis1 igin

B=a" -6g+a" -6+ +a™ by,
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Buradaki {(v0,d0), (71,01), - - -, (9, 0r )} kilmesine, sonraki teoremde
Ba

ad1 verilecek.* Genel olarak bu kiimeyi tanmimlamak igin (yani £ +—
&q gondermesini tanmimlamak igin), 6zyinelemeyi 34 numaral teoremden
farkli bir sekilde kullanacagiz.

Teorem 57. Tanwm sinufi bir kiime olan her génderme bir kimedir.

Alistirma 32. Teoremi kanitlayin.

Herhangi A sinifi ve b kiimesi i¢in
17147
b kiimesinden A smifina giden géndermelerin sinifi olsun.
Alistirma 33. 22 (a) ~ *2 eslenikligini kanitlayin.
Teorem 58 (Ozyineleme). A bir sinaf olsun, ve
F:{z:Inxzec"A} - A
olsun.t O zaman ON siafindan A sinifina giden ve her o ordinali igin
G(a)=F(G | )
kosulunu saglayan bir ve tek bir G gondermesi vardar.
Kanat. Tanmim kiimesi bir ordinal olan, ve bu ordinalin tiim « elemanlar:
igin
g(a) = F(g | @)
kosulunu saglayan g gondermelerinin olusturdugu sinif, B olsun. Eger B
simifinin bir g elemaninin tanim kiimesi «, bir A elemaninin tanim kiimesi

B, ve a < B ise, o zaman
gCh

(neden?). Sonug olarak istedigimiz génderme, | J B (neden?). O

*Bu Bq ifadesi, benimdir; bagka kitaplarda gérmedim.
Hz: Inz € "A)} smufi, U, "A olarak yazilabilir; ama B A simiflar1 kiime olmaya-
bilir.
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Teorem 59. a > 2 ise bir ve tek bir £ — &, gondermesi vardwr oyle ki
B=a"-§+0, 0 < a, 0 <a” 1)
ise, o zaman

Ba ={(7,9)} Ub,.

Kamit. 56 numarali teoreme gore, (1) kosullarimi saglayan bir ve tek bir
(7,9, 0) tglistt vardir. Ayrica 8 < 8. O zaman Gyle bir F' gondermesi
vardir ki her 3 igin, eger g, tanim kiimesi 8 olan (ve deger kiimesi herhangi
bir kiime olan) bir génderme, ve (v, d,6) tglisi, (f) satirindaki gibiyse,
0 zaman

F(g) ={(7,9)} Ug(B).

Oyleyse istedigimiz 5 — B, gondermesi, son teoreme gore

G(B) = F(G|P)

kogulunu saglayan G' géndermesidir. O

4.5 Cantor normal bicimi

Eger By = {(ao, ko), - - -, (an, ky )} ise, 0 zaman
5:w“°ok0+wa1 'k1+"'+wan k.

7 numarali sayfada dedigimiz gibi bu toplam, 5 ordinalinin Cantor nor-
mal bi¢imidir (Cantor normal form). Buradaki «q iissii, 5 ordinalinin
derecesidir (degree). Bu derece

der(8)

olarak yazilsin.

Teorem 60. o > 0 ise
1+ w®=w".

Alistirma 34. Teoremi kanitlayin.
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Teorem 61. der(a) < der(B) ise
a+p=p.

Kanit. o < B ise w® 4+ w? = w? esitligini kanitlayacagiz. Bu durumda
bir v i¢in, 8 = a + v ve v > 0, dolayisiyla

W+ =+ = 14+ w) = 0= =’ O
Ornegin

(“)(,U2 +ww4+75+ww27+2)+(ww4+78+w3+16)

= w® + w713+ w -3+ 16.

Teorem 62. o >der(8) vel <k<wwel <n<w ise

(W k+p) - n=w*k-n+p.

Kanit. n =1 durumunda iddia dogrudur. n = m durumunda dogruysa

(W* k+8)-(m+1)=(w* - k+8) - m+w* - k+p
=w* - k-m+B+w*-k+g
=w* - k-m+w*-k+0
=w* k- (m+1)+3,

dolayisiyla n = m + 1 durumunda da dogrudur. Tiimevarimdan 1 < n <
w ise iddia dogrudur. O

Ornegin
(W - 24+w+5)- 7T=w® - 144+ w+5.
Teorem 63. 1 < «a ve 0 < f ise

- wﬁ — wder(a)Jr,B.
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Kanat. Once B = 1 durumunda iddiay1 kanitlayacagiz. 1 < o < w ise
der(«) = 0, dolayisiyla

a-wl=a-w=suwpa- -z=w=wl@+,

TEW

Simdi w < « olsun. O zaman
a=w"-k+4, a > der(7), 1<k<w
kogullarini saglayan ~, k, ve § vardir. O halde 1 < n < w ise

w”-kéaéa-n:w7~k~n+6<w”-(k-n—&-l)<w7+1,

W= sup (w?-€) < sup (a-€) < W,
1<€<w 1<E<w

a-w = w'y—i-l _ wder(a)+1.

Genelde a > 1 ve 8 > 1 ise, bir 6 i¢in 8 = 1 + 6, dolayisiyla

B 0 der(a)+1+6 _

a-wl=a-w -w=w wder(@)+5 O

Ornegin
5-(w? 34+ w-16+7) =w? -3+ w-16 + 35,
(W® 24+ w+5) - (w?-3+w-16) = w®?.3+ w16,
ve
(W® -2+ w+5) - (w? 3+w-16+7)
=w®2. 34+ w164 w® - 144 w + 5.

Teorem 64. 1 < k< wwven < w < a ise

wn+1 o LU" (,UO‘ o wa
k = w? kY =w

Alistirma 35. Teoremi kanitlaymn. jpucu: n+1=1+nvea=1+a.

Ornegin

w 5 w 4
qw B+w? 44w -T+5 w® - 3+w*-447 . 392.

= w
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Teorem 65. w < « ve B limit ve n < w ise
aB+n — wder(a)ﬂ cam.

Alistirma 36. Teoremi kanitlayin. fpucu: Once a® = w3 (@)@ denkligini

kanitlayin.
Ornegin
(ww—i-l + (U2 4 1)w2+w~3+2

— w(w+1)<(w2+w~3) . (ww+1 + (U2 + 1)2
— ww3+w2.3 . (ww+1 4 (,U2 + 1)2
— ww3+w2.3 . (ww+1+w+1 4 ww+1+2 4 uqu+1 + w2 + 1)
— ww3+w2-3 . (ww-2+1 + ww+3 + ww+1 + (1)2 + 1)
— U‘)w?’-i-wQ~3—i—(,u‘2—‘,-1 + ww3+w2‘3+w+3

4 ww3+w2-3+w+1 4 ww3+w2~3+2 4 ww3+w2-3.
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5 Kardinaller

5.1 Esleniklik

Eger R ve S, iki bagintiysa, o zaman tanima gore
R/S ={(z,2): Iy (x RyAy S z)}.

Bu yeni bagmti, R ile S bagmtilarinin bilegkesidir (composite). S/R
bilegkesi, R/S bilegkesinden farkh olabilir.

Teorem 66. Ejer F: A — B ve G: B — C ise, 0 zaman
F/G: A—C, Vo (z € A= (F/G)(z) = G(F(x))).

Alistirma 37. Teoremi kanitlayin.

Teoremdeki durumda F'/G gondermesi,
GoF

olarak yazilir.

Jimdi F': A — B olsun. Eger F' bagimtisinin F ters bagintisi, B si-
nifindan A smifina giden bir géndermeyse, o zaman bu génderme, F'
gondermesinin ters géndermesi veya tersidir (inverse), ve

F—l

olarak yazilir. Bu durumda F' gondermesi, A simmifindan B smifina giden
bir eglemedir (bijection), ve A ile B smiflarinin kendileri, birbiriyle
esleniktir (equipollent).

Teorem 67. Bir sinif, bir kimeyle eslenikse, sinif da bir kiimedir.

Alistirma 38. Teoremi kanitlayin.
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67 ve 57 numarali teoremler sayesinde kimelerin eslenikligi, ikili bir ba-
gintidir. Bu bagintinin igareti

~
~

olsun. O zaman = gibi =, yeni bir yiiklemdir. Ayrica

a = b denktir Jw (Vm Jy ((x€a=>y€b/\($,y) € w)

/\(xeb:>y6a/\(y,a:)6w))

AVz Yy Vz (((x,y)Ew/\(x,z)Ew/\a:Ea:y:z/\yeb)

A ((z,2) €ewA(y,2) EwAzEbémzy/\an))).
Esitlik gibi egleniklik, bir denklik bagintisidir (21 numarali sayfaya ba-
kin):
Teorem 68. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in
a = a, a~b=b=a, axbAbrc=axc
ctimleleri dogrudur.

Alistirma 39. Teoremi kanitlayin.

Teorem 69. a, bir S bagintisi tarafindan iyi siralanmas bir kiime olsun.
O zaman bir ve tek bir B i¢in, a kiimesinden B ordinaline giden

v Sy« f(z) <fly)

kosulunu saglayan bir f eslemesi vardur.

Kanat. 58 numarali Ozyineleme Teoreminde a kiimesi, ON sinifinin yerini
alabilir. Yani tanim kiimesi a olan ve

fb)={f(c):c€eancSb}

kogulunu saglayan bir f géondermesi vardir. O zaman a kiimesinin her b
elemani igin f(b) bir ordinaldir. Zira degilse b, f(b) degeri ordinal olmayan
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a kiimesinin en kiigiik elemani olsun. O zaman f(b) C ON, ve ayrica
f(b) gegislidir, dolayisiyla f(b) bir ordinal olmahdir. Aym gekilde f[a] bir
ordinaldir. Eger fy ile f;, aym kogulu saglar, ve

fol{c€a:cSbt=fi1{c€a:cSb}

ise, o zaman fo(b) = f1(b); 6yleyse fo = f1. O

Teorem 7o0. Tium a ile b kiimeler: i¢in a X b ¢carpyma, bir kimedir.

Kanat. Yerlegtirme Aksiyomuna gore her ¢ i¢in a x {c} bir kiimedir, do-
layisiyla bir {a x {z}: 2 € b} smfi vardir, ve bu simf da bir kiimedir.
Ayrica

axb:U{ax{x}:xeb},

ve Bilesim Aksiyomuna gore bu bilegim, bir kiimedir. O

Tekrar a, s, ve 3, 69 numarali teoremdeki gibi olsun. (a, SN(ax a)) sirali
ikilisi,
(a,8)
olarak yazlabilir. O zaman §, (a,S) ikilisinin ordinalidir (5 is the or-
dinal of (a, S)), ve
B8 = ord(a, S)

yazabiliriz. O halde
a =~ ord(a, S).

Tanima gore
kard(a) = min{S: a =~ };

bu ordinal, a kiimesinin kardinalidir (cardinal). Oyleyse her iyi sira-
lanabilir kiimenin kardinali vardir. Ozel olarak her ordinalin kardinali
vardir. Kardinaller, bir

KN

siifim1 olugturur. O zaman KN C ON. k, A, u ve v kiigiik Yunan
harfleri, her zaman kardinalleri gésterecektir.

Aslinda g numaral sayfadaki Se¢im Aksiyomuna gore her kiime iyi sirala-
nabilir; ama su anda bu aksiyom, resmi askiyomlarimizdan biri degildir.
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5.2 Sonlu kiimeler

Bir dogal sayiyla eslenik bir kiime, sonludur (finite); sonlu olmayan
bir simf, sonsuzdur (infinite). O zaman her sonlu kardinal, bir dogal
sayidir.

Birkag tane von Neumann dogal sayisinin tanimini, 5 ve 29 numaral
sayfalardan hatirlayalim:

0=w2, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2}, 4={0,1,2,3}.
Bir a kiimesinin

1) higbir eleman1 yoksa, o zaman a = 0; aslinda a = 0;
2) tek bir elemani varsa, o zaman a = 1;

3) iki (ve sadece iki) elemani varsa, o zaman a ~ 2;

4) g (ve sadece {ig) elemani varsa, o zaman a /2 3.

Ayrica
0%1, 0% 2, 0% 3, 1#2, 1% 3, 2% 3.

Ancak herhangi iki eglenik dogal say1 egit olmali mi1? Bu soruyu, 1 numa-
rali sayfada sormustuk.

Teorem 71. Her dogal say:, ya 0 ya bir dogal sayinin ardilider.

Alistirma 40. Teoremi kanitlayin.

Teorem 72. Iki dogal say. birbiriyle eslenikse, birbirine egsittir:
VeVy (x € wAhyEwAhrry=x=y).

Yani her dogal sayr, sonlu bir kardinaldir.

Kamit. Timevarimla her n dogal sayisi igin
Ve (rewAz=n=2x=n)

ciimlesini kanitlayacagiz. n = 0 ise dogrudur. n = m ise dogru olsun, ve
bir ¢ dogal sayis1 igin m’ = £ olsun. O zaman ¢ bos degil. Son teoreme
gore ¢ bir ardil olmali. £ = k' olsun. m’ sayisindan &’ sayisina giden bir
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f eslemesi vardir. Eger f(m) =k, o zaman f ~\ {(m, k)}, m sayisindan k
sayisina giden bir eglemedir. Eger f(m) # k, o zaman

{(,9): zem~{f'(K)} Ay =Ffl)}U{(f~ (m))}

bagintisi, m sayisindan k sayisina giden bir eglemedir. Oyleyse her du-
rumda m = k. Hipotezimize gére m = k olmali, dolayisiyla m’ = £. Kant
bitti. =

Kisaca w C KN.

5.3 Sayilabilme

Tekrar F: A — B olsun.

1. Eger F[A] = B ise, o zaman F, B smifim 6rten bir gondermedir
(F is onto B), ve
F:A—» B

ifadesini yazabiliriz.
2. Eger
VeVy (x€ ANye ANF(z)=F(y) =z =y)

ise, o zaman F, birebir (one-to-one) veya injektif (injective) bir
gondermedir; ayrica F', bir gébmmedir (embedding). Bu durumda

F:A— B veya F:AS B

ifadesini yazabiliriz. Bir a kiimesinden B sinifina giden bir gémme
varsa, bu gomme de bir kiimedir, ve

a<x B

ifadesini yazariz.
3. Eger F', B smifini 6rten bir gdmmeyse, o zaman

F:AZ B

ifadesini yazariz.* Bu durumda F, bir eglemedir.

*F: A —» B ifadesi de miimkiindiir.
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Teorem 73. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in

a < a, alxbANbxgc=>a<c, a~b=>a<xb
ctimleleri dogrudur.
Alistirma 41. Teoremi kanitlayin.
Teorem 74. Bir sunif, bir kiimeye gomdilebilirse, bu sinif da bir kimedir.
Alistirma 42. Teoremi kanitlayin.

Teorem 75. w, bir kardinaldir, yani

w € KN.

Kanat. Tlmevarimla her m dogal sayisi igin f: m — w ise f[m] kiimesi-
nin en biiyiik n eleman vardir, dolaywsiyla n + 1 € w ~\ f[m]; 6zel olarak
f, w kiimesini érten degildir. O

Teoremin sonucu olarak w kiimesiyle eglenik her kiime, sonsuzdur. Oyle
bir kiime, sayilabilir sonsuzluktadir (countably infinite). Sonlu veya
sayilabilir sonsuzluktaki bir kiime, sayilabilir (countable). Diger kiime-
ler ve simiflar, sayilamaz sonsuzluktadir (uncountably infinite) veya
sayllamaz (uncountable). Aslinda her kiime olmayan sif, sayilamaz.

Teorem 76. Bir a kiimesi i¢in asagidaki kosullar, birbirine denktir.

1. a sayulabilir.
2. axW.
3. Ya a bos, ya da w kiimesinden a kimesini érten bir gonderme var-

dar.

o ~ . < —_
Kanit. Eger f: a — w ise, 0o zaman f:a — w ve f~': w — a.
o S <
Eger n € w ve f: a = n ise, 0 zaman f: a — w; ayrica ya n = 0 ya da

fPu{(z,0):n<z<w}: w—a.
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Simdi f: a =, w olsun. O zaman fla], € tarafindan iyi siralanmigtir,
dolayisiyla 69 numaral teoreme gore f[a] kiimesinden bir « ordinaline
giden ve

rey s g(x)€gly)

kogulunu saglayan bir g eglemesi vardir. Teoremin kanitindaki gibi f[a]
kiimesinin tiim n elemanlar1 igin

g(n) ={g(k): k € fla]Nn}.

Eger f[a]Nn kiimesinin tiim & eleman igin g(k) < k ise, o zaman g(n) <
n. Sonug olarak, f[a] kiimesi iyi siralanmig oldugundan her n eleman igin
g(n) < n, dolayisiyla a < w ve go f: a = a.
Son olarak h: w — a olsun. O zaman

—\<

z—min{y € w: h(y) =z}: a = w,

dolayisiyla, gosterdigimiz gibi, a sayilabilir. O

Sayilamaz sonsuzlukta bir kiime biliyor muyuz?

5.3.1 Toplama

Toplama veya ikili bilesim iglemiyle sayillamaz sonsuzluktaki kiimeler
olusturulamaz.

Tanima gore tiim a ile b kiimeleri igin

alb=(ax{0})U(bx{1}).
Bu bilegim, « ile b kiimelerinin ayrik bilesimidir (disjoint union).
Teorem 77. Tim « ile B ordinalleri i¢in

a+ B~alp.
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Kamit. Bu kamt igin tiimevarim kullanmayacagiz. « < v ise F(v),
a+x=ry

denkleminin tek ¢6ziimii olsun. O zaman

{(m,(x,O)): T < a} U {(m, (F(J:),l)): a<x< oz—l—ﬁ},

a+ 8 toplamindan (ax{0})U(8x {1}) bilegimine giden bir eglemedir. [

Teorem 78. w+ w ~ w.

Kanat. (z,y) — 2z + y gondermesi, (w x {0}) U (w x {1}) bilesiminden

w kiimesine giden bir eslemedir. O

Teorem 79. ax~ P vey=xJisea+v~[+4.
Alistirma 43. Teoremi kanitlayin.
Teorem 8o. a ile b sayilabilirse a Ub bilesimi de sayilabilir.

Alistirma 44. Teoremi kanitlayin.

5.3.2 Carpma

Carpmayla sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler olusturulamaz.
Teorem 81. Tum « ile 5 ordinalleri i¢in

a-fBraxp.

Kamit. Esleme, {(x,(y,z)): r<a-fAy<alx :a~z+y}. O
Teorem 82. w-w~ w.

Kanat. {((x,y),z): (x>y=z=2>+y)A(z<y=2 :x2+x+y)}
smifi, w X w ¢arpimindan w kiimesine giden bir egleme tanimlar. O
Teorem 83. a~ Jvey=~{§isea-v~ (9.

Alistirma 45. Teoremi kanitlayin.

Teorem 84. a ile b sayilabilirse a X b ¢carpime da sayilabilir.

Alistirma 46. Teoremi kanitlayin.
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5.3.3 Kuvvet alma

Ordinal kuvvetleri alarak sonsuzluktaki kiimeler olugturulamaz.

Tim « ile 8 ordinalleri i¢in, tanim kiimesi 8 ordinalinin sonlu bir altkii-
mesi olan ve deger kiimesi a ordinalinin bir altkiimesi olan géondermelerin
sinifi,

exp(a, B)
olsun.*
Teorem 85. Tium « ile B ordinalleri igin

o ~ exp(a, B).

Kanit. 74, 59 numaral teoremdeki gibi olunca, {(v,74): v < o} kii-
mesi, o kiimesinden exp(a, 3) kiimesine giden bir eslemedir. O

Teorem 86. o~ 3 ve vy~ ¢ ise o ~ [3°.
Alistirma 47. Teoremi kanitlayin.

n € w ise "b smifinin bir elemani, (ag,...,a,—1) olarak yazlabilir. O
halde

f = (ao, . ,an_l) = f(Z) = a;.

Herhangi bir A sinifi igin
Zu(A),

A smifinin sonlu altkiimelerinin sinifi olsun.
Teorem 87. w® ~ w.

Kamit. w® =~ exp(w,w), ve exp(w, w) C Ly (wxw). Ayrica wx w ~ w
oldugundan &, (w X w) = L, (w). Kisaca

w® ~exp(w,w) C Zy(w X w) = Zy(w).

*exp(a, B) ifadesi, ve agagidaki 85 numarali teorem, Levy’nin [13, IV.2.10] kita-
bindan alinmigtir.
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Simdi f: w x w = w olsun. Ozyinelemeyle w . {0} kiimesinde bir
n +— g, gondermesini tamimlayacagiz. Aslinda g¢,: "w — w olacaktir.
Ozyineli tanima gére

gl((x)) =7, In+1 ((an s 7xn)) = f((l’o, ce ;xnfl)al'ny

Timevarimdan 1 < n < w ise g,: "w Z w, dolayisiyla "w ile g,
simiflary, kiimedir.

Py (w) smufindan J{"w: n € w} bilegimine giden yle bir h gdndermesi
vardir ki h(0) =0, ve ap < a1 < --- < a, < w ise

h({ao,al,...,an}) = (ag,.-.,an).

Oyleyse h, bir gémmedir. Ayrica

(boy .+ bt f(n,gn((bo,...,bn_l)))

gondermesi, | J{"w: n € w} bilesiminden w kiimesine giden bir gémme-
dir. Kisaca

Po(w) < U{"w: neEwr= w.

Gosterdiklerimiz hep birlikte w® kiimesinden w kiimesine giden bir gdmme
oldugunu kanitlar. O

5.4 Biiyiikliik

Bir a kiimesinden bir B sinifina giden bir gdmme varsa, ama esleme
yoksa,
a<B

ifadesini yazariz. Oyleyse

a < B denktira x BAa # B.

O zaman bir a kiimesi sonludur ancak ve ancak a < w. 73 numaral
teoremin 6zel durumu vardir:

a<bANb<c=a<ec
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Ama a < bAb < cise a < ¢ sonucuna varabilir miyiz?

Bir a kiimesinin biiyilikligii (size), {z: = a} denklik simifi olarak dii-
glintilebilir. a bog degilse {z: = ~ a} smuf, kiime degildir. Hala biiyiik-
liikklerin siralanabilir olup olmadigim sorabiliriz. Eger a < b ise, o zaman
{z: = = a} biiyikligi, {z: = ~ b} biiyiikligiinden kiiciik gibidir; ama A
kiigiik B ve B kiigiik C ise A kiigiik C' dogru mudur?

Her kiime iyi siralanabilirse, o zaman her biiyiikliik, bir ve tek bir kardi-
nal igerir, dolayisiyla biiyiikliikler, igerilen kardinallere gore siralanabilir.
Aslinda, agagida gorecegimiz gibi, Se¢im Aksiyomunu kullanmadan bii-
yiikliikler hala siralanabilir, ancak iyi siralanamaz.

Teorem 88 (Schroder—Bernstein). Tim a ve b kiimeleri igin

a<xbANb<a=a=b.

Kanat (Zermelo [28]). f: a»— bve g: b— a olsun. Bu durumda

(g0 f)la] € glb] € a, g[b] ~ .
Biz a & g[b] eslenikligini kanitlayacagiz. Sonug olarak a = b olacaktur.

a kiimesinden g¢[b] kiimesine giden bir h eglemesini tanimlayabilirsek, her-
halde a kiimesinin bir ¢ altkiimesi i¢in

h={(z,z): z€ctU{(z,(go f)(x)): z €a~c} (%)

olacaktir. O halde
cU(go fla~c=g[b] (1)

olmahdir, ¢iinkii hla] = g[b] olacaktir. Ayrica

cn(goflla~d=2 &)

olmalidir, ¢linkii h bir gémme olacaktir. O zaman

c=glbl~(go flla~d

olmalidir. g o f birebir oldugundan

(go flla~d = (gof)lal~ (go fle],
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dolayisiyla
c=gbl~ ((go flal ~ (go f)ld)
olmalidir. (go f)[c] C (go f)[a] C g[b] oldugundan
¢ = (gl ~ (9o Nlal) U(go f)le] (8)

olmalidir. Ters olarak, eger ¢, (§) satirindaki gibiyse, o zaman (t) ile ()
satirlar1 dogrudur, ve sonug olarak, g o f birebir oldugundan, (x) satirin-
daki gibi h gondermesi, a kiimesinden g[b] kiimesine giden bir eglemedir.

Simdi &yle bir ¢ kiimesini bulmaliyiz. O zaman

A= {z: (glb] ~ (9o Nlal) U(go f)lz] € o Caf
olsun. Bu durumda a € A, dolayisiyla () A bir kiime olmalidir. Bu kiime

¢ olsun. O zaman ¢ € A olmaldir (neden?). Eger (§) satir1 yanhs ise, o
zaman

aee~ ((ghl~ (g0 Nlal) U(go )

climlesini saglayan bir d vardir. Bu durumda
e~{d} e A, ﬂAQC\{d}, ¢ C e {d}, d¢ec.

Bu bir geligkidir. O zaman (§) satir1 dogru olmalidir, ve a &~ g[b], dolay1-
siyla a = b. O

Teorem 8g. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in
a<bAb<c=a<c

Alistirma 48. Teoremi kanitlayin.

5.5 Sayilamaz sonsuzluk

Teorem go (Cantor). Her a kiimesi i¢in

a =< Z(a).
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Kanit. {(z,{z}): ¢ € a} gondermesinin sayesinde a < Z(a). Simdi
fra— P(a) ve
b={zx€a:z¢ f(z)}

olsun. O zaman a kiimesinin her ¢ elemani igin

cebscd flo).
Oyleyse b # f(c). Dolayisiyla b ¢ f[a], ve f, esleme degildir. O zaman
a® Pa). O

Cantor’un Teoremi, kiime olmayan simiflar i¢in yanhgtir. Mesela
Vo 2(V);
aslinda V.= Z(V).
Alistirma 49. Cantor'un Teoreminin kanitinda, a kiimesinin kiime oldugunu
nasil kullandik?
Sonsuz bir kiimenin kuvvet sinifi bir kiimeyse, bu kiime sayilamaz.

AKSIYOM 8 (Kuvvet Kiimesi). Her kiimenin kuvvet sinafi, bir kiime-
dir, yani
Ve IyVz (2 €y Vu (w € 2= w € )

ctimlesi dogrudur.

Teorem g1 (Hartogs). Her kiime i¢in, bu kiimeye gomilemeyen bir or-
dinal vardar.

Kanit. a bir kiime olsun, ve b, #(a) x & (a x a) ¢arpimn Gyle bir alt-
kiimesi olsun ki ¢garpimin her (¢, s) elemani igin

(c,8) € b= s, ¢ kilmesini iyi siralar.
Eger (c,s) € b ve a < ord(c, s) ise, ¢ kiimesinin bir d altkiimesi i¢in

ord(d, s) = a.

75



5 Kardinaller 6 Mayis 2013, saat 16:14

Oyleyse {ord(c, s): (¢, s) € b} gegislidir, dolayisiyla bir 8 ordinaline esit-

tir. O zaman (3, a kiimesine gomiilemez. Ashnda f: § — a ise

¢ = 18], s={(f(x), f(y)): z <y < B}

olsun. O zaman (c,s) € b ve ord(c,s) = S, dolayisiyla 8 € 8, ki bu
imkansizdir. O

Simdi her x kardinali igin, bu kardinale gémiilemeyen en kii¢cik ordinal
vardir. Bu ordinal, bir kardinal olmalidir. Bu kardinale, x kardinalinin
ardili (veya kardinal ardilt) denir, ve bu ardil

P

ifadesiyle gosterilir. Boylece x < kT, ve her A kardinali igin ya A < k ya
da kT < .

Teorem 92. FElemanlar: kardinal olan bir kiimenin supremumu, bir kar-
dinaldir.

Alistirma 50. Teoremi kanitlayin.

Simdi

N0:w7

NﬁJrl = (N5)+7
v limit = Ny = sup{N¢: £ <~}

kogullar1, ON sinifinda bir 2 — X, iglemini tanimlar. (Burada R, Ibranice
alef harfidir.)

Teorem 93. £ — N¢ islemi, KN \ w sinfins drten ve normal bir gon-
dermedir.

Alistirma 51. Teoremi kanitlayin.
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5.6 Toplama ve carpma

Tanima gore
K® X =kard(k + A), Kk ® A =kard(k - A).
O zaman 77 ve 81 numarali teoremler sayesinde

k@A =kard(k U \), k® A =kard(k x \).

Sonraki teoremler sayesinde kardinal hesapmalar1 kolaydir.

Teorem g4. Tium k ile A kardinalleri i¢in
KB A= AP K, KQA=AR® K.

Alistirma 52. Teoremi kanitlayin.
Teorem g5. 2 < k < A ise

ASKBALKERALSA® A
Alistirma 53. Teoremi kanitlayin.
Teorem 96. F', ordinallerde bir normal islem, ve

a~ B = F(a)~ F(B) (1)

ise, o zaman tim sonsuz k kardinali i¢in

F(k) = k.

Kanit. F kesin artan oldugundan, 55 numarali teorem sayesinde k <
F (k). Miimkiinse k < F(k) olsun. x bir ordinal ardili (neden?) ve F
normal oldugundan bir « i¢in £ < F(a). O halde A = kard(«) ise, (1)
satirindaki kogula gore

A<k < F(N.

Boylece {z: z € KN Az < F(z)} smfinin en kiigiik eleman:1 yoktur,
dolayisiyla sinif bogtur. O
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Teorem g97. \ sonsuz ise

A=A

Kanit. ON x ON carpimi, dyle bir < bagintisi tarafindan iyi siralanir ki
maks(a, 3) < maks(v,d) = (a,8) < (7, 9).

Mesela

(o, B) < (7,0) & maks(a, 8) < maks(v,0) VA< I <v=a
VB<a=Ay<§)Va<y<di=p

olsun, onun i¢in
axa={(zy): (z,y) € ON x ONA (z,y) < (a,0)}.

O zaman & — ord(§ x &, <) gondermesi, son teoremdeki gibi bir F' iglemi-
dir, dolayisiyla her sonsuz A i¢in A = F()), ve 6zel olarak A = A x \. O

Sonug olarak

NB (&) NA/ = Nﬁ (9 ny = Nmaks(oz,ﬁ)'

5.7 Ordinaller Kuvvetlerinin kardinalleri

Teorem 98. a sonsuz ise
Po(a) = a” =~ a.
Kanit. Eger w < « ise, 87 numarali teoremin kanitindaki gibi
axa® mexpla,w) C Py (ax w) = Z,(a) % U{xa: rewlxa

ginkii @ X w ~ a ve a X a & . O

Teorem gg9. « ile § sonsuz ise

o ~ maks(a, B).
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Kanit. Eger {(70,50), cel ('yn_l,én_l)} € exp(a, B) ve y0 < -+ < Yn—1
ise, 0 zaman

F({G0:80), - (m-1,00-10}) = ({30,301} (Bos - 6n 1))

olsun. O halde f: exp(a, 3) = Py, (8) x exp(a, w), dolayisiyla

o ~exp(a, f) < Zo(B) x exp(a, w) ~ B x a ~ maks(a,3). O

5.8 Kontinii Hipotezi

N={z € w: x> 1} olsun, ve N x N ¢arpiminda ~,
(a,b) ~ (¢,d) & a-d=b-c

kogulunu saglayan ikili bir baginti olsun. O zaman ~ bir denklik baginti-
sidir. (a,b) € N x N ise

a/b="2 = {(z,y) € NxN: (z,y) ~ (a,b)}

S|

olsun, ve
T ={a/y: (z,y) e Nx N}

olsun. O zaman z x/1 géndermesi, N kiimesini QT kiimesine gémer.
[kokulda &grendigimiz gibi QT kiimesinde

c_aarbvre @< _
d b-d b d bd’ cjd b-c

ve

tamimlar1 yapilabilir. O zaman <, Q" kiimesinin dogrusal siralamasidir,
ve burada a < b ise

2a+b a+2b
<

b.
3 3 <

a <
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Simdi RT,

0CacQT,
r<yANyeca=uxca,
ye€a=3z(y<zAzca)

kosullarmi saglayan a kiimelerinin kiimesi olsun. Bu R* kiimesine kon-
tinii (continuum) denebilir.

Teorem 100. R ~ Z(w).

Kamt. n € w ve o € "2 ise

fo) =1+ 270

3¢
E<n

olsun. Yani f(0) =1 olsun, ve o € ™2 ise
f(aU{(m,O)}) = a,, f(au{(m,1)}) = a, +2/3™
olsun. Simdi o € “2 ise
glo) = {me@+: Jz (zrewnz < flo [x))}

olsun. O zaman g: ®2 — R™. Aslinda g bir ggmmedir, ¢linkii o [ n =17 |
n ama o(n) =0 ve 7(n) = 1 ise, 0 zaman

flo)+1/3" € g(7) ~ g(o).
Ayrica QT =~ w ve RT C 2(Q7), dolayisiyla
LR x 2(Q7) ~ 2(w) ~ “2.

Schréder—Bernstein Teoremine gore ©2 ~ RT. O

Kontinii Hipotezi (Continuum Hypothesis) veya KH,

Ny = Z2(w)
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climlesidir. Genellestirilmis Kontinii Hipotezi (Generalized Conti-
nuum Hypothesis) veya GKH,

VeVy (w <z <y< P(x) =y~ P ()
climlesidir. GKH = KH gerektirmesinin dogrulugu, apagik degildir.
Sonraki teorem igin

2%(a) = a, 7" a) = 2 (2" (a))
Ozyineli tanimini yapariz.

Teorem 101. GKH dogruysa, her kiime iyi siralanabilir.

Kamit. Her a kiimesi, & (a U w) kiimesine gémiilebilir. Aslinda

2 {(2,0)}: a > P(allw).

Bu nedenle & (a Ul w) iyi siralanabilirse, a kiimesi de iyi siralanabilir.
Ayrica a U w ~ a U ', dolayisiyla

Palw)~ Palw)~ ZaUw)dZ(alw)

(neden?). Oyleyse a ~ alla eglenikligini varsayabiliriz. O zaman Schréder—
Bernstein Teoremine gore a LI {0} & a, dolayisiyla her n dogal sayisi igin

P"(a) = P"(a) U P"(a).
Simdi b < #(a) olsun. O zaman
axblax Z(a)U P(a) = P(a).

GKH varsayimimiza gére a ~ bU a veya bUa ~ &(a). Birinci durumda
b < a. Ikinci durumda

bUa~ Z(a)U P(a) ~ Z(a) x P(a).

Simdi f: bla = 2 (a) x P (a) olsun, ve 7, (x,y) — x géndermesi olsun.
Cantor’un Teoremine gére 7[f[a x {1}]] = #(a) olamaz, dolayisiyla
P (a) ~ 7[fla x {1}]] farkmn ¢ eleman vardir. Eger

d={zxe€b: o f(zx)=c}
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ise, o zaman f[d] = {c¢} x #(a), dolayisiyla

R

d~ Z(a), P(a) 2 b, br Z(a).

Kisaca ala~a ve b Z(a) ise, yabr P (a) yada b < a.

Hartogs'un Teoremine gore dyle bir 8 ordinali vardir ki 8 < #2*(a) (ne-
den?), ama a, 8 ordinaline gémiilemez. O zaman 3, ya 2*(a), ya 223(a),
ya P2(a), ya Z(a) ile esleniktir. Her durumda a < 3, dolayisiyla a iyi
siralanabilir. O

Her kiime iyi siralanabilirse, her kiimenin ordinali vardir. Ozel olarak
& (w) kiimesinin Rg ordinali vardir, ve 8 # 0, dolayisiyla

w <R x Z(w).

O zaman GKH = KH dogrudur.

5.9 Kardinaller kuvvetleri

Genellegtirilmis Kontinii Hipotezini kabul etmeyecegiz, ama son teoremin
sonucunu kabul edecegiz. Se¢im Aksiyomunun ¢ok bigimleri vardir; ama
bizim i¢in en uygun bigimi, agagidadir.

AKSiYOM 9 (Se¢im). Her kiime iyi siralanabilir.
Her sayilabilen zaten iyi siralanabildi. Simdi her sayilamaz sonsuzluktaki

kiime iyi siralanabilir, yani bundan 0 adli bir elemani segilebilir, ve ondan
sonra 1 adli elemani, vesaire.

Oyleyse her kiimenin kardinali vardir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomunun sa-
yesinde Ao smifi bir kiimedir, ¢iinkii

Pa C 26 % a).

O zaman
x* = kard(*k)

tamimini yapabiliriz. (Bu kuvvet, ordinaller kuvveti degildir.)
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Teorem 102. Tim k, A\, u, ve v kardinalleri igin

0<A=0"=0
0 ’ A = 1A @ Kk,
Kk =1,
1 =1 RO = (KM,
= b
1 nguAAgu:wfgu".
K =K,

Alistirma 54. Teoremi kanitlayin.

Teorem 103. Her k i¢cin
K <28

Alistirma 55. Teoremi kanitlayin.
Teorem 104. 2 < k, 1 < A, ve Rg < maks(k, A) olsun. O zaman
k<2 = N =22, (N
A<k=r<rN<2% (k)
Kamit. Hipoteze gore k < 2 ise 2 < k < 2* ve A sonsuzdur, dolayisiyla
2)\ < :‘ﬂ?)\ < (2)\))\ — 2A®)\ — 2)\.
Ayrica \ < k ise k sonsuzdur, dolayisiyla
K< RN < (27)) = 280X = 9, O
Teoremin (||) ile () gerektirmelerinde x < 2* ile A < & kosullar1, ayni

anda dogru olabilir. Bu durumda (||) gerektirmesi, digerinden daha ¢ok
bilgi verir. Boylece (*x) satiridaki climlenin yerine

N <=k N2
ciimlesi konulabilir. Ornegin
2 <k 2% = ko = 9No,

M0 < k= k< RN L 28

Simdi A < x (veya 2* < k) durumunu iki duruma bélecegiz.
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5.9.1 Kofinallik

Sonsuz bir k£ kardinali limit ordinal oldugundan
k=sup{€: £ <k} = Uf.
(<K

Bazen bir kardinal, kendisinden kii¢iik bir altkiimenin supremumudur.
Ornegin w < Ny, ama

Ny =sup{R,: z € w}.

Teorem 105. b C « olsun. Asaqidaki kosullar, birbirine denktir.

1. « limit veya 0 ise o = sup(b), ve a« =y + 1 ise y € b.
2. Her durumda

o =sup(§+1) = Uinea:n<gy

E geb

3. « ordinalinin her v elemana igin, b kiimesinin v < § kosulunu sag-
layan bir § elemani vardur.

Alistirma 56. Teoremi kanitlayin.

Teoremdeki kogullar dogruysa b, « ordinalinde sinirsizdir (unbounded).*
Ornegin bir ordinal, kendisinde simirsizdir. Bir ordinalin sinirsiz altkiime-
lerinin en kiigiik kardinaline, ordinalin kofinalligi (cofinality) denir, ve

bu kardinal,
kf()

olarak yazilabilir. Yani

kf(a) = min{kard(z): x C a Asup(n + 1) = a}.
nex

O zaman

kf(a) < o, kf(a+1) =1,

*[15, 13. bol.] kaynaginda b, « ordinalinin bir kofinal altkiimesidir.
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ve ayrica*
kf(a) = min{ﬂ: af (f: B — o Asup(f(&)+1) = a)}
£<B
Teorem 106. Her a ordinali i¢in, kofinalliginden giden kesin artan ve

deger kiimesi o ordinalinde sinirsiz olan bir génderme vardar.

Kanat. f: kf(a) = a olsun, ve deger kiimesi v ordinalinde sinirsiz olsun.
O zaman kf(«) kiimesinde bir g gondermesinin

9(8) = maks(£(8), sup(9(6) + 1))

Ozyineli tanimi olsun. Eger f < kf(a) ve g[8] C « ise, o zaman g[f],
« ordinalinde smirsiz olamaz, dolayisiyla g(8) € «a; ayrica f(8) < g(B).
Oyleyse g, istedigimiz gibidir. O

Teorem 107. Eger f: « — [, f kesin artan, ve fla], 8 ordinalinde
smarsiz ise, o zaman

kf(a) = kf(B).

Kanat. Bir vy i¢in ¢g: v — « olsun, ve g[y], a ordinalinde siirsiz olsun.
(f o g)[y] goriintiisiiniin S ordinalinde sinirsiz oldugunu kanitlayacagiz.
6 < B olsun. Hipoteze gore a ordinalinin bir 6 elemani igin

o < f(0).
O zaman ~ ordinalinin bir ¢ elemani i¢in
0 <g(), 5 < f(0) < f(g(v))-

Oyleyse fog gondermesinin deger kiimesi, 8 ordinalinde simirsizdir. Sonug

olarak
kf(8) < kf(«).

Simdi h: v — S olsun, ve hly], 8 ordinalinde smirsiz olsun. § < 7 ise

k(6) = min{¢ € a: h(5) < f(§)}

*Bu denklikte f, bir génderme degiskenidir.
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olsun. O zaman k: v — a. Eger 0 € « ise, o zaman v ordinalinin &yle bir
0 elemani vardir ki

f(0) < h(d) < f(K(9)), 0 < k(9).

Oyleyse k[7], a ordinalinde smirsizdir. Sonug olarak kf(a) < kf(8) ve
aslinda kf(«) = kf(B). O

Ozel olarak F normal ve o limitse
kf(F(a)) = kf(«a).

Ornegin a limit, v > 1, ve § > 2 ise

kf(a) = kf(5 + a) = kf(y - o) = kf(57) = kf(Ry).
Boylece eger Cantor normal bi¢iminde

a=w* . ayg+ -+ w0 -a,

ve a, > 0 ise, 0 zaman

1, eger a,, = 0 ise,

KO = 0 k(e - an) = k(@) = {

w, eger a., bir ardilsa,

kf(ay,), eger a; bir limitse.

Bazen bu hesaplama bize yardim etmez. Mesela f(0) =0 ve f(n+1) =
w/ ™ ve o = sup(f[w)]) ise, yani
o =sup{0,1, w, w®, Ww®", ...}

ise, 0 zaman kf(a) = w, ama o = w*.

Teorem 108. Her o ordinali i¢in
kf(Na+1) = Na+1.
Kamt. < Nyy1 ve f: f— Ngyqq olsun. O zaman

sup(f[8]) = J £(&)-

£<B
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Bu bilesimden X, x R, ¢arpimina giden bir A gémmesini tanimlayacagiz.
Secim Aksiyomu sayesinde [ J{*R,: & < R,41} kiimesi iyi siralanabilir.
Bu siralamaya gore § < N1 ise °R,, kiimesinin en kiiciik gommesi, gs
olsun. O zaman v < sup(f[f]) ise

§ =min{z € 8: v < f(2)}, h(v) = (95(9), 95(7))
olsun. Boylece
kard (sup(f[8])) < kard(Ry x Ry) = R,,

dolayistyla sup(f[8]) < Rq+1. Sonug olarak kf(Ry11) = Ngp1. O

5.9.2 Hesapmalar

Teorem 109. 2 < k, 1 < A, ve Rg < maks(k, A) olsun. O zaman

A > kf(k) = v < K,
GKHA X < kf(k) = K = .

Kamt. kf(k) < ) ise *« kiimesinin
k=] £
E<A

saglayan bir f elemani vardir. §imdi £ — g¢: k — Ak olsun. O zaman *k

kiimesinin {g¢: £ < k} kiimesinde olmayan bir

n - min(ﬂ\ {ge(n): € < f(n)})

elemam vardir.

Simdi A < kf(k) olsun. O zaman 108 numarali teoremin kanitindaki gibi

=M= U Mz U Mkrde= | < | 2

£<k AZE<K ALE<K AZE<K ALE<K
¢eKN ¢eKN
Eger GKH dogruysa p < k = 2* < k, dolayisiyla k* < k. O
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Simdi, gosterdiklerimize gore, eger xk + A sonsuzsa, o zaman

Ayrica

Ozel olarak

N,@-‘,—h

Na-{-la
NDU

GKH = », M =

eger 2 < Kk < A ise,
eger kf(k) < A < & ise,
eger 1 < A < kf(k) ise.

eger a < 3 ise,
eger kf(a) < Ng <Ry, ise,
eger Ng < kf(a) ise.

Simdi

:0 = w,
:a-‘rl = 23&7
S limit = Jg = sup{3¢: £ < B}

olsun. (Burada 3, Tbranice beth harfidir.)

Teorem 110. Tim Kk ve X\ igin

Alistirma 57. Teoremi kanitlayin.

Teorem 111. GKH dogrudur ancak ve ancak her o ordinali i¢in
Re = .

Alistirma 58. Teoremi kanitlayin.
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