9. Ordinallerin Islevi

tumeler toplulugunun bir kiime olamayacagini Bertrand
I<Russell Paradoksu’ndan biliyoruz [SKK]. Kiime olmayan

bir seye kiime diyemeyecegimize gore, tim kiimeler toplu-
luguna bir bagka ad bulmaliyiz. Bu topluluga kiimeler evreni ya
da kisaca evren diyelim.

Kiimeler Evreni

Muazzam bir sey olan evreni yukarda resmettik. (Zaten kii-
me olmamasinin nedeni de bu muazzamhgi! Kiime olmak igin
cok biiyiik. O kadar biiyiik kiime mi olurmus!) Icine de bildi-
gimiz birkag¢ kiime yerlestirdik.
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Iyi siralanmis her kiime (siralamasiyla birlikte) bu evrenin
icinde yer aliyor. Ciinkii ne de olsa, iyi siralanmug bir kiime, ba-
71 Ozellikleri saglayan bir A ¢ X x X altkiimesi icin (X, A) bi-
ciminde yazilan bir cifttir ve [SI]’den de bildigimiz iizere her cift
bir kiimedir.

Iyisiralanmig kiimelerin toplulugu da kiime olamaz, ¢iinkii
tek elemanli her kiime iyisirali bir kiime oldugundan, eger iyi-
siralanmig kiimeler toplulugu bir kiime olsaydi, Tanimlanabilir
Altktime Aksiyomu’na gore, tek elemanli kiimeler toplulugu da
bir kiime olurdu, ama o zaman da bu kiimenin bilegimi de, ki
bu tim kiimeler evrenidir, Bilesim Aksiyomu’na gore bir kiime
olurdu.

P Kimeler Evreni
Iyisiralanmig

Kiimeler Evreni
(IKE)

Iyisiralanmis kiimeler topluluguna iyistralanmis kiimeler
evreni (IKE) diyelim. Bunu yukarda resmettik.

Biitiin iyistralanmis kiimeleri koyu gri renkteki IKE’nin ici-
ne koymaliyiz. Dolayisiyla tiim tek elemanli kiimeler, bedava-
dan iyisiralanmis olduklarindan, IKE nin iginde olmalilar. Ay-
rica birbirinden farkli her x ve y kiimesi i¢in, {x, y} kimesinden
[KE’nin i¢inde iki tane olmali, biri x < y iyisiralamasi igin, di-
geri de y < x iyisiralamasi icin. Bu iki iyisiralanmis kiimeyi re-
simde {x < y} ve {y < x} olarak gosterdik.
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Genel olarak, x, ..., x,,_; birbirinden farklysa, {x, ..., x,_1}
kiimesi 7! degisik bicimde tam (ya da iyi, farketmez) siralandi-
gindan, bu kiime IKE’nin i¢inde tam 7! degisik bicimde yer alir.

Tahmin edildigini sandigim iizere, ashinda IKE’ye kiimeleri
degil, kiimelerle birlikte kiimelerin elemanlarinin iyisiralanmisg
hallerini koyuyoruz. Yani IKE toplulugunda X kiimeleri degil,
(X, <) iyisiralamalari var, ama biz kolaylik olsun diye, siralama-
y1 kiimenin bir parcasiymis gibi addedip (X, <) yerine yanhs da
olsa X yazacagz.

Iyisiralanmus kiimeleri IKE’nin icine yerlestirirken, kiiciikleri
asagiya buytkleri yukariya yazalim, yani eger iyisiralanmis bir Y
kiimesi siralamasi bozulmadan X’in i¢ine gomuliiyorsa, yani
Y’den X’e giden bir esyap1 fonksiyonu varsa, (ve yine) yani
Bolim 8.2°deki yazilimla Y < X ise, 0 zaman Y’yi gorsel olarak
X’in altina yazalim. Eger Y < X ve X < Y ise, yani X =~ Y ise
(Boliim 8.2. Ozellik E6), X ve Y’yi ayni satira yazalim. Orne-
gin, tim tek elemanh kiimeler ayni satira yazilsin.

P Kumeler Evreni
Iyisiralanmug

Kumeler Evreni
(IKE)

Boylece iyisiralanmus kiimeleri kat kat siralariz. Iyisiralan-
mis kiime ne kadar biiylikse o kadar yukari yazilir. Esyapisal
olanlari da ayni kata yerlestirdik.
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Zemin katta & var elbette, boskiime zemin katta tek basi-
na oturuyor. Bunun bir tstiindeki birinci kat oldukg¢a kalaba-
lik, birinci katta bir elemanl tim kiimeler var. Bir sonraki kat-
ta iki elemanli kiimeler var ama bu kiimelerin her biri iki kez
yer aliyor. n-inci katta # tane elemani olan kiimeler var, her bi-
ri n! kez yer aliyor. Sonlu kiimeler bittiginde kargsimiza N (do-
gal siralamayla) ve N’ye esyapisal olan iyisiralamalar ¢ikiyor.
Dogal olarak siralanmis N kiimesini, o olarak gostermenin bir
gelenek oldugunu ve bu gelenege uyacagimizi soylemistik.

01234567 8910111213 x

I T T T T t t t t t t T T T °

o iyisiralamasi

o’nin oturdugu katin bir st katinda @’nin en sonuna tek bir
eleman getirilerek olusan iyisiralamalar oturuyor. @’da olmayan
herhangi bir x kiimesi alip x’i ®’nin en sonuna en buiyiik eleman
olarak koyalim. Boylece ® U {x} kiimesi iyisiralanir. (Bkz. Altbo-
lim 5.1.) Bu yeni iyisiralamada x, tiim dogal sayilardan daha bi-
yuktur. Ayrica ®’nin bir tist katinda oturan tiim iyisiralamalar

01234567 8910111213 . «x

e e e L A B °

®’nin tistkatindaki bir iyisiralama.
x, ®’da olmayan bir kiimedir ve ®’nin
en sonuna eklenmistir.

bu bi¢cimdedirler. Dogal sayilar da kendi aralarinda dogal olarak
siralanmuglardir. ®, @’nin bir elemani olmadigindan (bkz. Te-
orem 9.1), burada x yerine o alabiliriz. Yani

S(w) = o U {o}
iyisiralamasi, ®’nin oturdugu katin bir st katinda oturuyor.

Teorem 9.1. ® ¢ o.

Kanit. ® € o olsa, ® bir 7z dogal sayisina esit olur. O za-
man da S(n) € o = n olur [SI]. Bu da S(#) < # demektir. Ama
n <n + 1 = S(n) esitsizliginden dolay1 S(n) < n olamaz. [
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Her katin bir ast kati vardir. Eger X bir iyisiralamaysa,
X’te bulunmayan bir Y kiimesini (ki vardir 6yle bir kiime, yok-
sa X tim kiimeleri icerirdi) alip X’e eleman olarak ekleyelim ve
Y’yi X’in tim elemanlarindan daha biiytik yapalim. Boylece,

X u iy}
kiimesi iyisiralanmig olur ve bu iyi sirali kiime X’in oturdugu
katin hemen bir tstiinde oturur.

Eger X ¢ X ise (ki eger gerekmedikce kabul etmek isteme-
digimiz Temellendirme Aksiyomu’nu kabul edersek X ¢ X
olmak zorundadir, bkz [SI]), o zaman Y = X alabiliriz ve boy-
lece iyisiralanmig S(X) = X U {X} kiimesini X’in bir st katin-
da buluruz.

- Kimeler Evreni
Iyisiralanmig

Kumeler Evreni
(IKE)

ordinaller,
her katta bir tane

Simdi ontimiizdeki birka¢ bolimiin ana hedefini soyleye-
lim: Her iyisiralanmig kiimeler katindan bir ve sadece bir tane
temsilci sececegiz ve bunu olabildigince dogal bi¢cimde yapaca-
g1z. Bu temsilcilere ordinal adini verecegiz.

Her katta en fazla bir ordinal olacak. Bunu kanitlamasi ko-
lay. Ve her katta en az bir ordinal olacak. Bunu kanitlamak da-
ha zor. Hatta su anki halimizle imkansiz. Bunu kanitlamak icin
adina Yerlestirme Aksiyomu diyecegimiz yeni bir aksiyoma ihti-
yacimiz olacak. Bu aksiyoma neden gereksindigimizi anlatmaya
calisacagiz, yani okura bu gereksinimi hissettirmeye calisacagiz.






10. Ordinaller

10.1. Tanim
Bir o kiimesine ordinal denmesi i¢in iki kosul gerceklegsme-
lidir. Kosullardan ilki su.

Ord1. o’mn her elemani, ayni zamanda o«’mn bir altkiime-
sidir.

Bu kosul, tam tamina,

(yexea)=>yea

diyor, yani o’nin elemanlarinin elemanlari o’nin elemanlaridir
diyor, yani o’nin her elemani o’nin altkiimesidir diyor.

Ord1 ozelligi saglayan kiimelere e-kapali! denir. Biraz zor
gerceklesen bir kosul oldugu distiniilebilir, ama bogkiimenin

e-kapali bir a kiimesi: o’nin her 6gesi a’nin bir altkiimesi

(yani 0’in) e-kapali oldugu ¢ok bariz. Aslinda her dogal sayi,
[SI]’de tanimlandig1 bi¢cimde, e-kapalidir. Dogal sayilar kiime-

1 Ingilizcesi e-complete.
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si N de (yani o da) e-kapalidir. Bunlarin kanitini birazdan ve-
recegiz.

Eger x = {y} ve y = {x} ise {x, y} kimesi e-kapalidir2.

Kolayca gortilecegi tizere, e-kapali bir o kimesinde

X, € X,1 € .. €EX| €0
kosullar
X, € a

kosulunu gerektirir. e-kapali kiimelerin bize gerekecek birkag
ozelligi daha var:

Onsav 10.1. Elemanlar: e-kapali olan bir kiimenin bilesimi
ve kesisimi de e-kapalidir.

Kanit: A, elemanlar1 e-kapali kiimeler olan bir kiime olsun.
y € x € UA varsayimini yapalim. O zaman, \UA kiimesinin ta-
nimi geregi, bir o € A i¢in, y € x € a olur. Ama a kiimesi e-
kapali oldugundan, bundan y € a ¢ikar. Demek ki

yeacUA,

yani y € \UA. Boylece \WA bilesiminin e-kapali oldugu kanit-
landi. MA i¢in kanit aymidir ve okura birakilmistir. ]

Not 1. x herhangi bir kiime olsun. &, x’in e-kapali bir alt-
ktimesidir. x’in tim e-kapali altkiimelerinin bilesimi x’in en
biyuk e-kapali altkiimesidir.

Not 2. x herhangi bir kiime olsun. x’i altkiime olarak ige-
ren e-kapali bir kiime oldugunu (yani x’in e-kapali bir tstkii-
mesi oldugunu) varsayalim. O zaman, x’in tim e-kapali istki-
melerinin kesigimi x’in en kigik e-kapal ustkiimesidir. (Bu
kiimelerin kesisimi neden bir kiimedir?)

2 Ote yandan eger Temellendirme Aksiyomu dogruysa x = {y} ve y = {x} esitlik-
lerini saglayan x ve y kiimeleri olamaz. (Bkz. [SI].)
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Not 3. x herhangi bir kiime olsun. x’i eleman olarak i¢eren
en kiigiik e-kapali kiimeyi bulmaya kalkigalim. A, = {x} olsun.
Eger n € N i¢in, A, tanimlanmisgsa,

Apg = A, U (VA
olsun. Tanimdan dolay1 A, ’nin elemanlar1 A,,,;’in hem eleman-
lar1 hem de altkimeleri. Simdi 7z = 0, 1, ... i¢in A,, kiimelerinin

UneN An

bilesimini alalim. Eger bu bilegsim bir kiimeyse, x’i eleman olarak
iceren en kiiciik e-kapal kiimedir. (Alistirma.) Bolim 12’de
soziinti edecegimiz Yerlestirme Aksiyomu kullanilarak U, _ A,
toplulugunun kiime oldugu gosterilebilir.

e-kapali kiimeler hakkinda birkag basit olgu kanitlayalim.
Eger a bir kiimeyse, S(o)’nin
S(a) = o U {a}
larak tanimlandigini animsayalim [SI].

Onsav 10.2. Eger o kiimesi e-kapaliysa, S(o.) da e-kapalidir.

Kanit: x € o U {0} ve y € x olsun.

Eger x € a ise, a bir e-kapali kiime oldugundan, y € a ol-
mali. Ama ayrica o < o U {a} = S(at). Demek ki y € S(a).

Eger x ¢ a ise, x € a U {a} oldugundan, x = o olmali. O za-
manday e x = a. ]

Sonug 10.3. Her dogal say: e-kapalidir.
Kanit: 0 = & oldugundan 0 sayis1 e-kapalidir. Onsav 10.2
tumevarimla kanit i¢in zemini hazirlamigtir. ]

Sonug 10.4. Dogal sayilar kiimesi e-kapalidir.

Kamt: Her 7 dogal sayisi S(n)’nin yani 7+1’in elemani oldu-
gundan, N = UN. Istedigimiz Sonug 10.3’ten ve Onsav 10.1°den
cikar. [
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Alistirmalar
10.1.1. Eger a < N altkiimesi e-kapaliysa, o zamanyaa € N
ya da a = N oldugunu kanitlayin.
10.1.2. x herhangi bir kiime olsun. A, = {x} olsun. Her » € N
icin,
A=A, U (UA,)
olsun. U, _y A,, bilesiminin bir kiime oldugunu varsayip, bu bi-

n+l =

lesimin x’i eleman olarak igeren en kiicitk e-kapali kiitme oldu-
gunu kanitlayim.

Bir o kiimesine ordinal denmesi icin ikinci kosul su:
Ord2. o kiimesi € ikili iliskisi tarafindan iyisiralannmustir.
Ord2 asagidaki onermelerin topuna denktir:

Ord2a. Eger x € a ise x ¢ x.

Ord2b. Eger x, y,2 e avez € yvey € x ise 2 € X.
Ord2c. Eger x,y e aiseyax e yyax =yyaday € x.

Ord2d. Eger A, o’nin bos olmayan bir altkiimesiyse, dyle
bir a € A vardir ki, her b € A icinyaa € byadaa=b.

Ord1 ve Ord2 ozelliklerini saglayan bir kimeye ordinal denir.

Herhangi bir dogal say1 kiimesi Ord2’yi sagladigindan [SI],
Sonug 10.3 ve 10.4’ten her dogal saymnin ve N’nin ordinal ol-
duklari ¢ikar.

Not 1. Ord2a, siralama dilinde “x, x’ten kuguk degil” diye
okunur. Eger Temellendirme Aksiyomu’nu dogru kabul edersek,
higbir x kiimesi i¢in x € x olamayacagindan bunu séylemeye ge-
rek yoktur, zaten dogrudur [SI]. Ayrica Ord2a’dan o ¢ o cikar,
cuinkii aksi halde o € a olurdu ve Ord2a’ya gore a. ¢ o olurdu!

Not 2. Ord2b, e ikili iligkisinin gegisli bir iligki oldugunu
soyliiyor. Siralama dilinde bu soyle ifade edilir: a’nin her x, y, z
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elemani igin, z, y’den ve y de x’ten kiiciikse, 0 zaman z, x’ten kii-
ciiktiir. Demek ki Ord2a ve 2b, o’nin € iligkisi tarafindan sira-
landigini soyliiyor. Dolayisiyla, bir ordinalin x ve y elemanlari
icin, “x < y” ve “x € y” ifadelerini ayirt etmeksizin kullanabili-
riz. Demek ki ilk okuyusta tuhaf gelebilecek ama yasami ¢cok
kolaylastiran ve aligilmasi gereken su 6nerme dogrudur: Bir or-
dinalin her elemani, kendinden kiiciik elemanlarin kiimesidir.

Eger a bir ordinalse, a, Ord1’i sagladigindan, Ord2b’de y
ve 2’nin o’nin elemanlari oldugunu soylemeye gerek yoktur, bu
zaten zorunlu olarak oyledir.

Eger a bir ordinalse, Ord2b, ayrica o’nin elemanlarinin e-
kapali olduklarini soyliiyor. Buradan hareketle bir ordinalin
elemanlarinin da ordinal olduklarini kanitlamak ¢ok basittir.
Birazdan bunu kanitlayacagiz.

Not 3. Ord2d, o’nin iyisiralandigini séyliiyor. Nitekim, si-
ralamaca dilinde, Ord2d’de belirtilen a, A’nin en kugiik elema-
nidir.

Not 4. Ord2c, e ikili iligkisinin o’y1 tamsiraladigini soyli-
yor. Eger Ord2d dogruysa, Ord2c’ye gerek yoktur, bu zaten
dogrudur; bunu gormek i¢in Ord2d’deki A altkiimesini {x, y}
almak yeterlidir.

Kanitlarin satir sayisinda tasarruf saglamak amaciyla bir
kiimeyi ordinal yapan en az sayida ozelligi yazalim:

Ord1. o’nn ber elemani, aym zamanda o’min bir altkiime-
sidir.

Ord2a. Eger x € aise x ¢ x.

Ord2b'. Eger x € avisevez € yvey € x ise 0 zaman z € x.

Ord2d. Eger A, o’nin bos olmayan bir altkiimesiyse, dyle
bir a € A vardir ki, her b € Aicinyaa € b yadaa=>b.
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10.2. Ordinallerimizi Tanityalim.

@’den, yani 0’dan degisik bir o ordinalinin (e iligkisi i¢in el-
bette, baska bir siralama yok) bir en kiigiik elemani olmali. Ne-
dir bu eleman? Bu en kiiglik elemana a dersek, a N o = & olma-
I1, ciinkii @ N o’nin bir elemani a’dan kiigiik olur. Ote yandan o
ordinal oldugu i¢in, a < a. Demek kia=a na = & = 0, yani
ordinallerin en kiiciik elemani bogkiimedir, yani 0’dir.

0

0, bogkiime olmayan her ordinalin en kiiciik elemanidir.
[k kez goren igin, bu tiir akil yiiriitmeler biraz sagirtici ola-
bilir. Zamanla alisiliyor.
Birazdan bir ordinalin ikinci elemaninin, eger varsa elbet, 1
oldugunu kanitlayacagiz. 1’den sonraki eleman da 2 olmali...
Eger x bir a ordinalinin bir elemaniysa ama en biuyik ele-
mani degilse, o zaman, a iyisirali oldugundan, o’da x’ten he-
men sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemani teshir edelim.
x’ten hemen sonra gelen elemana y diyelim. Kug¢uklugiin tani-
mindan dolayi, y, kendisinden kiigiik elemanlarin (yani kendi
0 x Y o

vy, x’ten hemen sonra gelen eleman olsun. y, kendisinden
kiiciik elemanlar kiimesidir. Bu elemanlar da ya x’ten
kiiciiktiir ya da x’e esittir. Demek ki y = x U {x} = S(x).

elemanlarinin!) kiimesidir. Bu elemanlar da ya x’e esittir ya da
x’ten kuguktur. x’ten kii¢iik olanlar tam tamina x’in elemanla-
r1 oldugundan, y = x U {x} buluruz.

Teorem 10.5. Eger a. bir ordinalse, S(a) da bir ordinaldir.

0 o o
° °

S(a) = o U {a}

Kanit: Onsav 10.2°de S(a)’nin Ord1’i sagladigini gosterdik.
Ord2a’nin Kanit: x € S(a) = o U {a} olsun. Diyelim x € x.
a bir ordinal oldugundan, x, a’da olamaz, ¢iinkii Ord2a’ya
gore bir ordinalde x e x iligkisi yasak. Demek ki x = a.. Dola-
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yisiyla o € a.. Ama a bir ordinal oldugundan, o’nin bir elema-
ni (bu eleman a bile olsa!) kendi elemani olamaz. (Bu da alisik
olmadigimiz ilging bir kanitlardan!)

Ord2b’nin Kaniti: x € S(a) =a U {a} olsunvez € yvey € x
iligkilerini varsayalim. Eger x € a ise, a bir ordinal oldugundan
z € x. Eger x ¢ a ise, x = a olmak zorunda. Demek ki z € y ve
y € a. Ama o ordinal oldugundan bundan z € a = x ¢ikar.

Ord2d’nin Kaniti: A, S(a)’nin bog olmayan bir altkiimesi
olsun. Eger A N a = J ise, 0 zaman A = {a} olmak zorunda ve

A
0 o 7 )

AcS(a)=au{a}

a = o gorevi goriir. Ote yandan eger A N o # @ ise, 0 zaman
Ana

kiimesinin (e icin elbette, bagska siralama yok) bir en kiiciik a

elemani vardir. a, A’nin en kigik elemanidir. [l

Bu teoreme gore, bir ordinalin en kiigiik elemani 0 oldu-
gundan, 0’dan sonra gelen ilk eleman 1’dir. Sonra 2, 3, 4 gelir
ve eleman kaldig: siirece bu boylecene devam eder.

10.3. Temel Olgular
Asagida kanitlayacagimiz teoremler ordinaller hakkinda te-
mel ve basit olgulardir. Ordinalleri hissetmenizde etkili olacakla-
rini umuyoruz.

Teorem 10.6. Bir ordinalin her elemani bir ordinaldir.

Kanit: o bir ordinal ve x € a olsun. Ord2b’ye gore x, Ord1’i
saglar. Simdi e iligkisinin x’i iyisiraladigini kanitlayalim. x < o ol-
dugundan, x, a’y1 iyisiralayan iligki tarafindan iyisiralanir. (Her
iyisirali kiimenin altkiimesi, tistkiimeyi siralayan iligki tarafindan
iyisiralanmustir.) Demek ki e ikili iligkisi x’i de iyisiralar. ]
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Teorem 10.7. Eger x bir o ordinalinin baslangi¢ dilimiyse,
ya x = o ya da x € o’dir. Demek ki bir ordinalin bir baslangi¢
dilimi bir ordinaldir.

Kanit. o bir ordinal olsun ve x, o’nin bir baslangi¢ dilimi ol-
sun. Eger x # a ise a, a \ x’in en kiigiik elemani olsun. O zaman
x={yea:y<al={yea:yecal=aeca
olmalidir. []

Teorem 10.8. B, o ordinalinin bir altkiimesi olsun. B’nin bir
ordinal olmasi icin B’min o’min bir baslangi¢ dilimi olmasi ge-
rek ve yeterdir.

Kanit: B, o’nin baslangi¢ dilimiyse, sonu¢ bir 6nceki te-
oremde verildi. Simdi o ve B birer ordinal ve B < o olsun. Her
aklimizda tutalim. B bir ordinal oldugundan, p’nin bir elema-
nindan kugcik bir eleman B’nin bir elemanidir. Bu da B’nin
o’nin bir baslangi¢ dilimi oldugunu gosterir. H

10.4. Derin Olgular

Teorem 10.9. Eger o ve B birer ordinalse, ya o. € p ya o = 8
ya da B € o’dur.

Kanit: Diyelim o n 8, hem o’nin hem de B’nin 6zaltkiime-
si. Bir ¢eligki elde edecegiz. x, o \ o m B’nin ve y, B\ o N B’nin
en kiiciik elemani olsunlar. x = vy esitligini kanitlayabilirsek, isi-
miz ig, ¢ciinkii 0 zaman x =y € o N P olacak ve istedigimiz ge-
ligkiyi elde edecegiz.

_im a

x ve y’nin rolleri simetrik oldugundan, x < y iligkisini ka-
nitlamak yeterli.

z € x olsun. Demek ki a ordinalinde z < x esitsizligi gegerli.
x elemani o \ o N B’nin en kiiciik elemani oldugundan, bundan
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z € oM P ckar. Dolayisiyla z € B. Simdi, yaz=yyaz € yya
da y € z. Bakalim hangisi. Birinci sikta, 2 =y ¢ o m B, imkani
yok! Uciincii sikta, z € x iliskisinden dolay1 y € x elde ederiz,
ki bundan da y € a n B ¢ikar, gene ¢eligski. Dolayisiyla sadece
ikinci g1tk miimkiin: z € y. Boylece x < y icindeligini elde etmis
oluruz. O

Teorem 10.10. Bogkiime olmayan herbangi bir ordinaller
kiimesinin bilesimi ve kesisimi de bir ordinaldir.

Kanit: Kesisimin ordinal oldugu belli: Kesisim, ordinaller
kiimesinin en kii¢iik elemanina esit. Bilegimin bir ordinal oldu-
gunu kanitlayalim.

A, bir ordinaller kiimesi olsun. Her a. # B € A icin, bir once-
ki teoreme gore, ya a € B ya da B € a. Bunu kullanacagiz.

A, ordinaller kiimesi. Aslinda sekil yanlis, ¢linkii, 6rnegin,
a, B’nin bir elemani olmaliydi. Dogru sekil kafa karistirict
demeye cesaret edemeyiz de, cok karmagik.

x € UA olsun. O zaman, bir a € A i¢in, x € o olur. Ama
a ordinal oldugundan x < a. Ote yandan, o < \WA. Demek ki
x < \UA. Ord1 kanitlandi.

Ord2a’y1 kanitlayalim. Bu kolay: x € \UA olsun. O zaman,
bir a € A i¢in, x € a. Ama o ordinal oldugundan x ¢ x.
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Sira Ord2b’de. Bu da kolay: x € WA ve z € y € x olsun. O
zaman, bir o € A i¢in, x € o.. Ama a ordinal oldugundan z € x.

Simdi yukardaki teoremi kullanarak Ord2d’yi kanitlayaca-
gi1z. & # B < UA olsun. O zaman A’da a N B # & 6nermesini
saglayan bir o vardir. o bir ordinal oldugundan, o’nin o N B
altkiimesinin bir en kigiik elemani vardir. Bu elemana a diye-
lim. Bu @’nin B’nin en kiigiik elemani oldugunu iddia ediyorum.
b € B\ {a} olsun. Belli bir B € A i¢in, b € B. Teorem 6’ya gore
a ve b birer ordinal. Teorem 9’a gore yaa € b yada b € a. Ikin-
ci durumda, b € a € a olacagindan, b € o, yani b € oo " B ve
bu da @’nin a N B’nin en kiiglik elemani olmasiyla celisir. De-
mek ki a € b ve a, B’nin en kiiciik elemani. [

Teorem 10.11. Sirals kiime olarak esyapisal olan iki ordinal
birbirine esittir.

Kanit: oo ve B, f : o — P esyapisal eslemesiyle esyapisal olan
iki ordinal olsun. O zaman, Teorem 10.9’a gore ya o < B ya da
B < a. Birincisini varsayabiliriz. O zaman, Teorem 10.8’e gore,
i(x) = x formiiliiyle tammlanmis 7 : o — B fonksiyonu da o’dan
B’nin o baslangic dilimine giden bir gommedir. Onsav 7.6’ya
gore f = i. Demek ki B = f(a) = i(a) = a. [

Sonuc 10.12. Iyistrali bir kiime en fazla bir ordinale ve tek
bir esyapt eslemesiyle esyapisal olabilir.

Kanit: Eger A iyisirali (ya da sadece sirali) kiimesi a ve f or-
dinalleriyle esyapisalsa, o ve B da birbiriyle esyapisaldir, dola-
yisiyla yukardaki teoreme gore o = B’dir. Esyapisal eslemenin
biricikligi Onsav 7.6’dan ¢ikiyor. ]

Ilerde her iyisirali kiimenin bir ordinalle esyapisal oldugu-
nu kanitlayacagiz ama bunun i¢in daha giiglu bir kiimeler ku-
ramina ihtiya¢ duyacagiz.
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Teorem 10.13. Eger bir o ordinalinden bir B ordinaline gi-
den bir esyapr fonksiyonu varsa, o zaman ya o. = 3 ya da o €
B’dir. Dolayisiyla oo < B ve a. < B olur.

Kanmit: f : o — B siralamay1 koruyan bir fonksiyon olsun.
Teorem 7.9a gore f(a)’nmin B’nin bir baglangi¢ dilimi oldugunu
varsayabiliriz. Teorem 10.7’ye gore ya f(a) = p ya da f(a) € B
ve f(a) bir ordinaldir. Teorem 11’e gore de f(a) = a. O

Sonug 10.14. o ve B ordinal olsunlar. Asagidaki énermeler

esdegerdir.
1.0 € B yadaa=5,
2.0 c B,
3.a<p,
4. a, B’mn bir baslangic dilimi,
5. a, B’ bir altkiimesiyle esyapisal.

Alistirmalar

10.4.1. o bir ordinal olsun. Eger o’nin en buyuk eleman:
varsa bu elemanmm Ua oldugunu kanitlayin. Eger o’nin en
biiyiik elemani yoksa Ua = a esitligini kanitlayin.

10.4.2. B bir ordinal kiimesi olsun. C < B su 6zelligi sagla-
sin: “Her B € B i¢in B < y esitsizligini saglayan bir y € C var-
dir”. Bu durumda U g B = U, ¢ 7 esitligini kanitlaym.

10.4.3. a = S(B) = B v {B} olsun. a bir ordinalse, p’nin da
bir ordinal oldugunu kanitlayin.

10.4.4. a ve B birer ordinal olsunlar. S(a) = S(B) ise o = B
esitligini kanitlaym.






11. Limit Ordinaller ve
Ordinallerde Tiimevarim Ilkesi

Iyi51ra11 kiimelerde timevarimla kanitlama yénteminden 6’nci
boliimde sozettik. O boliimde su teoremi kanitladik:

Iyisiralamalarda Tiimevarim Ilkesi [Teorem 6.3]. (X, <) bir
iyi siralama olsun. A < X bir altkiime olsun. A’min su ozelligi
oldugunu varsayalim:

Her x € X igin, eger {y € X : y < x} < A ise, 0 zaman x € A.
Bu durumda A = X’dir.

Her ordinal iyisirali bir kiime oldugundan, ayni teorem or-
dinallerde de gecerlidir elbet. Ama ordinaller sézkonusu oldu-
gunda, ayni teoremi bagka turli ifade etmek kanitlarda baz
avantajlar saglar.

Bazi ordinallerin en biiyiik elemanlar: vardir. Ornegin 5’in
en buiyiik elemani 4’tiir. S(®)’nin en biiyiik elemani ®’dir. Ama
her ordinalin en biiyiik elemani yoktur. Ornegin en biiyiik do-
gal say1 olmadigindan, ®’nin en biiyiik elemani yoktur. En bii-
yuk elemani olmayan 0’dan degisik ordinallere limit ordinal
denir. o ilk limit ordinaldir. Limit ordinaller genelde A (lamb-
da) simgesiyle gosterilir.

Limit olmayan ve 0’dan degisik olan bir o ordinalinin en bii-
yuk elemani B ise, o = S(B)’dir elbet. (Okura basit bir aligtirma.)
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Teorem 11.1. [Ordinallerde Tiimevarim Ilkesi] Bir 6nerme,
a) 0 icin dogruysa,
b) Bir a. ordinali icin dogru oldugunda S(o) ordinali
icin de dogruysa,
c) her \ limit ordinali icin, 6nerme Ndan kiiciik ordi-
naller icin dogru oldugunda )\ icin de dogruysa,
0 zaman o 6nerme her o. ordinali icin dogrudur.

Kanit: Onermeye ¢(x) diyelim. @(x)’in her ordinal icin dog-
ru olmadigini varsayalim. Diyelim ¢(x), o ordinali i¢in yanls.
B = S(a) olsun.

A ={y € B:oly) yanhs)
olsun. A bir kiimedir ve bir ordinal kiimesidir. & € A oldugun-
dan, A # &. O zaman A’nin bir en kiiciik elemani vardir. Bu ele-
mana vy diyelim. Demek ki ¢(x) 6nermesi y’dan kiiciik ordinaller
i¢in dogru. (a) varsayimina gore y # 0. (b) varsayimina gore bir 8
ordinali i¢in y = §(8) olamaz. (c) varsayimina gore y bir limit or-
dinal olamaz. Demek ki y olamaz! H

Kimileyin bu ilke yerine kanit1 kullanilir. Diyelim ordinal-
ler hakkinda kanitlamak istedigimiz bir ¢(o) 6nermesi var. Bir
an i¢in @’nin her o ordinali i¢in dogru olmadigini varsayalim,
diyelim ¢ 6nermesi o i¢in dogru degil.

{B<a: o) yanhs)

kimesine bakalim. o bu kiimede oldugundan, bu ordinal kii-
mesi bog degil. Demek ki bir en kii¢iik elemani var. O elemana
B diyelim. Simdi ¢(B) yanlis ama B’dan kiigtik her y ordinali i¢in
¢(y) dogru. Buradan bir celiski elde etmeye ¢aligilir. Bunun igin
once B’nin 0 olamayacag kanitlanir. Sonra B’nin bir y ordinali
icin S(y)’ya esit olamayacagi kanitlanir. Ardindan, B’nin bir li-
mit ordinal de olamayacag: kanitlanir. Boylece B’nin hicbir sey
olamayacag: anlasilir ve bir ¢eligki elde edilir.

Ilerde tiimevarim ilkesini sik sik kullanacagimizdan érnek
vermiyoruz.
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Alistirmalar
11.1. a bir ordinal olsun. o’nin limit ordinal olmasi igin
va = o

esitliginin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.

11.2. o limit olmayan bir ordinal olsun. a = S(Ua) esitligi-
ni kanitlayin, yani Ua, o’nin en buiytik elemanidir.

11.3. Elemanlari limit ordinaller olan ama bogkiime olmayan
bir kiimenin bilesiminin de bir limit ordinal oldugunu kanitlayin.

11.4. A # &, en buytk elemani olmayan bir ordinaller kiime-
siyse UA nin bir limit ordinal oldugunu kanitlaym.






12. lyisirali Kiimeler, Ordinaller ve
Yerlestirme Aksiyomu

u bolimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordinalle es-
Byaplsal oldugunu kanitlamaya calisacagiz ve bigtizel cuval-

layacagiz. [SI]’de verdigimiz aksiyomlarla bu énerme ka-
nitlanamaz. Ama biz gene de inatla kanitlamaya ¢alisacagiz ve
bildigimiz kiimeler kuraminin nerede eksik kaldigini ayan beyan
gorecegiz. Eksik kaldigimiz yeri yeni bir aksiyomla tamamlaya-
cagiz.

Yeni aksiyomumuz bizce dogru olmasi gereken dogal bir
onermedir. Ama okur, bu yeni aksiyomun dogalligina yeri gel-
diginde kendi kendine karar vermelidir. Sonug¢ olarak, aksi-
yomlarin secimi, neyin dogru olmasi gerektigi konusunda inan-
ca dayanur.

Herhangi iyisirali bir kiime alalim. Bu kiimeyle bir ordinal
arasinda siralamayi koruyan bir egleme, yani bir izomorfizma
ya da Tiurkgesiyle bir esyapi eslemesi bulacagiz, daha dogrusu
bulmak istiyoruz.

Iyisirali kiimemize (X, <) diyelim. Sonug 10.12’ye gore, (X, <)
ancak tek bir o ordinaline esyapisal olabilir ve X’le o arasinda
ancak tek bir egyap1 eslemesi olabilir. Yani eger X iyisirali kiime-
sinden bir a ordinaline giden bir f : X — o esyap1 eslemesi var-
sa, hem o hem de f bir tanedir.
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Matematikte bir seyden bir tane varsa o seyi bulmak genel-
likle ¢ok kolaydir. Matematikte zor olan, tek bir tane olan nes-
neleri bulmak degil, tam tersine ¢ok olanlardan birini bulmak-
tir. Ornegin, eger bir nesneden sonsuz tane varsa, kimileyin bu
sonsuz tane olan nesnelerden birini bile bulmak miimkiin ol-
mayabilir. Bu ilging ve bir o kadar da tuhaf olguya ilerde degi-
necegiz.

Tum iyimserligimizi takinip basliktaki 6nermeyi kanitlama-
ya (calismaya) baglayalim.

Eger X boskiimeyse, o zaman X, 0 ordinaline esittir. Bu du-
rumda X’in kendisi zaten bir ordinaldir. Fazla bir sey soylemeye
gerek yok.

Eger X bos kiime degilse, X’in bir en kiiciik elemani vardir.
Bu elemana x diyelim. Eger X’in bundan bagka elemani yok-
sa, o zaman X, 1 ordinaliyle esyapisaldir elbette. Resmi asagi-
da ¢izdik. Bu durumda, X’le 1 ordinali arasindaki (tek) esyap1
eslemesi (hatta tek fonksiyon!) x,’1 0’a gonderen fonksiyondur.

Xy 0
*— *—
X 1

Flarg) =0

Eger X’in xy’dan bagka elemanlar: varsa, o zaman X’te
xo’dan hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemana x; di-
yelim. Eger X’te x,’den biiyiik bagka eleman yoksa, yani X te
sadece x( ve x; elemanlar: varsa, o zaman X, 2 ordinaliyle es-
yapisaldir. Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) egya-

Xy Xy 01
oo
X flxg=0 2
flxy) =1

p1 eslemesi x4’1 0’a, x;’1 1’e gonderen fonksiyondur; en kiiciik
eleman en kiiciik elemana, en buyiik eleman en biiyiik elemana
gitmelidir.
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Eger X’te x;’den buiyiik elemanlar varsa, o zaman X’te x;’den
hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemana x, diyelim. Eger
X’te x,’den biiylik baska eleman yoksa, yani X’te sadece x, x;
ve x, elemanlar1 varsa, o zaman X, 3 ordinaliyle esyapisaldir!.
Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) esyap1 eslemesi
x0’1 0’a, x’1 1’e, x,’yi 2’ye gonderen fonksiyondur; en kiiciik

Xg X X, X 012 3
o o000 oo o0
flxg)=0
f(xl)zl
flxy) =2

eleman en kii¢iik elemana, en biiyiik eleman en biiyiik elemana
gitmelidir.

Bunu boylece siirdirebiliriz... Eger sonlu zamanda (her ne
demekse!) X’in en buyiik elemanina ulagirsak, o zaman X iyi-
siralamasi bir dogal sayiyla esyapisaldir.

Eger X’te n + 1 tane eleman varsa ve bu elemanlar1 kiigiik-
ten buyuge dogru,

X9 < X < . <X,
diye siralarsak, o zaman X,

flx) =i

eslemesiyle 7 + 1 ordinaline esyapisaldir.

Xg XXy . X, 012 « n
oo —0 oo —0
X flag) =0 n+l
flxy) =1
f(xz) =2
flx,)=n

Ama X’in elemanlarini boyle teker teker sonlu zamanda bi-
tiremeyebiliriz, X sonsuz da olabilir. Simdi X’in sonsuz oldugu-
nu varsayalim.

Eger x,,, X’in 7 + I’inci elemaniysa ve X ’te bu x,,’lerden bas-
ka bir eleman yoksa, o zaman X’in ®’ya (yani N’ye) benzedigi,
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hatta f(x,) = n fonksiyonu sayesinde w’yla esyapisal oldugu

agikar.
XXXy e X, 012 -« =n
oo0oo0 o eoeo o
X flx,) =n o

X’te bu x,,’lerden baska elemanlar da olabilir, neden olma-
sin? Tum bu x,’lerden buytk olan elemanlarin en kictigiine
x, diyelim. X’in, x, dahil olmak tizere, x,’ya kadar olan kis-
mu belli ki S(w) ile esyapisall.

Bunu boylece siirdiirebiliriz... Ama nereye kadar stirdtrebi-
liriz? X’in sonuna ulasabilecek miyiz? Zamanin (istedigimiz ka-
dar) sonsuz oldugu bir evrende yasasaydik belki bu tir kanitlar
o evrenin matematiginde kabul edilebilirdi, ama ne yazik ki 6y-
le bir evrende yasamiyoruz ve yukarda yapilanlar bir yere kadar
kabul edilebilir. Daha matematiksel bir yontem bulmaliyiz.

Bu noktadan sonra matematik bashyor.

12.1. Matematik Basliyor

(X, <) iyisirali bir kiime olsun. X’in bir ordinale esyapisal
oldugunu kanitlamak istiyoruz.

X’in bir ordinale esyapisal olup olmadigini bilmiyoruz he-
nuz ama X’in bazi baslangi¢ dilimlerinin bir ordinale esyapisal
oldugunu biliyoruz. Ornegin, eger X’te en az 10 eleman varsa,
X’in ilk 10 elemanindan olusan kiime (ki bu bir baslangi¢ dili-
midir) 10 ordinaliyle esyapisaldir.

1 Yazinin Bolum 4’e benzemeye basladigint okur fark etmis olmali.
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¢, X’in bir ordinale egyapisal olan baslangi¢ dilimlerinin
kiimesi olsun. ¢, gercekten bir kiimedir. [SI]’de verdigimiz ak-
siyomlardan hareketle g ’nin bir kiime oldugu kolaylikla kanit-
lanabilir.) Amacimiz X’in ’de oldugunu kanitlamak tabii.

Eger I € g ise, I baslangi¢c diliminin egyapisal oldugu tek
bir ordinalin oldugunu biliyoruz (Teorem 10.11). Bu ordinale
o; adini verelim. Ayrica, I baslangi¢ dilimiyle o ordinali ara-
sinda tek bir esyap1 eslemesi oldugunu da biliyoruz (Sonug 7.6
ya da 10.12). Bu esyap1 eslemesine de f; adini verelim.

@ X
\JI eB
it f,l

vy v o
01

Sav 1. Jve I, p’den iki baslangi¢ dilimi olsun. O zaman iki-
sinden biri digerinin altkiimesidir. Ayrica, eger | c [ ve x € |
ise, fi(x) = fi(x) olur.

Savin Kaniti: I ve J, X’in baslangi¢ kiimeleri oldugundan
ikisinden biri digerinin altkiimesi olmali (Bélim 7.1). Diyelim
JclL

I ve ] baslangi¢ dilimleri,

fr:l—- o
ve
fre]l—o
eslemeleriyle, sirasiyla, o; ve o ordinallerine egyapisallar.

Eger oy = | = I — o yolunu takip edersek, a.;’den a’ya
giden
f7'

flofj_l:o(.] ]gl f[ ar

esyapt fonksiyonunu buluruz. O zaman Teorem 10.13’ gére o
c o ve hatta o, a/’nin bir baslangi¢ dilimi (Teorem 10.8).
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Simdi f;: I - o; fonksiyonunu I’nin | baslangic dilimine
kisitlayabiliriz, yani f;’nin I’da aldigi degerlere bakacagimiza
fr'nin sadece J’de aldig1 degerlere bakabiliriz. Eger bu fonksi-

- J X
fiiif i) f 1
v Y v %y

yonu f; olarak simgelersek, her x € [ igin, f; fonksiyonunun
tanimi geregi,

fryx) = filx)
olur. Demek ki

F) = f1() )
ve dolayisiyla fIl]U)a a/nin bir baslangi¢ dilimi (Onsav 7.5.1).
Simdi J’yi a;’nin baslangi¢ kiimelerine gomen iki esyapi fonk-
siyonumuz var: biri f), digeri fy;. Onsav 7.6’ya gore

1= "Tur

Bir baska deyisle, eger x € ] ise,

f](x) = fi(x).

Savimiz kanitlanmugtir. [l

Bu sav bize parlak ve hatta tozpembe bir gelecek isaret edi-
yor. Sanki her sey yolunda gibi.
Simdi amacimiz g ’nin elemani olan baglangi¢c kiimelerinin
bilesimini alip bunun X’e esit oldugunu, yani
X =U o I
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esitligini gostermek. Bir de o; ordinallerinin bilesiminin bir or-
dinal oldugunu gosterebilirsek o zaman igimiz is... Zaten bir
ordinal kiimesinin bilesiminin bir ordinal oldugunu biliyoruz
(Teorem 10.10). Bu ordinale a diyelim:
o=V, o

Biitiin bunlari yaptigimizi varsayarsak, X ten o’ya giden su es-
yap1 eslemesini tanimlayabiliriz: Eger x € X = U, , [ ise, o za-
man x € [ € g iliskilerini saglayan bir I vardir. Simdi,

flx)=filx) e ajca
olarak tanimlayalim.

Sav 1’e gore, tamimda, ¢ ’nin x’i igeren hangi I baslangic di-
liminin alindig1 6nemli degildir, tim secimler ayni sonucu ve-
rir. Bu asamada f’nin X’ten o’ya giden bir egyap1 eslemesi ol-
dugunu kanitlamak isten bile degildir. Zamani geldiginde ya-
pacagiz.

Ule o I = X esitligini gostermek icin kiiiik bir numara yap-
mamiz gerekiyor. Bir an igin (X, <) iyisirali kiimesinin bir ordina-
le esyapisal olmadigini varsayalim. X’in bir ordinale esyapisal ol-
mayan baglangi¢ dilimlerinin en kiigigtinii alalim. Bu baslangi¢
dilimine simdilik X’ diyelim. Alistirma 7.1.4’e gore boyle bir bas-
langi¢ dilimi vardir. Hem X hem de X' bir ordinale esyapisal ol-
mayan iyisirali kimeler. Ama X' iyisiralamasinin X’e gore bir ay-
ricaligi var: X' iyisiralamasinin kendisine esit olmayan her baslan-
gic dilimi bir ordinale esyapisal. Simdi X yerine ayricaligi olan bu
X' iyisiralamasini alabiliriz. Bundan boyle,

1. X’in bir ordinale esyapisal olmadigini, ve

2. X’in X’e esit olmayan her baslangi¢ diliminin bir ordina-
le esyapisal oldugunu varsayiyoruz. Bir baska deyisle, ¢, artik
X’e esit olmayan X’in tiim baslangi¢ dilimleri.

Sav 2. X’in en biiyiik elemamni olamaz.
Kanit: X’in en biiyiik elemani oldugunu varsayalim. Bu ele-
mana s diyelim. Simdi,
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I={yeX:y<s}

olsun. I, X’in bir baslangi¢ dilimidir. Ama s, I’da olmadigin-
dan, I # X. Demek ki I bir o; ordinaline bir f; egsyap1 eslemesi
araciligiyla egyapisal. Ama X = I U {s} ve S(aj) = a; U {a ] ve
X’in ve S(a;)’nin siralamalari son derece uyumlu. f; esyapi es-
lemesini I’dan X’e genisletmek ¢ok kolay: Asagidaki sekilde
gosterildigi gibi X’in en sonundaki s elemanini S(o;)’nin en so-
nundaki o; elemanina yollayalim.

X
! 3
b
°
O O
S(ay)

Boylece X ile S(a;) arasinda bir esyapi eslemesi bulduk. S(a;)
bir ordinal oldugundan (Teorem 10.5), bu bir ¢eligkidir. O

Artik Uy , [ = X esitligini kanitlayabiliriz. p’nin X’in X’e
esit olmayan baslangi¢ dilimlerinin kiimesi oldugunu animsati-
rim.

Sav3. U, [=X.

Kanit: x € X olsun. x, X’in en biiyiik elemani olmadigindan
(Sav 2), X’te x’ten buyiik bir eleman vardir. Bu elemanlardan bi-
ri y olsun. O zaman,

I={ze X:2<vy},
X’in x’i iceren ama y’yi icermeyen bir baslangic dilimidir. De-
mek ki x € Uy, L. O

Istedigimizin nerdeyse sonuna geldik.

Sira, her [ € @ baslangi¢ diliminin esyapisal oldugu o; or-
dinallerinin bilesiminin bir ordinal oldugunu kanitlamada, ya-
ni Uy , a; bilesiminin bir ordinal oldugunu kanitlamaliyiz.
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Sav 4. U, , o bir ordinaldir.

Kanit: Teorem 10.10’da bir ordinaller kiimesinin bilegimi-
nin gene bir ordinal oldugunu kanitlamistik. Demek ki bilme-
miz gereken tek sey

{oj: T e p}
toplulugunun bir kiime oldugu... Bunu bilirsek gerisi gelecek...

Maalesef bunu [SI]’de verdigimiz aksiyomlarla kanitlaya-
mayiz. Neden kanitlayamayacagimizi biraz a¢iklamaya calisa-
yim.

Once bir durum degerlendirmesi yapalim. Neyle kargi kar-
styay1z? o bir kiime; bundan kuskumuz yok. Her I € ¢ igin
o iyi tamimlanmig bir ordinal; bundan da kuskumuz yok. Ni-
tekim o, I iyisiralamasinin esyapisal oldugu yegane ordinal,
bir ikincisi daha yok.

Durumu 6zetleyen soyle bir resim ¢izdik. Begenilerinize sunu-
yoruz:

Ordinaller Evreni

Iyisiralanmis Kumeler Evreni

Kiimeler Evr

Aslinda resim ¢ok daha sade. Resmin iyi siralanmig kiime-
lerle ya da ordinallerle filan pek bir ilgisi yok. En yalin haliyle
resim soyle: ¢ bir kiime. @ ’nin her I elemani i¢in bir ve bir tek
o kiimesi tanimlanmig. @’nin kiime oldugundan hareketle,



136 12. Tyisirali Kiimeler, Ordinaller ve Yerlestirme Aksiyomu

{oaj: I e p}
toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Durumu bu daha yalin haliyle asagida resmettik.

Kiimeler Evreni

Kritik soru: @ bir kiime. ¢’nin her elemant igin o,
kiimesi bir bigimde tanimlanmus. a’lerin toplulugu
da bir kiime olur mu?

Eger o sonluysa sorun yok, ¢iinkii o zaman
{oj: Te p}
toplulugu sonlu bir topluluk olur ve her sonlu topluluk gibi bu
da bir kiime olur. Sorun, @ sonsuz oldugunda.

Ote yandan eger o,’ler rastgele, yani hicbir kurala bagl ol-
maksizin secilmislerse (ki aslinda boyle bir se¢im fiziksel olarak
miimkiin bile degildir!) o;’lerin toplulugunun bir kiime olmasi-
n1 bekleyemeyiz. Ote yandan burada 6zel bir durumla kars: kar-
styayiz. Her a;, I’ya belli bir kuralla bagh: oy, I iyisiralamasinin
esyapisal oldugu yegane ordinal. Yani, eger ¢(x, y), Turkge soy-
ledigimiz su ozelligin

x bir siralama ve vy, x’le esyapisal olan bir ordinal,
matematikgesini simgelerse, o zaman her x € @ icin @(x, y) for-
miliint saglayan bir ve bir tane y kiimesi vardir.

Simdi sorumuzu soruyoruz:
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Onemli Soru: @ bir kiime ve ¢(x, y) bir 6zellik olsun. Her
x € @ icin, ©(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y kiimesi-
nin oldugunu varsayalim. O zaman bir x € @ icin ¢(x,y) Ozel-
ligini saglayan y’ler bir kiime olusturur mu? Yani
y:3Ix(x € p Aolx,y)
toplulugu bir kiime midir?

Tanimlanabilir Altkiime Aksiyomu’ndan, eger sorudaki

y’leri igeren bir R kiimesi oldugu bilinirse, yani

{y:3x (x e o Aolx, )}
toplulugu aslinda

yeR:3Ix(x e p Aol y)

ise, 0 zaman bunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Sorun, tim
y’leri eleman olarak iceren bir R kiimesinin olup olmadigin bil-
medigimizde ortaya ¢ikiyor; bu sanssiz durumda

{y:3x (x e o Aoy, y)
toplulugunun bir kiime olduguna hitkmedemiyoruz.

Kumeler Evreni

boyle bir kiime
var mi?

bu bir kiime

@ bir kiime olsun. Her x € @ i¢in, ¢(x, y) 6zelligini saglayan bir ve bir tane
y oldugunu varsayalim. O zaman, belli bir x € @ i¢in ¢(x, y) 6zelligini
saglayan y’ler bir kiime olustururlar m1?

Not: o kiimesinin elemanlarini x, x,, ... diye yazmamiz okuru yaniltmasin,
$ kiimesi sayilabilir olmak zorunda degildir.
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Bu arada ¢(x, _)’nin nerdeyse tanim kiimesi ¢ olan bir fonk-
siyon tamimladigina dikkatinizi ¢ekerim. Gergekten de her x €
i¢in bir ve bir tek y degeri veriyor. Tek eksigi deger kiimesinin ol-
mamast... Hatta degerleri iceren bir kiimenin olmamasi.

Sanirim soruyu ve sorunu yeterince tartigtik. Yaniti verme-
nin zamani geldi. Boyle bir kiimenin varhg: [SI]’de verdigimiz
aksiyomlarin yardimiyla kanitlanamaz. Bu kanitlanamazligin
kanit1 zor olmasa da bizi konumuzdan bayag: saptiracagindan
kaniti burada vermeyecegiz.

Bir yandan boyle bir kiimenin olmasini istiyoruz, ¢iinkii her
iyisiralamanin bir ordinal olmasi gerektigini hissediyoruz (en
azindan ben Oyle hissediyorum, ben diinyay1 6yle algiliyorum),
diger yandan boyle bir kiimenin varligini kanitlayamiyoruz. O
zaman yeni bir aksiyom gerekiyor.

12.2. Yerlestirme Aksiyomu
Iste ihtiyacimiz olan aksiyom:

Yerlestirme Aksiyomu. @ bir kiime ve ¢(x, y) bir ozellik ol-
sun. Her x € ¢ icin, ¢(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y
kiimesinin oldugunu varsayalim. O zaman bir x €  icin ¢(x, y)
ozelligini saglayan y’ler bir kiime olustururlar. Yani

y:3Ix(x € p Aolx,y)
toplulugu bir kiimedir.

Eger Yerlestirme Aksiyomu’nun var oldugunu soyledigi kii-
meye R dersek, o zaman ¢(x, y) 6zelligi (ya da formuli), g ile
R arasinda bir esleme verir. Mecazi konusacak olursak, Yerles-
tirme Aksiyomu, ¢ kiimesini R’ye yerlestirerek R’nin kiime ol-
duguna hitkmedebilecegimizi soyliyor.

Simdi Sav 4’tin kanitini tamamlayabiliriz. Yerlestirme Aksi-
yomu’'na gore {o;: [ € @} bir kimedir, hatta bir ordinal k-
mesidir. Dolayisiyla bu kiimenin elemanlarinin bilegimini aldi-
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gimizda bir kiime buluruz: U _ , o bir kiimedir. Hatta, Te-
orem 10.10’a gore bu bilesim bir ordinaldir. [l

Teorem 12.1. Her iyisirali kiime bir ve bir tek ordinale es-
yapisaldir.

Kamit: lyisirali bir kiimenin iki degisik ordinale esyapisal
olamayacagimi Teorem 10.11’den biliyoruz. Bulduklarimizi
tekrarlayalim. Bir ordinale esyapisal olmayan iyisirali bir X k-
mesiyle basladik. Biraz ugrasla, X’in X’e esit olmayan her I
baslangi¢ diliminin bir o ; ordinaline esyapisal oldugunu varsa-
yabilecegimizi gordiik. Sav 2°de, X’in en biiyluik elemaninin ola-
mayacagini gordik.

Eger ¢, X’in X’e esit olmayan baslangic dilimlerinin kiime-
siyse, her I € @ icin, I'nin egyapisal oldugu tek bir o ; ordinali
ve I’dan a;ya giden tek bir f; esyap1 eslemesi vardir.

Yerlestirme Aksiyomu’na gore {o;: [ € g} toplulugu ele-
manlar1 ordinaller olan bir kiimedir. Dolayisiyla bu kiimenin
bilesimi de bir ordinaldir. Bu ordinale o adini verelim.

a=Uc,arn

Ayrica Sav 3’e gore U , [ = X.

Bir de Sav 1 ¢ok onemli: Eger I ve |, ¢’delerse ve eger J < I
ise ve x € [ ise, o zaman fj(x) = fi(x).

Simdi X’ten a’ya giden su f fonksiyonunu tanimlayabiliriz:
Eger x € X = U, lise, x € I € g iligkilerini saglayan bir I
baslangi¢ dilimi vardir.

flx) = filx) e a;ca

olsun.
X:UIepl S N a:UIEKOal
V) v
I S SN oy
v v
J —f]—> oy




140 12. Tyisirali Kiimeler, Ordinaller ve Yerlestirme Aksiyomu

Sav 1’e gore, f(x)’in tamiminda, ’nin x’i iceren hangi [
baslangi¢ diliminin alindigi 6nemli degildir, tim se¢imler ayn
sonucu verir.

f’nin X’ten o’ya giden bir esyap1 eslemesi oldugunu kanit-
lamak kald: geriye. Bu kolay:

f Ortendir: B € o olsun. o = Uy _ , a; oldugundan, belli
bir I € g icin B € oy olmalidir.

fr:l—-a;
orten oldugundan, belli bir x e I i¢in, f;(x) = B olmalidir. De-
mek ki f(x) = fi(x) =B. Ve, x e [c U, [ = X.

f Siralamaya Saygi Duyar: x, y € X olsun. x <y esitsizligi-
ni varsayalim. X = U , I oldugundan, I, ] € ¢ icinx € I ve
y € J. Ama I ve ], X’in baslangi¢ kiimeleri olduklarindan, iki-
sinden biri digerinin altkiimesi olmali. Diyelim | < I. O zaman,
hem x hem de y, I’nin elemanlari. Dolayisiyla f(x) ve f(y)nin
tanimlarinda ayni I baslangic dilimini alabiliriz:

f(x) = filx),
fy) = fily).

Ayrica, f;: I — a bir esyapi eslemesi oldugundan ve x <y
esitsizliginden, f;(x) < f;(y) esitsizligi ¢ikar.

Simdi, £(x) = £1(x) < f1(y) = Fy), yani f(x) < £(y). Istedigimiz

kanitlanmugtir, X iyisirali kiimesi o ordinaline egyapisaldir. [

12.3. Yerlestirme Aksiyomu’nun izin Verdigi Kiimeler
Eskiden kime olmayan topluluklarin kiime olduklarin
Yerlestirme Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayabiliriz.

Ornek: {0, {0}, {{0}}, {{{O}}}, ... } toplulugu bir kiimedir.

Aslinda bu kiimeyi boyle yazmak gtinah sinifina olmasa da
kabahat sinifina sokulabilir, ¢iinkii matematikte “nokta nokta
nokta” diye bir simge yoktur.

Sunu kanitlayacagiz: a; = 0 olsun ve her # € ® i¢in, a,,, = {a,}
olsun. Oyle bir ¢(x, y) formiilii vardir ki, ¢(x, y)’nin dogru ol-
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mast i¢in yeter ve gerek kosul x’in bir dogal say1 olmasi ve y’nin
a,’e esit olmasidir.

o(x, y) formulini yar1 Turkce yart matematikge yazacagiz;
sadece matematik¢e yazarsak formiili gereksiz yere uzatmig
oluruz.

¢(x, y) formulii, once x € o diyecek. Sonra

2 =A{ag, aqy ooy dy_q)
diye bir kimenin varhigindan s6zedecek. Bunu soyle soyleyece-
giz: Oyle bir z kiimesi ve dyle bir f : x — z eslemesi vardir ki,
f(0) =ag ve her 0 <i<x—1i¢in f(S(7)) = {f(7)}dir.

Simdi bir de ayrica y = {f(x — 1)} diyelim.

x = 0 sikki yukarda sorun yaratir. Eger x = 0 ise ¢(x, y) for-
mili “y = 0” desin.

Boylece diledigimiz gibi @(x, y) formiilii bulduk. Simdi Yer-
lestirme Aksiyomu’nu ¢(x, y)’ye ve @’ya uygularsak, eleman ola-
rak sadece a,/’leri (n € ®) igeren bir kiimenin varligini kanitlamis
oluruz.

Not 1. Bu asamaya kadar [SI]’de ve bu ders notlarinda gor-
diugiimiiz kiimeler kuramina Zermelo-Fraenkel kiimeler kurami
adi verilir ve bu “teori” ZF olarak kisaltilir. Kiimeler kuramini-
nin son aksiyomu ileride gorecegimiz Secim Aksiyomu’dur.
ZF’ye Se¢im Aksiyomu eklenerek elde edilen teori ZFC olarak
yazilir.

Not 2. Artik her iyisirali kiimenin bir (ve bir tek) ordinale eg-
yapisal oldugunu biliyoruz ama hentiz sayilamaz sonsuzlukta bir
kiimenin iyisiralanabilecegini, dolayisiyla sayilamaz sonsuzlukta
bir ordinalin oldugunu bilmiyoruz. Boyle bir ordinalin varhigini
ileride, Se¢cim Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayacagiz. Daha ileri
gidip, her kiimenin iyisiralanabilecegini kanitlayacagiz.

Not 3. Ne ZF’de ne de ZFC’de tiim ordinaller toplulugu bir
kiimedir. Bunu bir sonraki altbolimde kanitlayacagiz.
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12.4. Burali-Forti Paradoksu

Q, tiim ordinaller kiimesi olsun. O zaman, o = UQ bir or-
dinaldir (Teorem 10.10; aslinda Q = a, ama bunun hicbir one-
mi yok) ve elbette ordinallerin en buyugudir. Ama S(a), o’dan
daha biiyiik bir ordinaldir. Celigki! (Ihtiyaciniz varsa Ord2a’y1
da kullanin.)

Buna “Burali-Forti Paradoksu” denir.
1897°de Cesare Burali-Forti (1861-1931) ta-
rafindan bulunmustur, Bertrand Russell
(1872-1970) Paradoksu’ndan 4 yil daha 6n-
ce. Burali-Forti Paradoksu’nun bir benzeri iki
yil sonra Cantor tarafindan bulunmustur.

Tim paradokslarin kokeni aymidir: Her
biri ¢ok ¢ok “biiyiik” topluluklarin kiime
olduklarini varsayar.

Diun paradoksa yol acan akil yiiriitme
bugiin paradoks olmaktan ¢ikmistir, ¢clinkii ~ Cesare Burali-Forti
ordinaller toplulugu Q bir kiime degildir! Q’nin kiime olmadigi-
nin kaniti yukarda: Yoksa Burali-Forti Paradoksu gergekten bir
paradoks olurdu ve c¢eligki elde ederdik (olmayana ergi yonte-
mi).

Burali Forti, Peano’nun asistanligini yapmistir. 200’den
fazla matematiksel makalesi vardir. Matematik egitimi konu-
suna da egilmistir. Ancak Einstein’in izafiyet kuramina inan-
mamis ve (Tommaso Boggio ile birlikte) kuramin yanlighgini
gostermeye ¢alisan bir kitap yazmustir.
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13.1. Toplamanin Tanimi
o lkokulda dogal sayilari toplamay1 nasil 6grendiginizi anim-
Isaym. 3 +4 =7 yerine, 3 fasulye + 4 fasulye = 7 fasulye esit-
ligini 6grenmissinizdir 6nce herhalde. Ogretmen sola 3 fa-
sulye dizmistir. Bu grubun sagina dort fasulye daha dizmistir.

Sonra tiim fasulyeleri saymanizi rica etmistir.

74q @@@@
73q @4gQ

Ogretmen fasulyeleri siraya dizmeden karisik koymus ola-
bilir. Siraya dizerse, saymasi daha kolay olur. Biz iyi 6gretmen-
le okudugumuzu varsayalim: Sayacagimiz nesneler siralansin.

G@@OG@ S G@OQQ%O@

00ga0e, - 08gla®et ..

Ordinaller de aynen fasulye toplar gibi toplanir.
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Daha matematiksel olmak gerekirse... o ve B iki ordinal ol-
sun. Bu iki ordinali toplamak i¢in o tane fasulyenin sagina 3 ta-
ne fasulye koyariz ve boylece elde edilen fasulyeleri soldan sa-
ga sayariz... Burada, “saymak”la “iyisiralamak”1 kastediyoruz.

Daha daha matematiksel olalim. o ve B birer ordinal olsun-
lar. Asagidak sekilden takip edin. Ordinal olduklarindan, o ve 8
iyisirali kiimelerdir: e, yani “elemani olmak” iligkisiyle iyisira-
lanmiglardir. Altbolim 5.2°de herhangi iki iyisirali kiimeyi top-
lamay1 tanimlamustik. Séyle yapmistik: Once o ve P iyisiralt kii-
melerini a x {0} ve B x {1} kiimeleriyle degistirmistik, ¢iinkii o ve
B kiimelerinin kesismelerini istemiyorduk (bu iki kiime esit bile
olabilirler!), her turlii kesisme olasiligina karg1 6nlem olarak o ve
B yerine, kesismediklerinden emin oldugumuz o x {0} ve B x {1}
kiimelerini almigtik. Sonra, o ve B tizerindeki siralamalari sirasiy-
la o x {0} ve B x {1} kiimelerine yansitmustik, yani her ay, a, € a,
by, by € B icin,

(a1, 0) < (a5, 0) < ay < ay,

(b1, 1) < (by, 1) & by < by
tanimlarini yapmistik. En sonunda da, kesismediklerini bildigi-
miz o x {0} ve B x {1} kiimelerinin

(o x {0}) W (B x {1})

bilesimini alip bu bilesimi, o x {0} ve B x {1} altkiimelerinin si-
ralamalariyla uyumlu olacak bigimde siralamistik. Bilesimin si-
ralamasi, o x {0} ve B x {1} kiimelerinin siralamasina saygi du-
yar, ve ayrica, B’ya bir ayricalik taniyarak, B x {1}’in her elema-

o B o ve B iki iyisirali kiime.
RS ~ Kesigebilirler.

vV v VAA A N
a x {0} Bx {1}

(o0 x {0}) U (B x {1})
o ve P yerine, a x {0} ve B x {1} kiimeleri alintyor. Bu kiimeler
kesismezler. o ve B’nin siralamalarini o x {0} ve B x {1} kiime-
lerine yansitiliyor. Ayrica a x {0}’ in elemanlarinm B x {1}’in
elemanlarindan daha kiigiik olduguna hitkmediliyor.
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nint o x {0}’in her elemanindan daha buyiik ilan eder. Bigimsel
tanim soyle: Her a4, a, € a, by, b, € B igin,

(a1, 0) < (a5, 0) © aq < ay,

(b1, 1) < (by, 1) & by < by,

(ay, 0) < (by, 1) < 0 = 0 (yani her zaman!)
Bunun bir iyisiralama oldugunu kanitlayip adina o + B demistik
(Altbolim 5.2). Bu bolumde o + B’y1 bir bagska anlamda kulla-
nacagimizdan, (o x {0}) U (B x {1}) kiimesi tizerine tanimlanan
yukardaki iyisiralamaya gegici olarak o @ B adin1 verecegiz.

Akilda tutulmasi gereken sey su: o W 8 siralamasinda, 6ztin-
de, B siralamasi, o’dan ayrik bir kiime olarak o siralamasinin
sonuna getirilmistir.

Bir 6nceki bolimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordi-
nale egyapisal oldugunu kanitlamistik (Teorem 12.1). Dolayi-
siyla o W B iyisiralamasi da bir ve bir tek ordinale esyapisaldir.
Iste o W B iyisiralamasina esyapisal yegine ordinale o + B adi
verilir. Ornegin, B < o oldugunda, o + B ordinalinin sekli sdyle:

p p o

a & B’nin bir kopyast,
0 yerine o’’yla basliyor.

o + B ordinali

o’nin o + B ordinalinin baslangi¢ dilimi oldugu bariz olma-
li. Eger B < a ise, elbette B da o + B ordinalinin baglangic dili-
midir. Ama bu bizi pek ilgilendirmeyecek. Daha 6nemli olan
B’nin a + B ordinalinin “son dilimi”ne esyapisal olmasidir. Ni-
tekim,

Br{xea+P:ax}

olur. Burada, sag taraftaki {x € o + B : o < x} kiimesi, o + f’nin
altkiimesi olarak gene e iliskisiyle (iyi)siralanmigtir.
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13.2. Temel Sonuglar
Hemen birkag aligtirma yaparak ordinallerle toplama hak-
kinda sezgi edinelim. Ilk olarak dogal sayilar1 andiran bir olgu:

Onsav 13.1. Her o ordinali icin,
O+oa=za+0=avea+1=S5a).

Kanit: Son esitligi kanitlayalim, digerleri bariz. Once, o + 1
ve S(a)’nin tanimlarini animsayacagiz. Bunlar birer ordinal ola-
rak tanimlanmiglardi. Bu ordinallerin esit olduklarini kanitla-
mak igin, iyisiralamalarinin egyapisal olduklarimi kanitlamak
yeterli, ¢tinkii Teorem 10.11%e gore esyapisal olan iki ordinal
birbirine esit olmak zorunda. Demek ki o + 1 ve S(o)’nin tanim-
larinda 6nemli olan nesnelerin kendileri degil, siralamalari: Bu
iki sirali kiime eger egyapisallarsa o zaman esittirler.

Once S(a)’nin ve siralamasimim tanimlarini animsayalim:
S(a) = a U {a} ve S(a) siralamasinda o eleman:i o kiimesinin en
sonuna konmustur. Iste S(a) = o U {a} siralamasinin resmi:

0 o o
° °

S(a) = a U {a}

Bu kolaydi. Simdi, bir sayfa 6nce tanimladigimiz o + 1’in si-
ralamasiyla egyapisal olan o W 1 iyisiralamasini animsayalim.
a W 1 iyisiralamasinda, 1 kiimesi, ayrik bir kiime olarak, o sira-
lamasinin en sonuna eklenmisti; 1 = {0} oldugundan, bu, o’nin
sonuna yeni bir eleman (0’in bir kopyasml) eklemek demektir.

0-.———-0‘ .1 =

1x {1} {0} = {1} = {(0, 1)}

(0, 0>31¥

o x {0}
aw 1= (ax{0})u(1x({1})
Her iki siralamanin da ayni olduklari, yani siralamalarin eg-

yapisal olduklari ¢cok belli. Her ikisinde de o’nin en sonuna bir
eleman ekleniyor. Onsavimiz kanitlanmugtir. O
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Yukardaki yontemi siirekli kullanacagiz. Iki ordinalin bir-
birine esit olduklarini kanitlamak i¢in siralamalarinin birbirine
esyapisal olduklarini kanitlamak yeterlidir.

Her ne kadar ordinal toplamasi dogal sayilarin toplamasini
andirtyorsa da, dogal sayilarda gegerli olan o + B = B + a esit-
ligi ordinallerde maalesef gecerli degil, 6rnegin

lt+o=zo#o0+ 1.

Hemen 1 + ® = o esitligini gostererek okurun hakli merakini gi-
derelim. Yukardaki kadar ayrintilara girmeyecegiz, yoksa bu
boliim bitmez. 1 + ®, yani {0} W  iyisiralamasinda, 0 elemani-
nin sonuna o eklenmigtir, yani

o=1{0,1,2,..}
kiimesinin en bagina —1 gibi yorumlayabilecegimiz bir eleman ek-
lenmis ve

-1,0,1,2, ..}
kiimesinin siralamasina benzer bir siralama elde edilmis. Bu son
siralamanin @’nin siralamasindan pek bir farki yok, sayilar 0’dan

1+o

baslayacagma —1’den baslamis. Dolayisiyla 1 + ® = o. Ote yan-
dan, ® + 1’in en biiyiik elemani oldugundan (®, ® + 1’in en bi-
yuk elemanidir), ® + 1, ®’ya esyapisal olamaz, yani ® # o + 1.

Ordinal toplamasi dogal say1 toplamasiyla ortiisiir, yani
5 + 8, dogal say1 olarak da toplansa, ordinal olarak da toplan-
sa 13 bulunur. Bariz olan bu sonug¢, daha matematiksel olarak
Onsav 13.1°den ve simdi kanitlayacagimiz Onsav 13.2°den ¢i-
kacak. (Bkz. Sonug 13.4.)
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Onsav 13.2. Her o, B, y ordinali icin,

o+ (B+vy)=(a+p)+y.

Kanit: Her zaman oldugu gibi, esitligi degil,

a+(B+y)=(a+pP)+y
esyapisalligini kanitlayacagiz. Her iki siralamanin da nasil insa
edildigini animsayalim.

o + (B + v) siralamasi i¢in o siralamasinin sonuna f + v si-
ralamasi getirildi. B + y siralamasi da B siralamasinin sonuna y
siralamasi konularak elde edildi. Demek ki o + (B + y) sirala-
mast i¢in once o, sonra P, daha sonra da y siralamasini pegpe-
se koyduk.

(a0 + B) + y siralamast igin ise o + B siralamasinin sonuna y
siralamasi getirildi. o + B siralamasi da o siralamasinin sonuna
B siralamasi konularak elde edildi. Demek ki (o + B) + v sirala-
mast i¢in, Once o, sonra B, daha sonra da y siralamasini pegpe-

se koyduk.
B+vy
a+(B+y): (: B ¥
v v v
@+ B)+7: “ P Y

a+f
Yukardaki sekilden ve siralamalarin tanimindan da belli ki
o+ (B +7v)~ (o + B) +7v. Yani esitlik sozkonusu. O

Sonug 13.3. Her o ve B ordinalleri icin,
o+ (B+1)=(x+p)+1,
yani oo + S(B) = S(a + B).

Sonu¢ 13.4. Dogal sayiarin dogal sayi olarak ve ordinal
olarak toplam esittir.

Kanit: Onsav 13.1°den dolay1 ordinal olarak 7 + 0 = 7, ay-
nen dogal sayilardaki esitlik. Gene Onsav 13.1°e gore sagdan
1’le toplamak da bir ayrim yaratmiyor. Simdi 7 + m toplamin-
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da bir fark olmadigini varsayarak, # + (m + 1) toplaminda bir
ayrim olmadigimi gosterelim. Ama bu, dogrudan Sonug
13.3’ten cikar. O

Bir sonraki onsavda gorecegimiz tizere ordinallerde dogal
sayilardakine benzer bir ¢cikarma yapilabilir.

Onsav 13.5. B < a iki ordinal olsun. O zaman
B+y=a

esitligini saglayan bir ve bir tane y ordinali vardir. Ayrica eger
o, B ve y birer ordinalse ve o. + B = o + y ise 0 zaman B = y'dr.

Kanit: Eger B = a ise y = 0 alabiliriz. Simdi B < a varsayimi-
n1 yapalim, yani B € a ve dolayisiyla B, a’nin baslangi¢ dilimi.
o\ B, o’nin bir altkiimesi oldugu i¢in, o’nin siralamasindan mi-
ras kalan siralamayla iyisirali bir kiimedir. Demek ki o \ B iyi-
siralamasina esyapisal olan bir y ordinali vardir. Simdi o ~ B +
Y, yani o = B + y ¢cok bariz; kanitinin bir resmi asagida. y ordi-

o

o \ B kiimesi, y ordinaliyle
B B esyapisal
° ]
hd |
— Y
0 B 0 v
B+y

nalinin biricikligi ikinci 6nermeden ¢ikar. Ikinci 6nermeyi ka-
nitlayalim.

Toplamanin tanimindan dolay, B, o + f’nin (o+f) \ a altki-
mesiyle esyapisal. Ayni sekilde y, o + y’nin (o + y) \ o altkiime-
siyle esyapisal. Demek ki, B~ (a0 + B) Vo = (a0 + y) \ & = y. So-
nug olarak B =y. [

Bu onsavdan hareketle, eger o sonsuz bir ordinalse, 1 + o
ordinalinin a’ya esit oldugunu kanitlayabiliriz. Ama 6nce “son-
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suz ordinal”i tanimlamaliyiz. Daha 6nce sonlu ordinalleri ta-
mimlayalim: ®’nin elemanlarina sonlu ordinal denir. Sonlu ol-
mayan, yani ®’nin elemani olmayan ordinallere sonsuz ordinal
denir. Demek ki bir o ordinalinin sonsuz olmasi i¢in
yaowm=oyadaowea,
o<,
oca
esdeger onermelerinden biri (dolayisiyla hepsi) gegerli olmali.
(Sonug 10.14)
Simdi oldukga sagirtict bir sonug kanitlayalim:

Onsav 13.6. Eger a. sonsuz bir ordinalse ve n bir dogal sa-
yiysa o zaman n + o = o’dr.

Kanit: o sonsuz bir ordinal olsun. Onsav 13.2’ye gore

l+a=a
esitligini kamitlamak yeterli, gerisi 7 tizerine timevarimla gelir.
Onsav 13.5% gore, bir B ordinali i¢in o = @ + B. Demek ki,
l+v+a=1l+(0+Pf)=(1+0)+PB=0+p=oa.

Yukarda, Onsav 13.2’yi ve daha 6nce kanitladigimiz 1 + o = o
esitligini kullandik. [l

Demek ki sonlu ordinaller sonsuz ordinaller tarafindan sol-
dan yutuluyorlar. Ilerde daha da sagirtici bir teorem kanitlayaca-
g1z, bkz. Teorem 16.5 ve Sonug 16.6.

13.3. Toplama ve Siralama
Ayni kiime tizerinde cesitli igslemler ve iligkiler tanimlanmig-
sa, bu islem ve iligkiler arasinda iligskiler aramak ve hatta bul-
mak lazimdir, yoksa ayni kiime iizerinde birbirinden bagimsiz
birka¢ matematiksel yap1 olur ki, o zaman da gereksiz yere ka-
labalik etmis olurlar. Bu bolimde ordinallerde toplamayla sira-
lama arasindaki iligkileri irdeleyecegiz.
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Onsav 13.7. Her o ve P ordinali icin, o < o + Bve < o + P.
Ayrica eger B # 0 ise o < o + P.

Kanit: o + B ordinalinin tanimina bakilacak olursa, a ve B
siralamalarinin o + B’nin birer altkiimesiyle esyapisal oldukla-
r1 hemen anlagilir. Nitekim o, o + B’nin bir baslangi¢ dilimine
esyapisaldir; B da bu dilimden geri kalana egyapisaldir. Teorem
10.13’egorea<a+PveP<a+ P.

Eger B # 0 = O ise, toplamanin tanimindan da belli ki, o’nin
esyapisal oldugu baslangi¢ dilimi, o + B’nin 6z baslangi¢ dilimi-
dir (yani a + B’ya esit degildir), ctinkii o + B’nin o baslangic di-
liminden hemen sonra gelen eleman o’dir; dolayisiyla o € o + B,
yani o < o + f. []

Eger B # 0 ise o < B + a esitsizliginin dogru olmayabilecegi-
ni 1 + o = o esitliginden biliyoruz. Can sikici ama boyle, yapa-
cak bir sey yok.

Gene 1 + ® = ® = 0 + o esitliginden ordinal toplamasinda
her zaman sagdan sadelestirmenin olmadigini biliyoruz. Peki ya
soldan sadelesme var mi? Evet! Bu Onsav 13.5’te kanitlandh.

Onsav 13.8. Her o, B ve y ordinali icin B < vy ise o zaman
a+PB<a+yveP+asy+aolur. Ayrica, efer o + B <o + 7y
ise 0 zaman B < y'dr.

Kamit: Birinci esitsizligin olasi bir¢ok kanitindan biri: f < y
varsayimini yapalim. Onsav 13.5%e gore, bir § ordinali icin B + &
= v esitligini saglanir. Demek ki, birinci esitsizligi kanitlamak igin,

a+PB<a+(p+9)
esitsizligini kanitlamaliyiz. Onsav 13.2’ye gore,
a+PB<(a+P)+0
esitsizligini kanitlamak ayni sey. Onsav 13.7’nin ikinci kismina
gore bu esitsizligin saglanmasi icin 8’nin 0 olmamasi gerekir, ki
B, y’va esit olmadigindan 8, 0 olamaz.
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Ayrica, Onsav 13.7’ye gore a. < 8 + o oldugundan, yukarda
kanitlanandan B + o < B + (8 + o) ¢cikar. Demek ki,
B+as<P+@+a)=(P+d)+a=vy+a.
Ikinci esitsizlik de kanitlandi.
Simdi, a + B < o + y varsayimini yapalim. Demek ki bir & > 0
ordinali i¢in (o + B) + 8 = o + y ve
a+y=(a+P)+d=a+(p+29).
Simdi Onsav 13.5% gore y = B + & ve birinci kisma gore
B=PB+0<P+d=y. []

Alistirmalar
13.41.a<yveB<dveise o+ P <y + 9 esitsizligini kanit-
layin.
13.4.2. o + B < a + yise B <y esitsizligini kanitlayin.

13.5. Limit Ordinaller ve Toplama
Simdi cok ilging bir teorem kanitlayacagiz. Ama once bu
asamada okura kolay gelmesi gereken bir aligtirma:

Alistirma 13.5.1. o ve B birer ordinal olsunlar. a + B ordi-
nalinin limit ordinal olmas: igin gerek ve yeter kosulun ya B’nin
bir limit ordinal olmasi, ya da f’nin 0 ve o’nin bir limit ordinal
olmasi oldugunu kanitlayin.

Teorem 13.9. Her sonsuz o ordinali bir \ limit ordinali ve
bir n dogal sayisi icin \ + n olarak tek bir bicimde yazilabilir.
Bu A, «’dan kiiciikesit en biiyiik limit ordinaldir.

Kanit: Eger varsa, A’nin o’dan kiigiikesit en biiyiik limit or-
dinal olmasi gerektigi malum. Bu bilgi 1s18inda A’y1 arayalim.
A, o’dan kiigiikesit limit ordinaller kiimesi olsun. A bir ordi-
nal kiimesi oldugundan, \UA da bir ordinaldir (Teorem
10.10). Ayrica A’nin elemanlari limit ordinaller oldugundan,
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UA da bir limit ordinaldir (Aligtirma 11.3). A’nin her elemani
o’nin bir altkimesi oldugundan, \WA da o’nin bir altkiimesidir.
Demek ki \UWA < a. Bundan boyle WA = & olsun. Onsav 13.5%
gore A + 3 = a esitligini saglayan bir B ordinali vardir. Simdi f’nin
sonlu oldugunu, yani ®’nin bir elemani oldugunu kanitlayacagiz.
Eger B sonsuzsa, yani } ¢ o ise, 0 zaman ya f = ® ya da ® € B’dur.
Her iki durumda da @ <. O zaman A + ® <A + B = o ve yukar-
daki alistirmaya gore A + o, o’dan kiigiikesit bir limit ordinaldir.
Ama o zaman da, A + ® < \UA = A olur, bir celigki.

Demek ki B = 7, bir dogal sayidir ve o = A + n. Eger A’ limit
ordinali ve 7' dogal sayisi i¢in a. = A" + 7' ise, A’ de aynen A gibi
o’dan kugiikesit en buytik ordinal oldugundan, A’ = A’dir. Simdi,

A+n=oa=AN+n=h+n
esitliginden ve Onsav 13.5’ten #n = ' gikar. ]

Bu teoremden su ilging sonug ¢ikar. o ve B iki sonsuz ordi-
nal olsun. o’y1 teoremdeki gibi A + 7 olarak yazalim. O zaman,
Onsav 13.6’ya gore,

o+PB=A+n)+P=A+(n+P)=A+p
Demek ki sonsuz ordinalleri toplarken, soldaki ordinalin bir li-
mit ordinal oldugunu varsayabiliriz.

13.6. Tiimevarimla Toplama

Daha once o + 0 = o ve a + S(B) = S(a + B) esitliklerini ka-
nitladik. [SI]’de dogal sayilarda toplamay: bu iki formiille tii-
mevarim yontemiyle tanimlamistik, ¢iinkii her dogal sayi ya
0’a esittir ya da bir B dogal sayisi i¢in S(B) seklinde yazilabilir.
Ordinallerde bunun dogru olmadigini biliyoruz, buinlarin di-
sinda bir de limit ordinaller var. Demek ki eger her A limit or-
dinali i¢in o + A ordinal toplamini A’dan kiiciik B ordinalleri
icin o + B toplamlar: cinsinden yazabilirsek, o zaman ordinal
toplamasini dogal sayilarda oldugu gibi timevarimla tanimla-
yabiliriz.
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Alistirma 11.1°de okurdan her A limit ordinalinin kendisin-
den kigiik ordinallerin bilegimi oldugunu kanitlamasini iste-
mistik:

A=Upy B
Demek ki,

a+k:a+(UB<kB).

Bu asamada ne kanitlanmasi gerektigi belli:

a + (UB<k B)
toplamindaki soldaki o’y1 bilesimin i¢ine dagitip

a"'}\':a*’(uﬁd.ﬁ):u[kk(a"'ﬁ)'

yazabilmek istiyoruz. Bunu hemen kanitlayalim.

Onsav 13.10. Eger B bir ordinal kiimesiyse,
o+ (Ugep B) = Upep (a0 + B).

Kanit: Once Teorem 10.10’dan dolay: esitligin sagindaki ve
solundaki kiimelerin birer ordinal olduklarina dikkatiniz ¢eke-
rim. Demek ki

o+ (Upep B) ve Upcp (o0 + B).
kiimelerindeki siralamalarin egyapisal olduklarini kanitlamaliyiz.

Once o + (Upcp B) kiimesinin siralamasia bakalim. “Bir
resim bin soze denktir” 6zdeyisinden hareket ederek bu kiime-
nin ve siralamasinin bir resmini ¢izelim.

ﬁ”

@ UBEBB

0'+UBEBB
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Simdi Ug g (a0 + B) kiimesini ve siralamasini resmedelim.
Bu sefer, once o + B islemlerini yapip sonra bu toplamlarin bi-
lesimini alacagz.

B/
ﬁ//

Y
QR R IR R R R
4
=

UBeB(O“'B)

Goruldugu gibi (!), her iki siralama da ayni!

Bu gorsel kanittan memnun olmayanlar icin daha bigimsel
bir kanit sunalim. B’nin bogkiime olmadigini ve B’de bogkiime
olmadigini varsayabiliriz.

Once a + (Ugcp B) ordinalinden bir y elemani alalim. y’nin

Ugep (o0 + B)
kumesinde oldugunu kanitlayacagiz. Elbette y > a.. Demek ki
oa<y <o+ (UypyB)
ve bir § € Ug g B igin,
Y=o +90
olur. Ayrica § € Ug_p B oldugundan, bir B € B icin & € B’dur.
Demek kiy=a +d<a+B,yaniy e a +38 € o + .
Simdi Ug g (a0 + B) ordinalinden bir y elemani alahim. y’nin
o+ (Upep B)
kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz. Bir B € B igin
yea+p
olur. y'nin o’dan biiyiikesit oldugunu varsayabiliriz, ¢iinkii y < o
olursa, 0o zamany € a < a + (\Upp B) olur. Demek ki y > a ve
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bir § € B icin, v = a + & olur. Ote yandan,

B < UBEB B
oldugundan, B <\ Ug_p B (Teorem 10.13). Demek ki
y=oa+d<a+PBsa+UppP. []

Ve sozverdigimiz gibi toplamanin tiimevarimsal tanimai:

Sonug 13.11. Ordinal toplamas,

a+0=aq,

o+ S(B) = S(ow + B)
ve bir \ limit ordinali icin,

a+i=Ug, (a+p)
esitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, eger A ve
B birer ordinalse, 6yle yeterince biiyiik bir C ordinali vardir ki,
her a. € A ve B € B icin,

flo, B) =o+p

kuraliyla tanmimlannug f : A x B — C fonksiyonu, yukardaki ii¢
esitligi saglayan ve A x B kartezyen carpimindan C’ye giden bi-
ricik fonksiyondur ve ayrica f(o, B)mn degeri o’yi iceren
A’dan ve o’y1 iceren B’den bagimsizdir. [l

Bir¢ok kitapta ordinallerin toplami yukardaki formullerle
tanimlanir. Biz, daha dogal buldugumuz bir yolu sectik.

Bu sonug, timevarim ilkesiyle kanitlanacak teoremlerde
cok biiyiik kolaylik saglar.

13.7. Kofinallik
a bir ordinal ve A < a olsun. Eger her B € a igin, p <y esit-
sizligini saglayan bir y € A varsa, A’ya o’da kofinal ya da o’nin
kofinal altkiimesi denir. Eger A — B < a ise ve A, o’da kofinal-
se, B de o’da kofinaldir elbette. Demek ki kofinal kiimelerin
kuciikleri makbuldiur. Ancak limit ordinallerin kofinal bir alt-
kiimesi oldugunu okurun dikkatine sunariz. (Alstirma 13.7.1.)



13. Ordinallerde Toplama Islemi 157

Ornegin, kareler kiimesi ®’da kofinaldir. {® + 37 : # € ©}
kiimesi ®2’de kofinaldir. Ordinalleri ve tis almay1 6gredigimiz-
de, {on : n € ®) kiimesinin ®?’de (Alistirma 14.5), (0" : 7 € o)
kiimesinin de ®®’de kofinal oldugunu (Onsav 16.3) gorecegiz.

Alistirmalar

13.7.1. Ancak limit ordinallerin kofinal bir altktimesi oldu-
gunu kanitlayn.

13.7.2. a bir ordinal ve A, B < o olsun. Eger her x € A i¢in
x <y e B iliskilerini saglayan bir y varsa ve A, o’da kofinalse,
o zaman B’nin de o’da kofinal oldugunu kanitlayin.

13.7.3. A bir limit ordinal olsun. A < A i¢in, A’nin A’da ko-
final ise olmasi i¢in yeter ve gerek kosulun A = UA esitligi ol-
dugunu kanitlayin. A bir limit ordinalse, A’nin A’da kofinal ol-
dugunu kanitlayin.

13.7.4. A, en biiyuk elemani olmayan bir ordinaller kiime-
siyse, A’nin \WA’da kofinal oldugunu kanitlayin.

13.7.5. a ve A ordinal olsunlar. A limit ordinal olsun. o + A
ordinalinin limit ordinal oldugunu biliyoruz (Alstirma 13.5.1).
{a+PB:p er}

altimesinin o + A’da kofinal oldugunu kanitlayin.

13.7.6. X bir limit ordinalse, {o : @ € A ve o limit} kiimesinin

LV’ da kofinal oldugunu kanitlayin.






14. Ordinallerde Carpma Islemi

14.1. Carpmanin Tanim
Gene ilkokul yillarimizdan baslayalim. Ilkokulda dogal sa-
yilarin ¢carpimini nasil 6grendiginizi amimsayin. 3 x 4 = 12 esit-
ligi icin her biri icinde ti¢ fasulye barindiran dort kiime tistiiste
konur ve biitiin fasulyeler teker teker sayilir.

@3¢ [66@
~[@0Q _ [24@
-@0@ * [44@
~[@8@ [06@

Yukardaki sekilde fasulyeleri saymaya en alttan ve en sol-
dan basladik ve saga dogru gittik. En saga ulastigimizda bir tist

siranin tekrar en solundan basladik. Yani fasulyeleri yatay, fa-
sulye kiimelerini dikey siraya dizdik, 6nce doguya sonra kuze-
ye giderek saydik.

Ordinaller de iste aynen boyle carpilir.
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a ve B iki ordinal olsun. Her birinin i¢inde o tane fasulye
bulunan B tane fasulye kiimesini tstiiste koyup yukardaki “6n-
ce dogu sonra kuzey” yontemiyle sayalim. Burada saymakla as-
linda iyisiralamayi kastediyoruz.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz. Once tanim plani-
mizi agiklayalim: o ve B, ¢arpimini tanimlayacagimiz iki ordi-
nal olsun. Ordinal olduklarindan, a ve B iyisiralanmig kiimeler-
dir. Once o x B kartezyen ¢arpimini iyisiralayacagiz. Her iyisi-
ralama gibi, iyisiralanmig o x B kartezyen carpimi da bir ordi-
nale esyapisaldir. aff ¢arpimini, o x B kartezyen ¢arpiminin es-
yapisal oldugu ordinal olarak tanimlayacagiz.

Boliim 2.2.6’da X ve Y sirali kiimelerinin X x Y kartezyen car-
piminin alfabetik siralama denilen yontemle nasil siralanabilece-
gini gormustik. Ayrica Bolim 5.3’te eger X ve Y iyisirali kiime-
lerse, bu alfabetik siralamanin X x Y’yi iyisiraladigini gormiigtiik.

Ordinaller sézkonusu oldugunda (nedendir bilinmez!) alfa-
betik siralama degil, birazdan tanmimlayacagimiz ters alfabetik
siralama kullanilir.

(X, <) ve (Y, <) sirali birer kiime olsun. X x Y kartezyen ¢ar-
pimui iizerine su siralamayi koyalim: x4, x, € X, v, y, € Y icin,
(x1, ¥1) < (x2, ¥2)

ancak ve ancak

yi <y2yvaday; =y, vex; <x,
ise. Bu, aynen biraz onceki “6nce dogu sonra kuzey” siralama-
sidir. (x, y) ciftleri 6nce y’lere gore siralanirlar; y’ler esit oldu-
gunda x’lere bakilir. Bu, gergekten bir siralamadir. Bu sirala-
maya ters alfabetik siralama denir.

Ornegin eger X = {a, b, ¢} = Y ise ve her iki siralamada da

a<b<c
ise, (x, y) yerine xy yazarsak, ters alfabetik siralamada,
aa < ba < ca<ab<bb<cb<ac<bc<cc
olur.



14. Ordinallerde Carpma Islemi 159

Y * ? XxY
Y2
Vi OB
. .
oo 000000 ee|X
Rl 3

(xla yl) < (xZ’ )’1) < (xp )’2) < (x29 yZ)

Ayrica eger (X, <) ve (Y, <) iyisirali kimelerse, X x Y de ters
alfabetik siralamayla iyisiralanir. Bunun kaniti ¢ok kolaydir ve
aynen alfabetik siralamada oldugu gibidir.

Hery € Yicin, X » X x {y} ve her x € X i¢in Y~ {x} x Y
oldugundan, eger her ikisi birden bogkiime degilse, X ve Y si-
ralamalari1 X x Y’nin i¢ine gomilurler. Eger Y’nin en kugiik
elemani varsa, diyelim y,, 0 zaman, X x {y,}, X x Y’nin baslan-
gi¢ dilimi oldugundan, X, X x Y’nin i¢ine bir baslangi¢ dilimi
olarak gomiiliir.

Simdi ordinallere gelelim. a ve B birer ordinal olsun. De-
mek ki o ve B iyisirali kiimeler. Dolayisiyla o x B kartezyen ¢ar-
pimi ters alfabetik siralamayla iyisiralanmistir. Her iyisirali kii-
me gibi, iyisirali o x B kiimesi de bir ordinale esyapisaldir. Iste,
ters alfabetik siralanmis o x B’nin esyapisal oldugu bu ordina-
le a’yla B’nin ¢arpimi denir. o ve f’nin bu ¢arpimi off ya da a8
olarak yazilir. Bir onceki paragrafta, eger o, p = & ise, o < aff
ve B < of esitsizliklerinin kanitlandigina dikkatinizi ¢ekerim.

14.2. Temel Sonuclar
Her seyden once, 0-a. = a-0 = 0 esitligi gegerlidir, ¢tinkii 0 = &
veax =0 xao=y.
Sonra, 1-a = a-1 = a, ¢linkl
ax1l=ax{0}={B,0):B e a}=a.
Burada, en sondaki ~ isareti iki (iyi)sirali kiime arasindaki es-
yapisalligi belirtiyor. Soldaki kartezyen ¢arpim ters alfabetik si-
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Joax1

10|

D

ralanmig, ama y koordinati tek bir deger alabildiginden ters ya
da diiz alfabetik siralamalar arasinda bir fark yok. Sagdaki ise
bildigimiz o ordinali... Resim yukarda.

. . :
u —1xa Aynen bunun gibi, 1 x o ~ o’dir, yani

1-a. = o ama bu sefer sekil yatay degil yan-
da goruldugu gibi dikey. Dikey mikey, ge-
o ne de esyapisal.

ap =y gibi bir ordinal esitligi goster-
o mek i¢in, toplamada da yaptigimiz gibi,
op ~ y esyapisalligini gostermek yeterlidir,

1 ctinkl esyapisal iki ordinal esit olmak zo-
(0, 0,) < (0, ) 1, < rundadir. Demek ki af = y esitligi icin,

ters alfabetik siralanmis o x B ile y’nin es-
yapisal olduklarini gostermek yeterlidir.

Ordinal ¢arpmasinda da toplamada oldugu gibi bazi siirp-
rizler var. Soldan carpmayla sagdan carpma ayni sonucu ver-
mez. Ornegin 20 = o’dir, ama ©2 # o’dr.

Once 20 = o esitligini gorelim. Tanim geregi 2o ~ 2 x ® ol-
dugundan, 2 x ® ~ ® esyapisalligini gostermek yeterlidir, ¢iin-
ki 0 zaman 2m ~ o elde ederiz ve buradan 20 = ® cikar.

®  |2xo

0,1, |2

20 : <(1,0) <(0,1)<(1,1) <

Y

o : <1 < 2 <

<...

(0,2) < (1, 2)
I
4 5

< < < ...
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Resim yararhdir, 2 x @’nin ve ters alfabetik siralamasinin
bir resmini yaptik bir 6nceki sayfada. Bu resim ve aciklamasi
bize ordinal carpmasi hakkinda bayag: bir sezgi kazandiracak.

Resmin aciklamasi: En alt kattan baslayarak once soldan
saga, sonra asagidan yukariya dogru zigzag siraladigimizi
animsayin. 2 x @ kiimesi, ters alfabetik siralamayla,

(0,0) < (1,0) < (0, 1) < (1, 1) < (0, 2) < (1,2) < ...
diye siralanmis, aynen
®:0<1<2<3<4<5<...
siralamasi gibi. Daha bicimsel olarak, 2 x @ iyisiralamasiyla ®
arasindaki esyapi eslemesi, f(i, j) = 2j + i kuraliyla belirlenen
f:2xo>0

fonksiyonuyla verilmis. (Herhangi iki iyisiralama arasinda en
fazla bir esyap1 eslemesi olabilir.) Demek ki 2m =~ 2 x ® ~ o ve,
2 ile ® egyapisal ordinal olduklarindan egittirler.

Simdi de ®2’nin nasil bir siralama oldugunu anlayalim.

02 #o

esitsizligini gorecegiz.

®2 ~ ® x 2 oldugundan, bu kez ® x 2’nin ters alfabetik sira-
lamasina bakmak gerekiyor, yani bu kez o yatay eksen, 2 = {0, 1}
ise dikey eksen olacak. Sekil asagida.

2 o x2

®x2:(0,0)<(1,0) <(2,0)<...<(0,1)<(1,1)<(2,1) <...

(0, 0y’dan baslayarak saga gidiyoruz. Ikinci koordinati 0 olan
(n, 0) ciftlerini bitirdigimizde, ikinci koordinati 1 olan (#, 1) cift-
lerine sira geliyor.
LI simgesinin ayrik kiimelerin bilesimini simgeledigini anim-
sayarak,
ox2=0x{0,1} =0 x{0} U o x{1}
olarak yazabiliriz. Ters alfabetik siralamada, o x {0} kiimesinin
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her elemani o x {1} kiimesinin her elemanindan daha kugiiktiir.
Ayrica ® x 2’nin hem o x {0} altsiralamasi hem de ® x {1} alt-
siralamasi o siralamasiyla esyapisaldir. Yani o x 2 siralamasin-
da @’nin bir kopyasi olan  x {1}, gene ®’nin bir kopyasi olan
o x {0Pdan sonra konulmustur, aynen ® + ®’da oldugu gibi...
Demek kio2 o x 2~ ® + ®, yani ®2 = ® + ® # .

Demek ki ordinaller ¢arpiminda off = Ba esitligi her zaman
dogru degildir, yani ¢arpma islemi degismeli degildir. Toplama
da degismeli degildi animsarsaniz.

Ote yandan (af)y = a(By) esitligi (neyse ki!) dogrudur.

Onsav 14.1. Eger o, B ve y birer ordinalse,
(af)y = a(By).

Kanit: (af)y ordinali, her bir kartezyen ¢arpimin ters alfa-
betik siralanmig oldugu (o x B) x y siralamasiyla esyapisaldir.
o(PBy) ordinali ise, kartezyen ¢arpimlarin gene ters alfabetik si-
ralanmis oldugu a x (B x y) siralamasiyla esyapisaldir. Dolayi-
siyla (a0 x B) x y = o x (B x 7) esyapisalhigini kanitlamaliyiz.

(o x B) x yile a x (B x y) arasinda dogal bir esleme vardir,

fla, b), ¢) = (a, (b, c))
eslemesi. Bu eglemenin siralamaya saygi duydugunu kanitla-
mak istiyoruz. Demek ki
((a, b), c) < ((a', 0'), ') < (a, (b, ¢)) < (@', (b, ')
onermesini kanitlamaliyiz. Baglayalim:

((a, b), ¢) < ((a', b'), ') esitsizligini varsayalim.

(a, (b, c)) < (a', (b, "))
esitsizligini kanitlayacagiz. Eger ¢ < ¢’ ise (b, ¢) < (b, ¢’) olacagin-
dan, bu durumda sorun yok. Bundan boyle ¢ = ¢’ esitligini var-
sayalim. O zaman (a, b) < (a', b') olmak zorunda. Eger b < b’
ise, (b, ¢) = (b, ¢') < (b', ') olur, bu durumda da sorun yok.
Bundan boyle bir de ayrica b = b’ esitligini varsayalim. O za-
man a < a' olmak zorunda. O zaman da
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(a, (bs c)) < (a, (bs c)) = (a, (b', ')
olur ve bu durumda da sorun yok. (a, (b, ¢)) < (a', (b, ¢')) esit-
sizliginden hareketle ((a, b), ¢) < ((a', b'), ¢') esitsizligini kanit-
lamay1 okura birakiyoruz. O

T+1lo=20=0#0+ o =1o + lo esitliklerinden ¢arp-
manin sagdan toplamaya dagilmadigini biliyoruz, yani
(o + By = oy + Py
esitligi her zaman dogru degil. Ote yandan
aff +y) =ap +ay
esitligi dogrudur:

Onsav 14.2. Eger o, B ve y birer ordinalse,
o +v) =ap + ay.
Kanit: o x (B +7) ® o x y + o x y esyapisalligini kanitlama-
liyiz. Asagidaki resmin yararl olacagini ve daha fazla soze ge-
rek olmayacagini umuyoruz. Gene de bir iki laf edelim:

ax(B+y)=axP+axy

B+v (¥ o Xy

=
1

a x (B + y)’nin elemanlarini soldan saga ve asagidan yukari
sayarken zorunlu olarak 6nce o x ’nin elemanlarini sayiyoruz,
ardindan a x y’nin elemanlarini; bu da bize o x B + a0 x y sira-
lamasini verir. O
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Sonug 14.3. Eger o ve B birer ordinalse,
alf+1)=ap + a. []

Sonu¢ 14.4. Dogal sayilarn dogal say: olarak ve ordinal
olarak carpumu esittir.

Kamt: 0 ve 1’ile ¢arpmanin uyustuklarini gordik. Sonug
14.3’ten dolay1 7 ile 7’nin ¢arpimlari uyusuyorsa, 7 ile 7 + 1’in
(yani S(r2)’nin) de uyusuyordur. Tiimevarimla kanit isi bitirir. [']

14.3. Carpma ve Siralama
Toplamayla ¢arpma arasindaki iliski Onsav 14.2’de veril-
misti. Simdi siralamayla ¢arpma arasindaki iligkiyi irdeleyelim.

Onsav 14.5. Eger o < B ordinallerse, her 0 <y ordinali icin,
yo < vB, o < you ve o < ay

olur.

Kanit: o < B oldugundan, bir 0 < § ordinali igin, p = o + &
(Onsav 13.5). Simdi, Onsav 14.2’ye gore,

vB = y(a + d) = ya + ¥ > yau.

Burada ayrica Onsav 13.7’yi kullandik.

Kanit1 y x a’y1 y x B’nin i¢ine gomerek de yapabilirdik.

a, yo'nin (ya da y x a’nin) i¢ine {0} x o olarak gomuldigin-
den a < yo.

a < ay esitsizligini, o’y1 o x y’nin igine o x {0} olarak gome-
rek elde ederiz. ]

Sonug 14.6. o, B, vy ordinalleri icin, yo. < yB ise, o zaman
o < B. Ayrica y > 0 ve yo = yB ise, 0 zaman o. = P.

Kamnit: Ik énerme: y = 0 olamaz. a = B da olamaz. Eger o > B
olsaydi, Onsav 14.5’e gore ya > yB olurdu, celiski.

Ikinci 6nerme: o < B olsaydi, Onsav 14.5’e gore yo < yB
olurdu, celiski. [



14. Ordinallerde Carpma Islemi 165

Onsav 14.7. Eger o ve B ordinalleri o. < B esitsizligini saglryor-
sa, o zaman her y ordinali icin, oy < By olur.

Kanit: o < B oldugundan, o x y siralamasi B x y siralamasi-
nin bir altkimesi. Demek ki ay, By’nin i¢ine gomiiliiyor. Teorem
10.14%e gore ay < Py olur. O

Onsavdaki < kiigiikesitlik simgesini < simgesiyle degistire-
meyiz, ¢ctinkii, 6rnegin 1 <2 ama ® = 2m. Sagdan sadelestirme-
nin dogru olmadigi ayni esitlikten belli. Soldan sadelestirme
dogru ama (Sonug 14.6).

14.4. Ordinallerde Bolme

Ordinallerde dogal sayilardakine benzer bir bolme islemi

vardir. Nasil dogal sayilarda, 25’1 7’ye,
25=7x3 +4

olarak kalanli bolebiliyorsak, ordinallerde de buna benzer bir
bolme yapabiliriz.

Bolme teoremini kanitlamadan 6nce daha sonra da ihtiya-
cmiz olacak olan teknik bir 6nsavi aradan ¢ikaralim:

Onsav 14.8. B bir ordinaller kiimesi olsun. o. bir ordinal ol-
sun. O zaman a(\Jg g B) = Upp of olur.

Kanit: Aslinda kanit, asagidaki sekilden hemen hemen ba-
riz olmali. Okurun matematiksel bir kanitla cok zaman gegire-
bilecegi olasihigini dikkate alarak bi¢imsel kaniti sunuyoruz.
ax\Uy_p B =" _p (axB)

UBEB 13
B/N
p” axp”
p’ axp’

p axp
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Once ordinallerde €, < ve c iliskilerinin esdeger olduklari-
n1 amimsatiriz (Sonug 10.14). B € B herhangi bir ordinal olsun.
B - UBGB B

oldugundan,
- B < UﬁeB B
Onsav 14.5% gore, af < a(Ugp B). Demek ki
O(.B < a(uﬁeB B)
ve dolayisiyla
Upep af < a(\Jpep B)-
Esitligin her iki tarafinda da ordinaller oldugundan, U g af
ordinali a(Ug.p B) ordinalinin baslangi¢ dilimi olmal. Ote
yandan,
Upep (axPB) = UppaP < a(Jgep B)
raxUpp P =Upep (axP).
Demek ki Ugp (axB) ordinali kendisinin bir baslangi¢ dilimi-
ne gomiiliiyor. Bundan ve Sonug¢ 7.7°den bu gémmenin 6zdes-
lik fonksiyonu Id oldugu ve Ug g af < a(Jgp B) igindeligi-
nin aslinda esitlik oldugu anlagilir. [l

Simdi ordinallerde aynen dogal sayilardaki gibi bolme ya-
pabilecegimizi kanitlayabiliriz.

Teorem 14.9. o ve B birer ordinal olsunlar. B > 0 olsun. O
zaman o, = By + p esitligini ve p < B esitsizligini saglayan bir ve
bir tane (y, p) ordinal ¢ifti vardir.

Kanit: Once (7, p) ciftinin varhigini kanitlayalim. y’y1 By < o
esitsizligini saglayan en buyiik ordinal olarak alacagiz.

Eger By < a ise, Onsav 14.5%e gore y < a. olmali (yoksa o >
By > Ba = a, geligki.) Demek ki,

F={y:py<a}={y<a:Py<al
toplulugu bir kiimedir ve elbette bir ordinal kiimesidir. Dolayisiy-
la U, _r v bir ordinaldir (Teorem 10.10). Onsav 14.8’den dolay:

B(Uyer Y) = Uyel" By ca
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(ciinkii eger y € T ise By < o ve By < ). Demek ki U, v € T,
ve U, r 7, ["nim en bityiik elemani. Bu elemana y diyelim. Ozet
olarak, v, By < a esitsizligini saglayan en buiyiik ordinal.

Onsav 13.5%e gore, o = Py + p esitligini saglayan bir p ordi-
nali vardir.

Simdi p ordinalinin B’dan kii¢iik oldugunu kanitlayalim.
Tersini varsayalim: p > B olsun. O zaman p =  + § esitligini
saglayan bir & vardir. Demek ki,

o=Py+p=Py+(B+3)=(By+p)+d
By + 1) + 52 By + 1)
ve y’dan daha buyuk olan y + 1, I’nin bir elemani, bir ¢eligki.
p < B esitsizligi kanitlanmugtir.

Simdi (y, p) ¢iftinin biricikligini kanitlayalim. By + p = By; + p;
esitligini ve p, py < B esitsizliklerini varsayalim. p = pyve y = 14
esitliklerini kanitlayacagiz. Eger v = v, esitligini kanitlarsak, o
zaman sadelestirerek (Onsav 13.5) p = p; esitligini elde ederiz.
Demek ki y = y; esitligini kanitlamaliyiz. y > vy, esitsizligini var-
sayalim. O zaman 6yle bir § vardir ki y = y; + 8 (Onsav 13.5).
Demek ki,

Bri+pr =Pr+p=PB1 +3) +p
= (Byy + B3) + p = Pyy + (B3 + p).
Sadelestirerek B > p; = BS + p = BS elde ederiz. Dolayisiyla 6 = 0
vey=7v +0 =y []

Sonug 14.10. Eger A bir limit ordinalse, bir ve bir tek y or-
dinali icin ) = oy olur.

Kanit: Yukardaki teoreme gore bir y ordinali ve bir 7 dogal
sayisi i¢in A = ®y + 7 olur. Limit ordinalin tanimina gore, 7 = 0
olmali. W

Sonug 14.11. Eger A bir limit ordinalse, her n dogal sayisi
icin, nk = Xdur. []
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14.5. Carpmanin Tiimevarimsal Tanimi
Onsav 14.8’den (ve elbette Sonu¢ 14.3’ten) ordinallerde
¢arpmanin timevarimsal bir tanimini elde edebiliriz.

Sonug 14.12. Ordinal ¢carpmasi

a0 =0,

aS(B) = ap + a,
ve bir \ limit ordinali i¢in,

ay = Upg, af

esitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, eger A ve

B birer ordinalse ve C, A x B iyisiralamasina esyapisal bir or-

dinal iceren bir ordinalse, o zaman, ber a. € A ve B € B igin,
fla, B) = ap

kuraliyla tanmimlanmg f : A x B — C fonksiyonu, yukardaki ii¢

esitligi saglayan ve A x B kartezyen ¢carpimindan C ordinaline

giden tek fonksiyondur.

Aligtirmalar
14.1. o ve B ordinal olsunlar.
a+P=aufa+y:y<p}
of={ab +p:0<Pvep<al
esitliklerini kanitlayin.
14.2. (02)o = oo esitligini kanitlayin.
14.3. (o + 1)o = oo esitligini kanitlayin.
14.4. o bir ordinal olsun. 7 € N i¢in, o ordinalini tiimeva-
rimla soyle tanimlayalim:
ol =1,
o+l = ana.
{a7 : n € o} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin. ipu-
cu: Yerlestirme Aksiyomu kullanilmali; ¢(7, z) formili sunu
desin: n bir dogal sayidir ve 6yle A ordinaller kiimesi ve
fin+1 oA
eslemesi vardir ki,
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a) f(0)=1ve

b) her i icin, eger 0 <i € n ise, f(i+1) = f(i)a ve

c) z = f(n).

14.5. a bir ordinal olsun. A bir limit ordinalse, oA’ nin da li-
mit ordinal oldugunu ve {off : B < A)’nin ar’da kofinal (bkz.
Bolim 13.7) oldugunu kanitlayin.






15. Ordinallerde Us @lma Denemesi
(Bir Fiyasko Oykiisii)

ecen iki bolimde ordinallerde toplama ve ¢arpma is-
‘ lemlerini tanimlamistik. o ve B ordinallerini (bu siray-

la) toplamak i¢in o siralamasinin sonuna B siralamasi-
ni eklemistik; ¢arpmak igin ise o x B kartezyen ¢arpimini ters
alfabetik siralamayla siralamigtik.

Ya “a tissit B” (yani o) ordinalini tanimlamak i¢in ne yap-
mali? Toplama ve ¢arpmaya benzetmeye ¢alisirsak, “o tissii B
kadar” elemani oldugunu disiindigiimiz bir Z kiimesi bulup
Z’yi iyisiralamaliyiz ve of ordinalini de Z’nin bu iyisiralamasi-
na esyapisal olan biricik ordinal olarak tanimlamaliyiz.

Eger bu dediklerimizi bir de “dogal bicimde” yapmay1 ba-
sarirsak, o zaman s alma isleminin toplama ve ¢arpma iglem-
leriyle uyumlu olacagini umma hakkina sahip olabiliriz.

Dogal sayilardan esinlenelim. Eger X ve Y, sirasiyla 7 ve n
elemani olan sonlu iki kiimeyse, 7 tane elemani olan bir ki-
me bulabilir miyiz? Evet! X’ten Y’ye giden tam tamina n™ ta-
ne fonksiyon vardir. Nitekim, eger

X = {x0y s X1}
ise, X’ten Y’ye giden bir f fonksiyonunu belirlemek i¢in, X’in
her x; elemani i¢in Y’nin bir f(x;) elemanin belirlemeliyiz. Her
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bir x; icin tam # tane segenegimiz oldugundan, ve toplam m ta-
ne x; oldugundan, X’ten Y’ye giden toplam fonksiyon sayisi

tam tamina #’dir.
] | [
V7 ." V1

D

%

°
Yo
='.: V1

3 elemanli X = {x,, x,, x,} kiimesinden 2 elemanlt
Y = {y, ¥} kiimesine giden 23 = 8 fonksiyon.

Simdi X ve Y iyisiralanmus iki kiime olsun. Her iki kiime-
nin siralamasini da ayni simgeyle, < simgesiyle gosterelim.
Fonk(X, Y), X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun.
Fonk(X, Y) kiimesi tizerine su < ikili iligkiyi tanimlayalim:

f<g<e f#gveeger x, X'in f(x) # g(x)
esitsizligini saglayan en kiiciik
elemaniysa o zaman f(x) < g(x).
Bu ikili iligkinin bir tamsiralama oldugunu gorecegiz.

Y A
f
glx)
J(x) /\/ g
R [ =g > ¢

x’ten oncesine kadar f = g. Ama x’te f ve g degisik degerler aliyorlar.
Eger f(x) < g(x) ise f < g deniyor. x’ten sonra alinan degerlerin 6nemi yok.
Fonksiyonlarin ayrigtiklari ilk noktaya bakiliyor.

Sayfanin bagindaki resimde, 8 fonksiyonu yukarda tanimla-

nan iliskiye gore kuigukten buytige dogru siraladigimiza dikka-
tinizi ¢ekerim. Eger bu 6rnekte, bir f fonksiyonunu,
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(f(x0)s f(x1), flx2))

uclisti olarak gosterirsek, o zaman fonksiyonlar kiigiikten bii-
yuge dogru (yani soldan saga dogru) soyle yazilirlar:

(Y0s Y05 Y0)> (Y0> Y0s Y1)s (Vos Y15 Yo)s (Vo> Y15 Y1)

(Y15 ¥0> Yo)s (Y15 Yos Y1)> (V15 Y15 Yo)s (Y15 V15 Y1)
Eger vy, yerine 0, y; yerine 1 yazarsak ve parantezleri ve virgiil-

leri atarsak, o zaman fonksiyonlar kiiciikten buytuge dogru,

000, 001, 010, 011

100, 101, 110, 111
olarak yazilirlar. Siralamaya dikkat ettiniz mi? Aynen sayilar
gibi (mesela 2 tabaninda):

0,1, 10,11, 100, 101, 110, 111, ...

Bundan da bu tanimin olduk¢a dogal bir tanim oldugu kanisi-
na varabiliriz.
nu kanitlayalim.

1. Higbir f fonksiyonu icin f < f olamaz, ¢iinki tanimda
f < g olabilmesi icin f # g olmasi gerektigi yaziyor.

2. Simdi f < g ve g < b esitsizliklerini varsayip f < b esitsiz-
ligini kanitlayalm. f ve g’nin ayristiklar: ilk nokta x, olsun.
Demek ki her x < x( i¢in f(x) = g(x) ama f(x;) < g(x,). g ve
bnin ayristiklari ilk noktaya da x; diyelim. Ug sik var, iiciinii
de teker teker ele alalim.

Eger x < x; ise 0 zaman x;’dan kii¢iik her x i¢in f(x) = g(x)
= h(x), ama f(x() < g(xy) = h(x(). Demek ki x, f ve b’nin ay-
ristiklart ilk nokta ve f(x) < h(xg). Tamima gore f < g.

Eger x( = x; ise 0 zaman x(’dan kiiciik her x igin f(x) = g(x)
= h(x) ama f(x,) < g(xg) < h(xp). Demek ki x, f ve b’nin ayrig-
tiklart ilk nokta ve f(x() < h(xy). Tanima gore f < g.

Eger x; < x( ise 0 zaman x;’den kiigiik her x i¢in f(x) = g(x)
= h(x) ama f(x;) = g(xq) < h(xg). Demek ki x(, f ve b’nin ayrig-
tiklari ilk nokta ve f(x() < h(x(). Tanima gore f < g.

Her ti¢ durumda da f < g esitsizligini gosterdik.
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Demek ki fonksiyonlar kiimesinde tanimlanan < iligkisi bir
siralamadir. Simdi bu siralamanin bir tamsiralama oldugunu
gosterelim. Ama bu ¢ok kolay... Eger f # g, iki fonksiyonsa,

x € X: flx) = glx)}
boskiime degildir, dolayisiyla (X bir iyisiralama oldugundan)
Y’nin f(x) # g(x) esitsizligini saglayan bir en kiiciik x elema-
ni vardir. Y bir tamsiralama oldugundan ya f(x) < g(x) ya da
g(x) < f(x). Birinci durumda f < g, ikinci durumda g < f.

Buraya kadar her sey yolunda gitti ama bundan otesi yo-
lunda gitmeyecek. F(X, Y) tizerine tamimladigimiz bu tamsira-
lama ne yazik ki genellikle bir iyisiralama degildir; X ve Y’nin
birer iyisiralama oldugu durumda bile.

Bir ornek verelim. X = o ve Y = 2 = {0, 1} olsun. X’ten Y’ye
giden bir fonksiyonu bir 01-dizisi olarak gosterebiliriz. Ornegin,
0,1,0,1,0,1,0, ..
dizisi ¢ift sayilarda 0, tek sayilarda 1 degerini alan fonksiyonu
simgelesin. Hatta terimlerin arasindaki virgtlleri de atarak bu

fonksiyonu,
01010101...
olarak da gosterebiliriz. Simdi,
fo=1111111....
fi=0111111...
f,=0011111...
f3=0001111...

fonksiyonlarini alalim. Bunlar ilk 7 sayida 0, daha sonra hep 1
degeri alan fonksiyonlar. Bu fonksiyonlar kiimesi A olsun.
A’nin en kiigiik elemani yoktur. Cinki tim f,’lerden kiiciik
fonksiyonlarin en buytugi hep 0 degerini alan 0000000... fonk-
siyonudur, bu da A’da degildir. Dolayisiyla bu siralama bir iyi-
siralama olmuyor.

Ordinallerde tis almayi, toplama ve ¢carpmada oldugu gibi o
kadar dogal bir bi¢cimde tanimlayamayiz. Bu ugrasa bir sonraki
bolumde girisecegiz ve tis almayi tiimevarimla kanitlayacagiz.
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F(X, Y) kiimesi tizerine yukarda tanimladigimiz tamsirala-
ma gene de ilging bir siralamadir. Bu siralamayla ilgili bir iki
alistirmayla bitirelim bolimi.

Alistirmalar

Y iyisirali bir kiime olsun.

15.1. F(®, Y)’nin bos olmayan her altkiimesinin en buytk
altsinir1 oldugunu gosterin. Yani & # A < F(o, Y) ise, 6yle bir
f € F(o, Y) vardir ki,

a. Hera € A icin, f < a,

b. Eger g € F(o, Y) “her a € A i¢in, g < a” kosulunu sagh-
yorsa o zaman g < f.

15.2. F(®, Y)’nin bos olmayan her altkiimesinin en kiigtik
ustsinirt her zaman var midir?

15.3. 1lk aligtirmay1 o yerine iyisirali bir X alarak yapin.

15.4. f, g € F(o, Y) olsun. Eger f # g ise, n, f(n) # g(n) esit-
sizligini saglayan en kiiciik dogal say1 olsun. d(f, g) = 1/27 ol-
sun. d(f, f) = 0 olarak tanimlansin. Sunlari gosterin:

a. d(f, g) 2 0 ve, d(f, g), ancak ve ancak f = g ise 0 olabi-
lir.

b. d(f, g) = dlg, f).

c.df, g <df, ) + d(h, g).

Dolayisiyla d, F(o, Y) tizerine bir “mesafe”dir. d mesafesinin
(c)’den daha gii¢lii bir 6zelligi vardir:
d. d(f, g) < max{d(f, h), d(h, g)}.






16. Ordinallerde Us Alma
(Bir Basar1 Oykiisii)

rdinallerde toplama ve ¢arpmayi olduk¢a dogal bir bi-
O ¢imde tanimladiktan sonra, bir 6nceki boliimde iis alma-
y1 da ayni dogallikta yapmaya ¢alistik ama beceremedik.
Bu bolimde ordinallerde tis almay1 timevarimla tanimlayacagiz.

Onceki boliimlerde su sonuglari kanitlamustik.

Tiimevarimla Ordinal Toplamasi 13.11. Ordinal toplama-
st, o ve B ordinalleri icin,
a+0=aq,
a + S(B) = S(o + B)
ve bir \ limit ordinali icin,
a+i=Ug, (a+p)
esitlikleri tarafindan belirlenmistir.

Timevarimla Ordinal Carpmasi 14.12. Ordinal carpmasi,
a0 =0,
aS(B) = ap + a,
ve bir \ limit ordinali i¢in,
ay =g, af
esitlikleri tarafindan belirlenmistir.
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Ordinallerde tis almay1 da bu yontemle timevarimla tanim-
layacagiz.

Tamim. o ve B ordinal olsunlar.
ol =1,
oSB) = o Ba
olarak tammlayalim. Eger \ limit ordinalse,
ar = Up, ab
olsun.

Onsav 16.1. o ve B birer ordinalse, oB da ordinaldir.

Kanit: B tizerine timevarimla kanitlayacagiz. o’y1 kanit bo-
yunca sabitliyoruz.

B = 0 ise, onermenin dogrulugu bariz.

Eger onerme B icin dogruysa S(B) i¢in de dogru oldugu cok
belli, ¢cinkii aS(®) = aBa.

Simdi A bir limit ordinal olsun ve A’dan kiicik B ordinalle-
ri igin af’nin bir ordinal (dolayisiyla bir kiime) oldugunu var-
sayahm. a7 = Up,; of oldugundan,

AN ={aP: B <A}
toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak yeterlidir, ¢tinkii
herhangi bir ordinal kiimesinin bilegsiminin (hem bir kiime hem
de) bir ordinal oldugunu (Teorem 10.10) biliyoruz.

A(A) toplulugun bir kiime oldugunu gostermek igin Yerles-
tirme Aksiyomu’nu kullanacagz.

a ordinalini sabitleyelim. Her B < A ordinali i¢in, o ordina-
lini B cinsinden ifade eden bir formil bulmaliyiz. Yani 6yle bir
¢(x, z) formiili bulmaliyiz ki, eger B < A ise, ¢(B, z) ancak z = aP
oldugunda dogru olsun.

o(B, z) formili sunlari desin: B bir ordinaldir ve 6yle bir A
ordinaller kiimesi ve bir f : B +1 — A eslemesi vardir ki,

a) f(0) =1 ve

b) her y igin eger y € B ise, f(y+1) = f(y)a ve
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c) her limit A e B+1 igin, f(A) = U, f(y) ve

d) z = f(B).

Buradaki A ordinaller kiimesinin (eger varsa)

{or:y< B}
olmasi gerektigi ve f fonksiyonunun f(y) = a¥ kuralyla veril-
mesi gerektigi belli. Tek yapmamiz gereken, B < A icin,
far:y<B}
toplulugunun bir kiime oldugunu gostermek. Bunun igin, elbet-
te A(B)’nin bir kiime oldugunu gostermek yeterli.

Simdi kanitin ta en basina donelim ve “a ve B ordinallerse,
ob da ordinaldir” onermesi yerine “o ve B ordinallerse, aP da
ordinaldir ve A(B) bir kiimedir” onermesini aynen yukarda
yaptigimiz gibi kanitlayalim. Ayrintilar1 (eger kalmissa!) okura
birakiyoruz. U

af ordinaline “o #ss#i B” denir.
091n 1 olarak tanimlandigina dikkatinizi ¢ekerim.

16.3. Temel Ozellikler
Tahmin edilen ilk esitlik gercekten dogru:
al = oS0 = gl = 1o = o
Ikinci esitlik de:
a? = oaS) = ala = aa.
Her sey bu kadar dogal seyretmiyor ama; 6rnegin
0=, _, 2" = o.
Teorem 16.2. Eger 1 < aise B <y ancak ve ancak of < av.
Kanit: § < y varsayimini yapalim. Sonucu vy tizerine tiimeva-
rimla kanitlayacagiz. y = 1 ise, p = 0 olmali. O zaman da af = a0
=1<a=al=arolur.
Onsavin y ve y’dan kiigiik ordinaller icin dogru oldugunu
varsayip, y + 1 i¢in kanitlayalim. § <y + 1 olsun. Eger B <y ise o
zaman timevarimla of < av. Eger =y ise 0 zaman of = a?. De-
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mek ki her iki durumda da a.f < av. Ama Onsav 14.5%e gore
af <ar=arl <aro = artl.

Simdi A bir limit ordinal olsun. A’dan kiiciik ordinaller icin
onsavin dogru oldugunu varsayalim. B < A olsun. Tanimdan
dolayr aP < a*. Demek ki aP < a*. Ama A limit oldugundan,
B+ 1 <A ve gene ab+! < o’ Ote yandan Onsav 14.5%e gore
ab < ab+l, Demek ki af < ab+! < o,

Simdi af < oY varsayimini yapalim. Eger B > y olsaydi, bir-
inci kisma gore af > a¥ olurdu, ¢eligki. Demek ki B < y. [

Sonraki teoremler i¢in teknik bir sonuca ihtiyacimiz var:

Onsav 16.3. a bir ordinal olsun.

i. A bir limit ordinal ve B < A, \’da kofinal bir altkiimeyse,
{aB : B € B} kiimesi a¥da kofinaldir.

ii. B bir ordinal kiimesiyse \Ug_p of = o Fpes B,

Kanit: i. § € o’ olsun. a* = U, ; a¥ oldugundan, bir y < A igin
8 € a* olur. B, X’da kofinal oldugundan, bir § € B i¢iny < olur.
Demek ki, Teorem 16.2’ye 8 € a* < ab olur, yani 8 < ab.

ii. Teorem 16.2’ye gore her f € B icin of < oVs<s B. Ayni te-
orem, eger B’nin en biiylik elemani varsa esitligi verir. B’nin en
biiyiik elemaninin olmadigini varsayip ters icindeligi kanitlaya-
lim. Bu durumda, Ug.g B = A bir limit ordinaldir (Alistirma
11.4) ve B bu limit ordinalde kofinaldir (bkz. Bolum 13.7).
Birinci kisma gore

Upep oP = a* = a“pes B, U

Teorem 16.4. ab+r = abar.
Kanit: y tizerine tiimevarimla. y = 0 igin:
o+t = ab+0 = abf = abl = abPal = abar.
Teoremi y i¢in dogru oldugunu varsayip, esitligi y + 1 igin
kanitlayalim:
ob+r+1) = B+l = a1 = (aPar)o = ab(ava) = aPar+l,
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Son olarak A bir limit ordinal olsun. Teoremdeki esitligin
A’dan kiigiik ordinaller i¢in dogru oldugunu varsayip A igin ka-
nitlayalim. B + 2’nin da bir limit ordinal oldugunu ve

) a b+ = Uy o B+y
esitligini Onsav 16.3.ii’den biliyoruz. Demek ki,
o B+ = k“Jy<7» ob+y = Uyd oBay = aﬁuyd oY = oBgl.
Son esitlikte Onsav 14.8’1 kullandik. O

Teorem 16.5. (aB)Y = ab.
Kanit: y tizerine tiimevarimla.
Eger y = 0 ise, (aP)r = (aP)0 =1 ve aPr = aP0 = a0 = 1.
Eger esitlik v i¢in dogruysa,
(aB)y+1 = (aB)roP = aBral = abr+B = aBlv+1),
Eger y limit ordinalse ve teorem y’dan kiiciik 8 ordinalleri
icin dogruysa,
(aP) = Us., (0)8 = Us., ab.
Aligtirma 14.5%e gore By bir limit ordinaldir ve
{[38 :0 <y}
kiimesi By’da kofinaldir. Onsav 16.3.i’e gore
{oB: B € B}
kiimesi afv’da kofinaldir. Gene Onsav 16.3.i’e gore
Us<y afd = abr. ]

Son olarak, toplama islemini ¢ok kolaylastiracak ve
lt+o=o
esitligini genellestiren bir esitlik kanitlayalim.

Teorem 16.5. Eger B < o ise, ®P + ©% = »2.
Kanit: o = B + y esitligini saglayan bir y > 0 vardir. Demek ki,
of + ®* = OB + ®B+Y = ®B + WPwY
= ob(1 + o) = wPaY = O+ = oo
Istedigimiz kanitlanmistir. [l
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Sonug 16.6. Eger B < o ve ©* < yise oP + vy = .
Kanit: § ordinali y = @ + 3 esitligini saglasin. O zaman,
P +ry=0P+0*+3=0%+35=7y
olur. 0



17. Ordinallerin Cantor Normal
Bicimi

Bilindigi gibi, sayilari genelde,

3546 = 3x103 + 5x102 + 2x10! + 6x100
gibi onluk tabanda yazariz. Aymi sayiy1 baska tabanlarda da
yazabiliriz. Ornegin 11 tabaninda,

3546 = 2x113 + 7x112 + 3x111 + 4x110
dir. Ayni seyi 10 ya da 11 yerine herhangi bir p > 1 dogal say1-
st i¢in de yapabiliriz: Her # dogal sayisi, her

agy -y ap € {0, 1, ..., p—1},a, #0
igin,
n = akpk + oo+ aopo

toplami bigiminde tek bir bigimde yazilir. Buna »’nin p taba-
minda yazilima adi verilir.

On parmagimiz oldugundan 10 tabani 6nemlidir. Bilgisa-
yarlar sayesinde 2 tabani da 6nemlidir. Saat ve dereceler de 60
tabanina belli bir 6nem kazandirir.

Bu bolimde benzer seyi ordinaller icin yapacagiz, p dogal
sayist yerine herhangi bir o > 1 ordinali alacagiz ve her B ordi-
nalinin “o’lik tabanda” tek bir bicimde yazabilecegini gorece-
giz. Iste teorem:
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Teorem 17.1. 1 < a. ve 0 < B iki ordinal olsun. O zaman,
® bir k dogal sayisi,
Y >V > . > Y, Ve
® 0 <39d;<a(l<i<k)ordinalleriicin, B ordinali
B=ad; +a”d, + - + a'kd,
olarak yazilir. Ayrica bu kosullar: saglayan k,vy; ve 8; (1 <i < k)
biriciktir.

Teoremi, o’y1 sabit tutup B tizerine timevarimla kanitlayaca-
g1z.

Onsav 17.2. Eger 1 < o, y; > ... >y, ve 0 < §; < o ise, 0 za-
man
o't <a”1d) < a”1d) + - + akd, < a1(dy + 1) < altl.
Kamt: Ilk iki esitsizlik ve sonuncusu bu asamada kolay
olmali. Uciinciisii olan
o’1d) + -+ + akd, < a’1(5y + 1)
esitsizligini k lizerine timevarimla kanitlayalim.
Eger k = 1 ise a”18; < a’1(8; + 1) esitsizligi kanitlanmali ki
bu da bariz.
Simdi k£ > 1 olsun. Onceki béliimlerde kanitladigimiz so-
nuglari kullanarak hesaplayalim:
o’18) + o280y + -+ + akdy, = a1d + (20, + - + a'kdy)
<a”d; + ol <18y + a¥t = a’1(d; + 1). [

Sonug 17.3. Eger B ordinali teoremdeki gibi yazilirsa, o za-
man vy, of < B esitsizligini saglayan en biiyiik v ordinalidir ve
31, a'd < B esitsizligini saglayan en biiyiik 8 ordinalidir.

Eger teorem dogruysa, y; ve 8; yukardaki sonugtaki gibi ol-
mak zorunda olduklarindan, bu 6zelligi saglayan y; ve §; ordi-
nallerinin varliklarini kanitlamaliyiz:
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Onsav 17.4. 1 < o ve 0 < B iki ordinal olsun. O zaman o < p
esitsizligini saglayan en biiyiik bir y ordinali ve o8 < B esitsiz-
ligini saglayan en biiyiik bir & ordinali vardir.

Kamt: o< B esitsizligini saglayan tiim y ordinallerin toplulu-
gu bir kiime oldugundan (okura alistirma), bu ordinallerin bilesi-
mi de bir ordinaldir (Teorem 10.10) ve aymi esitsizligi saglar
(Onsav 16.3.ii); dolayisiyla bu bilesim

a'< B
esitsizligini saglayan en biiytk y ordinalidir.

oS < B
esitsizligini saglayan tiim & ordinaller toplulugu da bir kiime ol-
dugundan (okura alistirma), bu ordinallerin bilesimi de bir or-
dinaldir ve ayni esitsizligi saglar (Onsav 14.8), dolaysiyla bu
bilesim

a'd0<PB
esitsizligini saglayan en buyiik 8 ordinalidir. O

Teorem 17.1’in Kamiti: Artik teoremi kolaylikla kanitlaya-
biliriz. a ve B teoremde soylendigi gibi olsun. y; ve §; yukarda-
ki 6nsavdaki gibi olsun. By,

P =a’d+ By
esitligini saglayan biricik ordinal olsun. Elbette $; < a1, ¢linki
aksi takdirde
B=0a"d+ By =2amd +a’t=a”(d+1);
ama 3, '8 < P esitsizligini saglayan en biyiik ordinaldi, ¢elis-
ki. Demek ki B; < a”1 £ B. Simdi timevarimla teoremdeki ko-
sullar1 saglayan endisli y ve 8 ordinalleri igin,
By =03, + - + a'kdy.

Onsav 17.2°den dolay1, a” < B; < a®*! < a” ve Teorem
16.2’ye gore v, < 7. ]

a = o ise 8’lar dogal say1 olmak zorunda olduklarindan, bu
sonu¢ o = o i¢in daha dikkat ¢ekicidir:
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Teorem 17.5 [Ordinallerin Cantor Normal Bicimi]. 0 < B
bir ordinal olsun. O zaman,

® bir k dogal sayisi,

® v, >7; > ...> Y, ordinalleri ve

® 14, My, ..., N, pozitif dogal sayilar: icin,

B=o"n +02m+ - + 0y,

olarak yazilir. Ayrica bu kogullar: saglayan k,y; ve n; (1 <i < k)
biriciktir.

Ayni olguyu soyle de soyleyebiliriz:

Teorem 17.5’ [Ordinallerin Cantor Normal Bicimi]. 0 <
bir ordinal olsun. O zaman,
e bir k dogal sayisi,
® v, 27, > ... 2, ordinalleri icin,
B=ol+a+ -+ ol
olarak yazilir. Ayrica bu kogullar: saglayan k ve v; (1 <i < k)
biriciktir.

Ordinalleri Cantor normal bi¢imiyle toplayip ¢arpmak ol-
dukga pratiktir. Yazinin geri kalan bolimiinde bu pratigi 6gre-
necegiz. Once toplamanin iistesinden gelelim. Teoremlerimizi
o tabani i¢in kanitlayacagiz.

17.1. Toplama

Teorem 17.6. v > v, > ... >y, ve 8y > 8, > ... > 3, ordinal
olsunlar. ny, ny, ..., n, ve my, my, ..., m, pozitif dogal say: ol-
sunlar. O zaman, eger i, v, > 8, esitsizligini saglayan en biiyiik
gostergec (endis) ise

(@11 + -+ + ©"kny) + (@S2 + -+ + @)

= 0y + - + o + ©my + -+ ©%m,

olur.
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Kanit: Eger y < 8 ise ©'n + ©o%m = o3m esitligini kanitlamak
yeterli. y < 8 olsun. Teorem 16.2’den dolay1 ®' < ®°. Teorem
16.5’ten dolayi, ®' + ®® = @¥dir. n ile carpma 7 kez toplama
oldugundan kanit bitmistir! O

Demek ki o + B toplamini bulmak i¢in o ve B’y1 Cantor
normal biciminde yazip o’nin kuyrugundaki kiiciik terimleri
atip B’y1 bu kisaltilmis o’nin sonuna oldugu gibi eklemeli.

17.2. Carpma
Simdi carpmaya gelelim. Carpma toplama kadar kolay de-

gil, ama ¢ok da zor degil.

o=+ -+ Okny
ve

B=wdmy + - + @dm,
carpmak istedigimiz ve Cantor normal bicimde yazilmug iki ordi-
nal olsun. Cantor normal bi¢cimde yazilmig ordinalleri toplamay1
bildigimizden ve soldan dagiimadan dolay1 (Onsav 14.2),

(@V17my + -+ + @Vkny)0Om
carpimuini bilmemiz yeterli. Hatta 72 = 1 bile alabiliriz. Demek ki,

(@V17y + -+ + ©%kny)@O
carpimini bulmaliyiz. 8 = 0 ise carpimin ne olmasi gerektigi bel-
li. § > 0 durumuna yogunlasmaliyiz. Onsav 17.2’den dolayn,

@11+ = ONED < (@1 + - + @k7) 08
< 'itlpd = i+1)+d = O)Y1+(1+6),
yani
®'1+d < (01727 + -+ + oﬂknk)mf’g wV1+(1+3),
Demek ki, eger 8 sonsuzsa, 1 + 8 = 8 olacagindan,
o1+ < (oﬂlnl + o 4 (Dyk?lk)&)& < @V1+H(143) = Y1+d
ve dolayisiyla
(@V172y + -+ + ©k11,) 00 = @149,

Yad=m e oise

(@"7y + -+ + Okny) ™
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carpimi nedir? m = 0 ise ¢carpimin ne olacagi belli. Bundan boy-
le m > 0 olsun. Elbette sagdan w” ile bir defa carpmak yerine
sagdan o ile m defa ¢carpmak yeterli. Demek ki
(@17 + -+ + ©kny)®
carpimint bulmaliyiz.
(@1 + - + Ok = U, (@721 + -+ + @Vkmy)r
esitliginden dolayi,
(@171 + -+ + @Vkmy)r
carpimint bulmaliyiz. Ama bu,
Oy + o+ Oy
sayisini kendisiyle » kez toplamak demek ve Cantor normal bi-
¢iminde yazilmig ordinalleri toplamay: bir 6nceki teoremden
biliyoruz. Ornegin,
(@"7y + -+ + @Okny) + (©1721 + -+ + ©Tk1y)

Oy + g + 021y + - + @k,

©O"2ny + ©21y + -+ Ok,
Buradan kolayca gorulecegi tizere,
(@N72y + -+ + OknR)r = @rNy + ©21) + -+ + ©Vkny,.
Demek ki
(@"7y + - + O"kng) = U
=V
S UTE(O
Ote yandan, r sonsuza gittiginde, r7; de sonsuza gittigin-

reo(®172) + -+ + @Vkny)r

reol@NT) + @217 + -+ + @Vkny)

o'1(rng + 1) = @'+l

den, 7’yi yeterince buytuik alirsak, 772, her s dogal sayisin1 asaca-
gindan,
1= -
o't = oo = U, o's <U

S U co(@hrng + -+ + oVkny)

re® (Dylrnl
= (0172 + -+ + ©kny)o.
Sonugta, (0'1727 + -+ + @'n)o = 11, Demek ki,
(oﬂlnl 4o+ (J)yki/lk)())m - 0)“/1+m,
ve & > 0 sonlu da olsa sonsuz da olsa,
(@V172] + -+ + @lkr)@d = al1+d,
Bulduklarimizi toparlayalim:
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Teorem 17.8. v > ... >y, ve 8> 0 ordinal olsunlar. r bir do-
gal sayi olsun. O zaman,
(@V172) + -+ + @Tky)@d = @N1+d
ve
(@"ny + - + ©kny)r = ©'1rng + ©21y + o + OTkNY
olur.

Bu teorem sayesinde Cantor normal bigiminde yazilmis her-

hangi iki ordinali kolaylikla garpabiliriz. Ornegin,
©°24 + ©°° + 2 + 0% + ©23 + 7
ile
09’8 + 00°8 + @05 + 43 + © + 3

ordinallerinin ¢arpimi igin, sirasiyla
®©924 + ©°° + ©2’2 + ©* + ©23 + 7)0)03‘”
0924 + 0°° + ©2’2 + ©* + 023 + 7)0"8
©924 + ©°° + ©9’2 + ©* + 023 + 7)o’ +oS
©924 + ©°° + ©°2 + ©* + ©23 + 7)043
©924 + ©°° + 2’2 + ©* + ©23 + 7)o
0924 + 0°° + ©°2 + ©* + ©23 + 7)3
carpimlarini bulup bu sirayla toplamaliyiz. Baslayalim

(09°24 + 0°° + @2 + 04 + 023 + 7)o = Eo°2+o®’ = Ho°
©°24 + ©°° + 0’2 + 0% + ©23 + 7)0°°8 = O°2+0°8 = P38
0924 + ©°° + ©°2 + 0% + ©23 + 70005 = @o2+o’+0§
©°24 + ©°° + ©°2 + 0% + ©23 + 7)o+ = @o°2+e’+l
0924 + ©°° + ©2°2 + 0% + ©23 + 7)0*3 = E©2+43
©°24 + ©°° + ©°2 + 0% + ©23 + 7)o = o2+
0°24 + ©°° + 2 + ©4 + 023 + 7)3 = ©°°212 + 0°° + ©*°2

+ 0t + 023 +7.

(
(
(
(
(
(

Carpim bu ordinallerin bu sirayla toplanmasiyla cikar. Iste sonug:
(Dm‘”z + MO°38 + O2+03+0§ 4 O2+03+] ;1 o°2+43 4 @o©2+1

+ ®°212 + ©°° + ©°°2 + 0 + 23 + 7.






Ordinal Smavi

1. Her a ordinali i¢in, 1 = 1 esitligini gosterin.

2. (af)r = P esitligi her zaman gecerli mi?

3. Her n, m € o i¢in 0”0 = ow" esitligi dogru mudur?

4. a > 0 i¢in ®%®wP = P olabilir mi?

5.Eger 1 <o ve abf = arise B = v esitligini kanitlayin.

6. 20 = 30 = @ esitligini kanitlayin.

7. a > 1 ise aP > B esitsizligini kanitlayin.

8. a > 1ise abB +1 > B esitsizligini kanitlayin. Ote yandan o
> B esitsizliginin o = ® ve B = g i¢in yanlig oldugunu kanitlayin.

9. a > 1 bir ordinal olsun. af < a¥ ise B < v esitsizligini ka-
nitlaym. (af < aise B <y esitsizligini kanitlamak yeterli. B tize-
rinden timevarim yapin.)

10. o = ®, o, = ©% olsun. Ornegin,

o = 0% = O, d) = O% = O, o3 = O% = O,

10a. {0, : 7 € ®} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitla-
ymn. (Yerlestirme Aksiyomu’nu kullanmalisiniz.)

10b. g5 = U

10c. Eger we = ¢ ise € > g esitsizligini kanitlayin.

new O, olsun. o = g esitligini kanitlayin.

10d. gy’ in ®’dan buyiik ve toplama, ¢arpma ve iis alma al-
tinda kapali en kiigiik ordinal oldugunu kanitlayin.
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11. (o + 1)2 ve (® + 1)3 ordinallerini ® cinsinden bir “poli-
nom” olarak yazin. Ayni seyi (o + 1)” igin yapin.

12. (@+1)” ordinalini Cantor normal bi¢imde yazin.

13. (0+1)® = ©® esitligini kanitlayin.

14. ©°°23 + ©*°"'3 + 0’2 + ©2 + ©3 + 4 ile

9’5 + 00”12 + ©0° + @02 + f + @2 + 1

ordinallerini toplayin ve carpin ve sonucu Cantor normal form-
da yazin.



